
5. SANNOLIKHETSMODELLER

5.1


 = fen prick, tv�a prickar, tre prickar, fyra prickar, fem prickar, sex prickarg.
Det �nns 6 utfall

5.2

a) 
 = f(du, du) ; (du, l�araren) ; (l�araren, du) ; (l�araren, l�araren)g, �andligt
utfallsrum

b) 
 = f6-0, 6-1, 6-2, 6-3, 6-4, 7-5,..., 0-6, 1-6,...g o�andligt utfallsrun

5.3

a) slumpm�assigt, o�andligt, diskret

b) slumpm�assigt, �andligt, diskret

c) deterministiskt

d) slumpm�assigt, o�andligt, kontinuerligt eller diskret beroende p�a om man
m�ater med "o�andigt stor precision" eller ej

e) slumpm�assigt, o�andligt, kontinuerligt eller diskret (om t.ex. �alser anges i
hela �ar)

f) slumpm�assigt, o�andligt, kontinuerligt

5.4

Utfallsrummet i �ovning 5.1 och sannolikheter, t.ex. P (en prick) = P (tv�a prickar) =
: : : = P (sex prickar) = 1

6

5.5

Utfallsrummet i �ovning 5.2 och sannolikheter, t.ex. P (du, du) = 0; 70,
P (du, l�araren) = 0; 15, P (l�araren, du) = 0; 10 och P (l�araren, l�ararn) =
0; 05
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5.6

Utfallsrummet �ar


 = f(FFF ) ; (FFP ) ; (FPF ) ; (PFF ) ; (FPP ) ; (PFP ) ; (PPF ) ; (PPP )g.

R�akna antal utfall som st�ammer med den s�okta h�andelsen.

a) 1
2

b) 7
8

c) 3
8

d) 3
8

5.7

Skriv upp utfallsrummet t.ex. som i exempel 5.1 och �gur 5.1. R�akna antal
utfall som st�ammer med den s�okta h�andelsen.

a) 1
4

b) 3
4

c) 1
2
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6. BER�AKNING AV SANNOLIKHETER

6.1

L�at A vara h�andelsen att f�a en femma eller en sexa p�a den ena t�arningen
och B att f�a en femma eller en sexa p�a den andra t�arninigen. D�a �ar P (A) =
P (B) = 2

6
och P (A \B) = 4

36
. Vi s�oker P (A [B) = P (A) + P (B) �

P (A \B) = 2
6
+ 2

6
� 4

36
= 20

36
= 5

9
:

6.2

L�at A vara h�andelsen att det �ar d�aligt spr�ak och B att det �ar f�or mycket v�ald
i ett slumpm�assigt valt program. Vi vet att P (A) = 0; 42, P (B) = 0; 27

och P (A \B) = 0; 10. Vi s�oker P
�
A \B

�
. Det �ar nu l�att att fylla i en

fyrf�altstabell

A A
B 0,10 0,17 0,27
B 0,32 0,41 0,73

0,42 0,58 1,00

och vi ser att P
�
A \B

�
= 0; 41.

6.3

L�at A vara h�andelsen att laget vinner n�asta match och B att det vinner
den d�arp�a f�oljande matchen. Vi vet att P (A) = 0; 10, P (B) = 0; 30 och

P
�
A \B

�
= 0; 65. Vi s�oker P

��
A \B

�
[
�
A \B

��
. Det �ar nu l�att att

fylla i en fyrf�altstabell

A A
B 0,05 0,25 0,30
B 0,05 0,65 0,70

0,10 0,90 1,00�
A \B

�
och

�
A \B

�
�ar �omsesidigt uteslutande s�a att P

��
A \B

�
[
�
A \B

��
=

0; 05 + 0; 25 = 0; 30.
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6.4

Vi vet att P (A) = 0; 3, P (B) = 0; 2 och P (A j B) = 0; 5. D�arf�or blir
P (A \B) = P (B)P (A j B) = 0; 2�0; 5 = 0; 1 och vi kan fylla i fyrf�altstabellen

A A
B 0,1 0,1 0,2
B 0,2 0,6 0,8

0,3 0,7 1,0

6.5

Om fyrf�altstabellen kompletteras f�ar vi

F�ar cancer F�ar ej cancer
R�okare 0,0054 0,1546 0,16
Ej r�okare 0,0006 0,8394 0,84

0,0060 0,9940 1,0

P (F�ar cancer j R�okare) = P (F�ar cancer\R�okare)
P (R�okare)

= 0;0054
0;16

= 0; 03375

P (F�ar cancer j Ej r�okare) = P (F�ar cancer\Ej r�okare)
P (Ej r�okare)

= 0;0006
0;84

� 0; 0007, vilket �ar
47,25 g�anger st�orre �an P (F�ar cancer j R�okare) :

6.6

L�at A vara h�andelsen att en slumpm�assigt vald olycka �ar sv�ar och B att
olyckan orsakades av en onykter f�orare. Vi vet att P (A) = 0; 20, P (B) =
0; 12 och P (B j A) = 0; 50. Vi s�oker P (A j B). Vi ser att P (A \B) =
P (A)P (B j A) = 0; 20�0; 50 = 0; 10. Det �ar nu l�att att fylla i en fyrf�altstabell

A A
B 0,10 0,02 0,12
B 0,10 0,78 0,88

0,20 0,80 1,00

och det f�oljer att P (A j B) = P (A\B)
P (B)

= 0;10
0;12

= 5
6
� 0; 8333.

6.7

A och A �ar �omsesidigt uteslutande s�a att P
�
A \ A

�
= 0. D�arf�or blir

P
�
A j A

�
=

P(A\A)
P (A)

= 0.
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6.8

L�at A vara h�andelsen att ett slumpm�assigt valt parti accepteras och B att
ett slumpm�assigt parti �ar d�aligt. Vi vet att P

�
A
�
= 0; 15, P (B j A) = 0; 06

och P (B) = 0; 10. Vi ser att P (A) = 1�P
�
A
�
= 1�0; 15 = 0; 85 och allts�a

�ar P (A \B) = P (A)P (B j A) = 0; 85 � 0; 06 = 0; 051. Fyrf�altstabellen blir
d�a

A A
B 0,051 0,049 0,10
B 0,799 0,101 0,90

0,85 0,15 1,00

och det f�oljer att P
�
A j B

�
=

P(A\B)
P(B)

= 0;799
0;90

� 0; 8878.

6.9

a) L�at A vara h�andelsen att myntet �ar det vanliga myntet och B h�andelsen att

myntet visar krona d�a det kastas. Vi vet att P (A) = P
�
A
�
= 1

2
, P (B j A) =

1
2
och att P

�
B j A

�
= 1. Vi s�oker P (A j B). Eftersom P (A \B) =

P (A)P (B j A) = 1
2
� 1
2
= 1

4
och P

�
A \B

�
= P

�
A
�
P
�
B j A

�
= 1

2
� 1 = 1

2

f�ar vi fyrf�altstabellen

A A
B 1

4
1
2

3
4

B 1
4

0 1
4

1
2

1
2

1

D�armed kan vi ber�akna P (A j B) = P (A\B)
P (B)

= 1=4
3=4
= 1

3
.

b) P�a motsvarande s�att som i uppgift a) men l�at nu B vara h�andelsen att

myntet visar krona i b�ada kasten. D�a �ar P (B j A) = 1
4
och att P

�
B j A

�
= 1

s�a att vi f�ar P (A \B) = 1
2
� 1
4
= 1

8
och P

�
A \B

�
= 1

2
� 1 = 1

2
med den

resulterande fyrf�altstabellen

A A
B 1

8
1
2

5
8

B 3
8

0 3
8

1
2

1
2

1
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dvs. P (A j B) = 1=8
5=8
= 1

5
.

6.10

L�atA vara h�andelsen att en slumpm�assigt valt post �ar fel ochB att r�attningsrutinen
anger att en slumpm�assigt vald post �ar felaktig. Vi vet att P (A) = 0; 05,

P (B j A) = 0; 95 och P
�
B j A

�
= 0; 001. Detta ger att P (A \B) =

P (A)P (B j A) = 0; 05 �0; 95 = 0; 0475 och P
�
A \B

�
= P

�
A
�
P
�
B j A

�
=

(1� 0; 05) � 0; 001 = 0; 00095. Fyrf�altstabellen blir d�a

A A
B 0,0475 0,00095 0,04845
B 0,0025 0,94905 0,95155

0,05 0,95 1,00

a) Vi s�oker P (A j B) = P (A\B)
P (B)

= 0;0475
0;04845

� 0; 9804.

b) Vi s�oker P
�
A j B

�
=

P(A\B)
P(B)

= 0;0025
0;95155

� 0; 0026:

6.11

L�at A vara h�andelsen att en�atalad �ar skyldig och B h�andelsen att det blir en
f�allande dom. Vi vet att P (A) = 0; 80, P (B j A) = 0; 92 och P

�
B j A

�
=

0; 02.

a) Vi s�oker P (B). Vi ser att (A \B) = P (A)P (B j A) = 0; 80�0; 92 = 0; 736
och

�
A \B

�
= P

�
A
�
P
�
B j A

�
= 0; 20 � 0; 02 = 0; 004. Detta ger oss

fyrf�altstabellen

A A
B 0,736 0,004 0,74
B 0,064 0,196 0,26

0,800 0,200 1,00

och det f�oljer att P (B) = 0; 74.

b) Vi s�oker P
�
A j B

�
=

P(A\B)
P (B)

= 0;004
0;74

= 0; 0054.

6



6.12

L�at A vara h�andelsen att en slumpm�assigt vald kund k�oper en k�oksinredning
och B att kunden accepterar inbjudan till lunch. Vi vet att P (A) = 0; 05,

P (B j A) = 0; 50 och P
�
B j A

�
= 0; 10. Detta ger att P (A \B) = P (A)P (B j A) =

0; 05 � 0; 50 = 0; 025 och P
�
A \B

�
= P

�
A
�
P
�
B j A

�
= (1� 0; 05) � 0; 10 =

0; 095. Fyrf�altstabellen blir d�a

A A
B 0,025 0,095 0,12
B 0,025 0,855 0,88

0,05 0,95 1,00

Sannolikheten att en kund k�oper k�oksinredning bland de som tackat ja till
lunch �ar P (A j B) = P (A\B)

P (B)
= 0;025

0;12
� 0; 2083.

Sannolikheten att en kund k�oper k�oksinredning bland de som tackat nej till

lunch �ar P
�
A j B

�
=

P(A\B)
P(B)

= 0;0025
0;88

� 0; 0284:

6.13

L�at A vara h�andelsen att kursen f�or Statistiktj�anst �okar och B h�andelsen att
kursen f�or Inferenspraktik �okar. Vi vet att P (B j A) = 0; 8, P

�
B j A

�
= 0; 8

och P (A) = 0; 4.

a) Vi s�oker P (A \B) = P (A)P (B j A) = 0; 4 � 0; 8 = 0; 32.

b) Vi s�oker 1 � P
�
A \B

�
= 1 � P

�
A
�
P
�
B j A

�
= 1 � (1� 0; 4) 0; 8 =

1� 0; 48 = 0; 52.

6.14

L�at A vara h�andelsen att Cat Delicious blir en f�ors�aljningsframg�ang B att
Active Juvenile blir en f�ors�aljningsframg�ang. Vi vet att P (B j A) = 0; 8,

P
�
B j A

�
= 0; 8 och P (A) = 0; 4. Detta ger att P (A \B) = P (A)P (B j A) =

0; 4 � 0; 8 = 0; 32 och P
�
A \B

�
= P

�
A
�
P
�
B j A

�
= (1� 0; 4) � 0; 8 = 0; 48.

Fyrf�altstabellen blir d�a
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A A
B 0,32 0,12 0,44
B 0,08 0,48 0,56

0,40 0,60 1,00

a) P (A \B) = 0; 32

b) 1 � P
�
A \B

�
= 1 � 0; 48 = 0; 52 (A \ B, "ingen produkt blir en

f�ors�aljningsframg�ang", �ar komplementh�andelse till h�andelsen "minst en pro-
dukt blir en f�ors�aljningsframg�ang).

6.15

L�at A vara h�andelsen att f�oretaget l�aggs ner och B h�andelsen att f�oretaget
f�ar ordern. Vi vet att P (B) = 0; 2, P (A j B) = 0; 1 och P

�
A j B

�
= 0; 5.

Vi s�oker P (A). Eftersom P (A \B) = P (B)P (A j B) = 0; 2 � 0; 1 = 0; 02
och P

�
A \B

�
= P

�
B
�
P
�
A j B

�
= 0; 8 � 0; 5 = 0; 40 blir fyrf�altstabellen

A A
B 0,02 0,18 0,2
B 0,40 0,40 0,8

0,42 0,58 1,0

dvs. P (A) = 0; 42.

6.16

L�at A vara h�andelsen att ett slumpm�assigt valt hus �ar av mexitegel och B
att det har garage. Vi vet att P (A \B) = 0; 04, P

�
A \B

�
= 0; 58 och

P (B) = 0; 4. Detta ger att P (A j B) = P (A\B)
P (B)

= 0;04
0;4
= 0; 10.

6.17

L�at A vara h�andelsen att MOS f�ar ordern och B h�andelsen att v�ardet p�a
f�oretagets aktier �okar. Vi vet att P (A) = 0; 2, P (B j A) = 0; 8 och P

�
B j A

�
=

0; 1. Vi s�oker P (B). Eftersom P (A \B) = P (A)P (B j A) = 0; 2 � 0; 8 =
0; 16 och P

�
A \B

�
= P

�
A
�
P
�
B j A

�
= (1� 0; 2) � 0; 1 = 0; 08 f�ar vi

fyrf�altstabellen
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A A
B 0,16 0,08 0,24
B 0,04 0,72 0,76

0,20 0,80 1,0

och d�armed �ar P (B) = 0; 24.

6.18

L�at B vara h�andelsen att Hanna blir antagen till Beckmans konstskola och K
att hon blir antagen till Konstfack. Vi vet att P (B) = 0; 7 och P (K) = 0; 4.
Komplementh�andelsen till "antagen till h�ogst en skola" �ar "antagen till b�ada
skolorna", dvs. 1� P (A \B) = 0; 75. Detta ger fyrf�altstabellen

B B
K 0,25 0,15 0,40
K 0,45 0,15 0,60

0,70 0,30 1,00

och sannolikheten att Hanna kommer in p�a minst en skola �ar 0,25+0,15+0,45=0,85.

6.19

L�at K vara h�andelsen att H�akan blir antagen till KTH och C h�andelsen att
han blir antagen till Chalmers. Vi vet att P (K) = 0; 6, P (C) = 0; 6 och

P (K [ C) = 0; 8. Vi s�oker P
��
K \ C

�
[
�
K \ C

��
. Eftersom P (K \ C) =

P (K) + P (C)� P (K [ C) = 0; 6 + 0; 6� 0; 8 = 0; 4 f�ar vi fyrf�altstabellen

K K
C 0,40 0,20 0,60
C 0,20 0,20 0,40

0,60 0,40 1,00

och tydligen �ar P
��
K \ C

�
[
�
K \ C

��
= P

�
K \ C

�
+P

�
K \ C

�
= 0; 20+

0; 20 = 0; 40.

6.20

a) P (exakt en pojke och tv�a 
ickor) = P ((PFF) [ (FPF) [ (FFP)) = P (PFF)+
P (FPF) + P (FFP) = 0; 53 + 0; 53 + 0; 53 = 0; 375

b) P�a grund av oberoende p�averkas inte sannolikheten f�or 
icka av k�onen
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hos �aldre syskon, dvs, P (F) = 0; 5

c) P (FFFF) = 0; 54 = 0; 0625

6.21

Vi vet att P (A) > 0 och P (B) > 0 vilket inneb�ar att P (A)P (B) > 0,
men om A och B �ar �omsesidigt uteslutande s�a �ar P (A \B) = 0, dvs.
P (A)P (B) 6= P (A \B) och allts�a m�aste A ochB vara stokastiskt beroende.

6.22

Fr�an �ovning 6.5 vet vi att P (F�ar cancer j R�okare) = 0; 03375 och P (F�ar cancer j Ej r�okare)
� 0; 0007, dvs, P (F�ar cancer j R�okare) 6= P (F�ar cancer j Ej r�okare) och allts�a
r�ader beroende.

6.23

Sannolikheten att Casiopeja eller Sweet Sue vinner loppet �ar 0; 15 + 0; 30 =
0; 45. Sannolikheten att n�agon av de andra h�astarna vinner �ar d�arf�or 1 �
0; 45 = 0; 55. Om Casiopeja och Sweet Sue stryks ur loppet blir s�aledes
sannolikheten att Pollux vinner 0;20

0;55
= 4

11
.

6.24

Antag oberoende mellan matcherna.

a) P (Andersson vinner turneringen) = P ((Andersson sl�ar Bertilsson) och
(Andersson sl�ar Carlsson)) = 0,7�(1-0,9) = 0,07

b) P (Bertilsson vinner turneringen) = P ((Bertilsson sl�ar Andersson) och
(Bertilsson sl�ar Carlsson)) = (1-0,7)�0,8 = 0,24

c) P (Carlsson vinner turneringen) = P ((Carlsson sl�ar Anderssom) och (Carls-
son sl�ar Bertilsson)) = 0,9�(1-0,8) = 0,18 s�a att P (ingen vinner turneringen)
= 1 - (0,07 + 0,24 + 0,18) = 0,51

6.25

Sannolikheten att en enhet inte deformeras i en deloperation �ar 1 � 0; 03 =
0; 97. Eftersom det �ar stokastiskt oberoende mellan deloperationer �ar sanno-
likheten att en enhet inte blir deformerad i n�agon deloperation 0; 975. San-
nolikheten att en enhet blir deformerad i minst en deloperation blir d�arf�or
1� 0; 975 � 0; 1413.
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6.26

Vi vet att P (K1) = 0; 95, P (K2) = 0; 90 och P (K1 \K2) = 0; 89.

a) P (K1 [K2) = P (K1)+P (K2)�P (K1 \K2) = 0; 95+0; 90�0; 89 = 0; 96

b) P (K1) � P (K2) = 0; 95 � 0; 90 = 0; 855 men P (K1 \K2) = 0; 89 s�a att
P (K1) � P (K2) 6= P (K1 \K2)

c) Om oberoende g�aller �ar P (K1 \K2) = P (K1) � P (K2) = 0; 95 � 0; 90 =
0; 855 och vi f�ar att P (K1 [K2) = P (K1)+P (K2)�P (K1 \K2) = 0; 95+
0; 90� 0; 855 = 0; 995

d) En fyrf�altsrabell �ar

K1 K1

K2 0,89 0,01 0,90
K2 0,06 0,04 0,10

0,95 0,05 1,00

s�a att P
�
K1 j K2

�
=

P(K1\K2)
P(K2)

= 0;04
0;10

= 0; 4.

6.27

a) Eftersom aktiernas v�arden �ar stokastiskt oberoende av varandra f�ar vi att

(i) P (b�ada aktiernas v�arden �okar) = P
�
�O
�
P
�
�O
�
= 0; 4 � 0; 4 = 0; 16. (ii)

P (b�ada aktiernas v�arden minskar) = P (M)P (M) = 0; 4 � 0; 4 = 0; 16. (iii)
P (v�ardet p�a exakt en aktie minskar) = P ((den ena minskar och den andra
minskar inte) eller (den ena minskar inte och den andra minskar)) =

P
�
M \

�
O [ �O

��
+P

��
O [ �O

�
\M

�
= P (M)P

�
O [ �O

�
+P

�
O [ �O

�
P (M)

= 0; 4 (0; 2 + 0; 4) + (0; 2 + 0; 4) 0; 4 = 0; 48

b) P�a samma s�att som i a) f�ar vi (i) P (b�ada aktiernas v�arden �okar) = 0; 8 �
0; 8 = 0; 64 (ii) P (b�ada aktiernas v�arden minskar) = 0; 1 � 0; 1 = 0; 01. (iii)
P (v�ardet p�a exakt en aktie minskar) = 0; 1 (0; 1 + 0; 8) + (0; 1 + 0; 8) 0; 1 =
0; 18.

6.28

L�at A vara h�andelsen att aktie A �okar sitt v�arde en viss dag och B att aktie
B �okade sitt v�arde dagen innan. Vi vet att P (A) = P (B) = 0; 5 och att
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P
�
A \B

�
= 0; 3. Vi s�oker P (A j B) : En fyrf�altstabell ger

A A
B 0,3 0,2 0,5
B 0,2 0,3 0,5

0,5 0,5 1,00

s�a att P (A j B) = P (A\B)
P (B)

= 0;3
0;5
= 0; 6

6.29

L�at A vara h�andelsen att en person har k�opt produkten och B h�andelsen att
en person har sett tv-reklamen. Unders�okningen tyder p�a att P (A) = 0; 21,
P (B) = 0; 41 och P (A \B) = 0; 13.

a) Vi s�oker P (A j B) = P (A\B)
P (B)

= 0;13
0;41

� 0; 3171.

b) tv-reklamen har varit framg�angsrik om andelen som k�opt produkten �ar
st�orre bland de som sett reklamen �an bland de som inte sett den, dvs. vi vill
j�amf�ora P (A j B) med P

�
A j B

�
. Vi f�ar fyrf�altstabellen

A A
B 0,13 0,28 0,41
B 0,08 0,51 0,59

0,21 0,79 1,00

och allts�a blir P
�
A j B

�
=

P(A\B)
P(B)

= 0;08
0;59

� 0; 1356. Eftersom P (A j B) >

P
�
A j B

�
drar vi slutsatsen att tv-reklamen har varit framg�angsrik.

6.30

L�at A, B och C beteckna h�andelserna att en slumpm�assigt vald komponent
kommer fr�an tillverkare A, B respektive C. L�at vidare F beteckna h�andelsen
att en slumpm�assigt vald komponent �ar felaktig. Vi vet att P (A) = 0; 10
och P (B) = 0; 20 s�a att P (C) = 1 � (0; 10 + 0; 20) = 0; 70. Vidare vet
vi att P (F j A) = 0; 03, P (F j B) = 0; 02 och P (F j C) = 0; 005. Detta
inneb�ar att P (F \ A) = 0; 03 � 0; 10 = 0; 003, P (F \B) = 0; 02 � 0; 20 =
0; 004 och P (F \ C) = 0; 005 � 0; 70 = 0; 0035. Den s�okta sannolikheten blir
d�arf�or P (F ) = P ((F \ A) [ (F \B) [ (F \ C)) = 0; 003+0; 004+0; 0035 =
0; 0105
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7. STOKASTISKA VARIABLER

7.1

E (X) = 0 � 0; 3 + 1 � 0; 7 = 0; 7

V (X) = (0� 0; 7)2 � 0; 3 + (1� 0; 7)2 � 0; 7 = 0; 49 � 0; 3 + 0; 09 � 0; 7 = 0; 21

7.2

x f (x) xf (x) x2f (x)
0 1/8 0 0
1 3/8 3/8 3/8
2 3/8 6/8 12/8
3 1/8 3/8 9/8
Summa 1 12/8 24/8

E (X) = 12
8
= 1; 5

V (X) = E (X2)� (E (X))2 = 24
8
�
�
12
8

�2
= 0; 75

7.3

a) P (A intr�a�ar minst en g�ang) = 1� P (B intr�a�ar alltid) = 1�
�
2
3

�4
= 65

81

b) P (A intr�a�ar minst tv�a g�anger) = 1�P (A intr�a�ar f�arre �an tv�a g�anger) =
1 � (P (A intr�a�ar aldrig) + P (A intr�a�ar en g�ang)) = 1 � (P (BBBB) +
P (ABBB)+P (BABB)+P (BBAB)+P (BBBA)) = 1�(

�
2
3

�4
+41

3

�
2
3

�3
) =

11
27

c) P (X = 0) = P (B intr�a�ar) = 2
3
, P (X = 1) = P (A intr�a�ar) = 1

3
.

E (X) = 0 � 2
3
+ 1 � 1

3
= 1

3
, V (X) =

�
0� 1

3

�2
� 2
3
+
�
1� 1

3

�2
� 1
3
= 2

9
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d)

y f (y) yf (y) y2f (y)
0 16/81 0 0
1 32/81 32/81 32/81
2 24/81 48/81 96/81
3 8/81 24/81 72/8
4 1/81 4/81 16/81
Summa 1 108/81 216/81

e) E (Y ) = 108
81
= 4

3
, V (Y ) = E (Y 2)� (E (Y ))2 = 216

81
�
�
4
3

�2
= 8

9
.

7.4

Vi vet att E (X) = 7. Bilda nu Y = X � 7. Detta ger tabellen

y f (y) yf (y) y2f (y)
-5 1/36 -5/36 25/36
-4 2/36 -8/36 32/36
-3 3/36 -9/36 27/36
-2 4/36 -8/36 16/36
-1 5/36 -5/36 5/36
0 6/36 0 0
1 5/36 5/36 5/36
2 4/36 8/36 16/36
3 3/36 9/36 27/36
4 2/36 8/36 32/32
5 1/36 5/36 25/36
Summa 1 0 210/36

E (Y ) = 0

V (Y ) = E (Y 2)� (E (Y ))2 = 210
36
� 02 � 5; 83
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b) Bilda nu Z = Yp
210=36

. Detta ger tabellen

z f (z) zf (z) z2f (z)
-2,07 1/36 -2,07/36 4,29/36
-1,66 2/36 -3,31/36 5,49/36
-1,24 3/36 -3,73/36 4,63/36
-0,83 4/36 -3,31/36 2,74/36
-0,41 5/36 -2,07/36 0,86/36
0 6/36 0 0
0,41 5/36 2,07/36 0,86/36
0,83 4/36 3,31/36 2,74/36
1,24 3/36 3,73/36 4,63/36
1,66 2/36 3,31/36 5,49/36
2,07 1/36 2,07/36 4,29/36
Summa 1 0 1

E (Z) = 0

V (Z) = E (Z2)� (E (Z))2 = 1� 02 = 1

7.5

E (Z) = E
�
X�E(X)p

V (X)

�
= 1p

V (X)
E (X � E (X)) = 1p

V (X)
(E (X)� E (X)) =

0

V (Z) = V
�
X�E(X)p

V (X)

�
= 1

V (X)
V (X � E (X)) = 1

V (X)
V (X) = 1.

7.6

L�at X vara vinsten fr�an arbetet.

a) E (X) = 180000 � 0; 8+ (�60000) � 0; 2 = 132000, ja, man kan f�orv�anta sig
en positiv vinst.

b) L�at p vara sannolikheten att arbetet blir f�ardigt inom kontraktstiden.

E (X) = 180000 � p+ (�60000) � (1� p) = 0

240000p = 60000

p = 0; 25
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7.7

Notera f�orst att herr Johansson inte g�or n�agon vinst med sannolikheten 1��
3
18
+ 7

18
+ 3

18

�
= 5

18

F�orv�antad vinst �ar �50000� 3
18
+0� 5

18
+50000� 7

18
+100000� 3

18
= 250000

9
� 27778

kr.

7.8

a)

x f (x)
-496000 0,005
4000 0,995

b) (�496000) � 0; 005 + 4000 � 0; 995 = 1500

c) Antag att premien �ar x kr. D�a �ar

� (500000� x) � 0; 005 + x � 0; 995 = 10000

x = 12500 kr

7.9

a) F�orv�antad vinst vid spel p�a Aldebaran = 250 � 0; 2� 100 = �50 kr

F�orv�antad vinst vid spel p�a Blossom Star = 120 � 0; 4� 100 = �52 kr

F�orv�antad vinst vid spel p�a Cassiopeja = 400 � 0; 1� 100 = �60 kr

b) Oavsett vilken han spelar p�a f�ar han en f�orv�antad f�orlust. Han b�or allts�a
inte spela p�a n�agon.

7.10

a) P (X > 5; 7) = 1�P (X � 5; 7) = 1�F (5; 7) = 1�(5; 7� 5)2 (3 � 5; 72 � 38 � 5; 7 + 121) =
1� 0; 49 � 1; 87 = 0; 0837

b) P (5; 5 < X < 5; 7) = P (X < 5; 7)� P (X � 5; 5) = F (5; 7)� F (5; 5)

F (5; 5) = (5; 5� 5)2 (3 � 5; 52 � 38 � 5; 5 + 121) = 0; 25 � 2; 75 = 0; 6875

P (5; 5 < X < 5; 7) = 0; 9163� 0; 6875 = 0; 2288
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7.11

Vi best�ammer f�orst v�antev�ardet och variansen f�or X

Antal dagar f (x) xf (x) x2f (x)
10 0,5 5,0 50,0
11 0,3 3,3 36,3
12 0,2 2,4 28,8

Summa 1,0 10,7 115,1

Det g�aller allts�a att E (X) = 10; 7 och V (X) = 115; 1� 10; 72 = 0; 61

L�at Y = 20000 + 7200X vara totala kostnaden f�or arbetet. Vi f�ar d�a
den f�orv�antade totala kostnaden E (Y ) = E (20000 + 7200X) = 200000 +
7200E (X) = 277040, variansen f�or den totala kostnaden V (Y ) = V (200000 + 7200X) =
72002V (X) = 31622400. Standardavvikelsen f�or den totala kostnaden blirp
31622400 � 5623; 38

7.12

L�at X vara antal tillg�angliga bilar.

a) Frekvensfunktionen f�or X blir f (0) = P (X = 0) = (1� 0; 9) (1� 0; 8) =
0; 02, f (1) = P (X = 1) = 0; 9 (1� 0; 8) + (1� 0; 9) 0; 8 = 0; 26 och f (2) =
P (X = 2) = 0; 9 � 0; 8 = 0; 72

b)

x f (x) xf (x) x2f (x)
0 0,02 0,00 0,00
1 0,26 0,26 0,26
2 0,72 1,44 2,88

Summa 1,00 1,70 3,14

E (X) = 1; 70, V (X) = 3; 14 � 1; 702 = 0; 25 s�a att standardavvikelsen �arp
0; 25 = 0; 5

7.13

F (x) = 1� e�x=2000, x > 0

a) P (X > 2000) = 1�P (X � 2000) = 1�F (2000) = 1�
�
1� e�2000=2000

�
=

e�1 � 0; 3679
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b) P (1000 < X < 2000) = F (2000)�F (1000) =
�
1� e�2000=2000

�
�
�
1� e�1000=2000

�
=

e�0;5 � e�1 � 0; 2387

7.14

a) L�at X vara lottvinsten i kronor. Vi f�ar

x f (x) xf (x) x2f (x)
0 0,7 0 0
25 0,2 5 125
50 0,06 3 150
100 0,025 2,5 250
500 0,015 7,5 3750
Summa 1,000 18 4275

E (X) = 18

V (X) = 4275� 182 = 3951

b) L�at Y vara totala vinsten fr�an fem lotter. Under f�oruts�attning att vin-
sterna �ar stokastiskt oberoende av varandra f�ar v i

E (Y ) = E (
Pn
i=1Xi) =

P5
i=1E (Xi) = 5E (X) = 5 � 18 = 90

V (Y ) = V (
Pn
i=1Xi) =

P5
i=1 V (Xi) = 5V (X) = 5 � 3951 = 19755

7.15

a)

x f (x) F (x)
0 0,30 0,30
1 0,36 0,66
2 0,22 0,88
3 0,08 0,96
4 0,03 0,99
5 0,01 1,00

b) P (X > 2) = 1� P (X � 2) = 1� F (2) = 1� 0; 88 = 0; 12

c) Givet att en kund k�oper mer �an tv�a varor:
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x f (x j x > 2) xf (x j x > 2)
3 0,08/0,12=8/12 24/12
4 0,03/0,12=3/12 12/12
5 0,01/0,12=1/12 5/12
Summa 1 41/12

E (X j X > 2) = 41
12

7.16

L�at X vara efterfr�agan av vara A och Y vara efterfr�agan av vara B. X och
Y �ar stokastiskt oberoende.

a) P (X = 0; Y = 0) = fX (0) fY (0) = 0; 05 � 0; 10 = 0; 005

b) P (X � 3; Y � 4) = P (X � 3)P (X � 4)

= (fX (3) + fX (4) + fX (5) + fX (6)) (fY (0) + fY (1) + fY (2) + fY (3) + fY (4))

= (0; 25 + 0; 30 + 0; 10 + 0; 03) (0; 10 + 0; 12 + 0; 15 + 0; 20 + 0; 25) = 0; 68 �
0; 82 = 0; 5576

c) P (X � 3; Y � 3) = P (X � 3)P (X � 3)

= (fX (0) + fX (1) + fX (2) + fX (3)) (fY (3) + fY (4) + fY (5) + fY (6))

= (0; 05 + 0; 07 + 0; 20 + 0; 25) (0; 20 + 0; 25 + 0; 10 + 0; 08) = 0; 57 � 0; 63 =
0; 3591

d) P ((X = 3; Y = 0) eller (X = 0; Y = 3)) = P (X = 3; Y = 0)+P (X = 0; Y = 3)

= 0; 25 � 0; 10 + 0; 05 � 0; 20 = 0; 035

e)

x fX (x) xfX (x) x2fX (x)
0 0,05 0 0
1 0,07 0,07 0,07
2 0,20 0,40 0,80
3 0,25 0,75 2,25
4 0,30 1,20 4,80
5 0,10 0,50 2,50
6 0,03 0,18 1,08
Summa 1,00 3,10 11,50

y fY (y) yfY (y) y2fY (y)
0 0,10 0 0
1 0,12 0,12 0,12
2 0,15 0,30 0,60
3 0,20 0,60 1,80
4 0,25 1,00 4,00
5 0,10 0,50 2,50
6 0,08 0,48 2,88
Summa 1,00 3,00 11,90
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E (X) = 3; 10

V (X) = 11; 50� 3; 102 = 1; 89

E (Y ) = 3; 00

V (Y ) = 11; 90� 3; 002 = 2; 90

f) L�at Q vara vinsten f�or vara A och R vara vnsten f�or vara B. D�a �ar

Q = 100X � 50 (6�X) = 150X � 300

s�a att

E (Q) = E (150X � 300) = 150E (X)� 300 = 150 � 3; 10� 300 = 165

Vidare �ar

R = 100Y � 50 (10� Y ) = 150Y � 500

s�a att

E (R) = E (150X � 500) = 150E (Y )� 500 = 150 � 3; 00� 500 = �50

dvs. vara A �ar mer l�onsam.

7.17

a)

X
0 1 Marginal

Y 0 0,30 0,20 0,50
1 0,20 0,30 0,50

Marginal 0,50 0,50 1,00

Marginalf�ordelning f�or X (och f�or Y som �ar identisk med den f�or X)

x f (x) xf (x) x2f (x)
0 0,50 0 0
1 0,50 0,50 0,50
Summa 1,00 0,50 0,50

20



b) Om X = 0 blir betingade f�ordelningen f�or Y :

y f (y j x = 0) yf (y j x = 0) y2f (y j x = 0)
0 0,30/0,50=0,60 0 0
1 0,20/0,50=0,40 0,40 0,40
Summa 1,00 0,40 0,40

Om X = 1 blir betingade f�ordelningen f�or Y :

y f (y j x = 1) yf (y j x = 1) y2f (y j x = 1)
0 0,20/0,50=0,40 0 0
1 0,30/0,50=0,60 0,60 0,60
Summa 1,00 0,60 0,60

c) E (Y j X = 0) = 0; 4 och E (Y j X = 1) = 0; 6 (enligt tabeller i uppgift b)

d) Vi kan sluta oss till att X och Y �ar stokastiskt beroende eftersom t.ex.
E (Y j X = 0) 6= E (Y j X = 1) :

e) xyf (x; y) :

X
0 1

Y 0 0,00 0,00
1 0,00 0,30

s�a att E (XY ) = 0; 30

I a) ser vi att E (X) = E (Y ) = 0; 50 och V (X) = V (Y ) = E (X2) �
(E (X))2 = 0; 50� 0; 502 = 0; 25 s�a att

Cov (X; Y ) = E (XY )� E (X)E (Y ) = 0; 30� 0; 5 � 0; 5 = 0; 05

� = Cov(X;Y )p
V (X)V (Y )

= 0;05p
0;25�0;25 = 0; 2

f)

z f (z) zf (z) z2f (z)
0 0,30 0 0
1 0,20+0,20=0,40 0,40 0,40
2 0,30 0,60 1,20
Summa 1,00 1,00 1,60
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g) Enligt tabell i uppgift f f�ar vi E (Z) = 1; 00 och V (Z) = E (Z2) �
(E (Z))2 = 1; 60� 1; 002 = 0; 60

Med hj�alp av r�akneregler f�or v�antev�arden och varianser f�or linj�ara kombina-
tioner f�ar vi

E (Z) = E (X + Y ) = E (X) + E (Y ) = 0; 50 + 0; 50 = 1; 00

V (Z) = V (X + Y ) = V (X)+V (Y )+2Cov (X; Y ) = 0; 25+0; 25+2�0; 05 =
0; 60

7.18

L�atX vara antal s�alda partier muttrar och Y vara antal s�alda partier skruvar.

a) Vi s�oker P (X + Y = 3)

= P (X = 3 \ Y = 0)+P (X = 2 \ Y = 1)+P (X = 1 \ Y = 2)+P (X = 0 \ Y = 3)

= 0; 00 + 0; 04 + 0; 10 + 0; 00 = 0; 14

b) L�at T vara vinsten av f�ors�aljningen av mutrar och U vara vinsten av
f�ors�aljningen av skruvar. F�ordelningen av T och U �ar

T
0 3000 6000 9000

0 0,05 0,10 0,05 0,00
U 5000 0,05 0,15 0,04 0,01

10000 0,00 0,10 0,20 0,05
15000 0,00 0,05 0,05 0,10

Vi s�oker P (T > U)

= P (X = 1; Y = 0)+P (X = 2; Y = 0)+P (X = 2; Y = 1)+P (X = 3; Y = 0)+
P (X = 3; Y = 1)

= 0; 10 + 0; 05 + 0; 04 + 0; 00 + 0; 01 = 0; 20

c) E (T + U) = E (T ) + E (U)

= 0; 10 � 0 + 0; 40 � 3000 + 0; 34 � 6000 + 0; 16 � 9000 + 0; 20 � 0 + 0; 25 � 5000 +
0; 35 � 10000 + 0; 20 � 15000

= 1200 + 2040 + 1440 + 1250 + 3500 + 3000 = 12430
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d)

x f (x) xf (x)
0 0,10 0,00
1 0,40 0,40
2 0,34 0,68
3 0,16 0,48
Summa 1,00 1,56

y f (y) yf (y)
0 0,20 0,00
1 0,25 0,25
2 0,35 0,70
3 0,20 0,60
Summa 1,00 1.55

e) E (X) = 1; 56, E (Y ) = 1; 55

f)

x f (x j y = 0) f (x j y = 1) f (x j y = 2) f (x j y = 3)
0 0,05/0,20=0,25 0,05/0,25=0,20 0,00/0,35=0,00 0,00/0,20=0,00
1 0,10/0,20=0,50 0,15/0,25=0,60 0,10/0,35�0,29 0,05/0,20=0,25
2 0,05/0,20=0,25 0,04/0,25=0,16 0,20/0,35�0,57 0,05/0,20=0,25
3 0,00/0,20=0,00 0,01/0,25=0,04 0,05/0,35�0,14 0,10/0,20=0,50
Summa 1,00 1,00 1,00 1,00

g)

x f (x j y = 0) xf (x j y = 0)
0 0,25 0,00
1 0,50 0,50
2 0,25 0,50
3 0,00 0,00
Summa 1,00 1,00

x f (x j y = 1) xf (x j y = 1)
0 0,20 0,00
1 0,60 0,60
2 0,16 0,32
3 0,04 0,12
Summa 1,00 1,04

x f (x j y = 2) xf (x j y = 2)
0 0,00 0,00
1 0,29 0,29
2 0,57 1,14
3 0,14 0,42
Summa 1,00 1,85

x f (x j y = 3) xf (x j y = 3)
0 0,00 0,00
1 0,25 0,25
2 0,25 0,50
3 0,50 1,50
Summa 1,00 2,25

E (X j Y = 0) = 1; 00, E (X j Y = 1) = 1; 04, E (X j Y = 2) = 1; 85, E (X j Y = 3) =
2; 25

h) F�ors�aljningen av skruvar och muttrar �ar beroende av varandra eftersom,
t.ex. det betingade v�antev�ardet f�or anal s�alda partier muttrar givet antal
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s�alda partier skruvar �ar stokastiskt beroende av antal s�alda partier skruvar.

7.19

a) L�at X vara vinsten vid investering A och Y vara vinsten vid investering
B. D�a �ar simultana f�ordelningenX och Y

X
-1000 2000 Marginal

Y -1000 0,15 0,25 0,40
2000 0,45 0,15 0,60

Marginal 0,60 0,40 1,00

b)

V�antev�arden och varianser f�or X och Y best�ams genom

x f (x) xf (x) x2f (x)
-1000 0,60 -600 600000
2000 0,40 800 1600000
Summa 1,00 200 2200000

y f (y) yf (y) y2f (y)
-1000 0,40 -400 400000
2000 0,60 1200 2400000
Summa 1,00 800 2800000

E (X) = 200, V (X) = E (X2)� (E (X))2 = 2200000� 2002 = 2160000

E (Y ) = 800, V (Y ) = E (Y 2)� (E (Y ))2 = 2800000� 8002 = 2160000

I f�oljande tabell visas xyf (x; y):

X
-1000 2000

Y -1000 150000 -500000
2000 -900000 600000

E (XY ) =
P
xyf (x; y) = �650000

Cov (X; Y ) = E (XY )� E (X)E (Y ) = �65000� 200 � 800 = �810000

� = Cov(X;Y )p
V (X)V (Y )

= �810000p
2160000�2160000 = �0; 375

c) E (X + Y ) = E (X) + E (Y ) = 200 + 800 = 1000

V (X + Y ) = V (X)+V (Y )+2Cov (X; Y ) = 2160000+2160000�2�810000 =
2700000
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7.20

a)

Basenhet
HC VHC UHC

H�ard- 60 GB 0,2 0,1 0,1 0,4
disk 124 GB 0,1 0,2 0,3 0,6

0,3 0,3 0,4 1,0

P (HC) � P (60GB) = 0; 3 � 0; 4 = 0; 12 6= 0; 2 = P (HC \ 60GB) dvs. valet
av basenhet och h�arddisk �ar stokastiskt beroende av varandra.

b)

Kombination Pris Sannolikhet
HC + 60 GB 7000 0,2
HC + 124 GB 8000 0,1
VHC + 60 GB 8000 0,1
VHC + 124 GB 9000 0,2
UHC + 60 GB 9000 0,1
UHC + 124 GB 10000 0,3

L�at X vara priset f�or ett datorpaket. Sannolikhetsf�ordelningen f�or X blir d�a

x f (x) xf (x) x2f (x)
7000 0,2 1400 9800000
8000 0,2 1600 12800000
9000 0,3 2700 24300000
10000 0,3 3000 30000000
Summa 1,0 8700 76900000

d) E (X) = 8700, V (X) = 76900000� 87002 = 12100000

25



7.21

a)

USB minnen
0 1 2

Kabel 0 0,12 0,12 0,16 0,40
1 0,18 0,18 0,24 0,60
0,30 0,30 0,40 1,00

b) L�at X vara prset p�a k�opta varor

x f (x) F (x) xf (x) x2f (x)
0 0,12 0,12 0 0
50 0,30 0,42 15 750
100 0,34 0,76 34 3400
150 0,24 1,00 36 5400
Summa 1,00 85 9550

d) E (X) = 85

V (X) = E (X2)� (E (X))2 = 9550� 852 = 2325

7.22

a) L�at X vara priset p�a gammaaktien och Y vara priset p�a deltaaktien.

x f (x) xf (x) x2f (x)
40 0,2 8,0 320,0
42 0,7 29,4 1234,8
45 0,1 4,5 202,5
Summa 1,0 41,9 1757,3

y f (y) yf (y) y2f (y)
41 0,1 4,1 168,1
43 0,5 21,5 924,5
44 0,4 17,6 774,4
Summa 1,0 43,2 1867,0

E (X) = 41; 9, V (X) = 1757; 3� 41; 92 = 1; 69

E (Y ) = 43; 2, V (Y ) = 1867; 0� 43; 22 = 0; 76

b) Eftersom X och Y �ar stokastiskt oberoende blir simultana sannolikheterna
lika med produkten av marginalsannolikheterna.
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x
40 42 45

41 0,02 0,07 0,01
y 43 0,10 0,35 0,05

44 0,08 0,28 0,04

c) P (X > Y ) = P (X = 42; Y = 41)+P (X = 45; Y = 41)+P (X = 45; Y = 43)+
P (X = 45; Y = 44)

= 0; 07 + 0; 01 + 0; 05 + 0; 04 = 0; 17

d) E (5X + 8Y ) = 5E (X) + 8E (Y ) = 5 � 41; 9 + 8 � 43; 2 = 209; 5 + 345; 6 =
555; 1

V (5X + 8Y ) = 52V (X) + 82V (Y ) = 25 � 1; 69 + 64 � 0; 76 = 90; 89

7.23

a) L�at X vara priset p�a gammaaktien och Y vara priset p�a deltaaktien

x f (x) xf (x) x2f (x)
40 0,20 8,00 320
42 0,70 29,40 1234,8
45 0,10 4,50 202,5
Summa 1,00 41,90 1757,3

y f (y) yf (y) y2f (y)
41 0,10 4,10 168,1
43 0,50 21,50 924,5
44 0,40 17,60 774,4
Summa 1,00 43,20 1867

E (X) = 41; 90, V (X) = E (X2)� (E (X))2 = 1757; 3� 41; 902 = 1; 69

E (Y ) = 43; 20, V (Y ) = E (Y 2)� (E (Y ))2 = 1867� 43; 202 = 0; 76

b) P (X = 42)P (Y = 43) = 0; 70 � 0; 50 = 0; 35 men P (X = 42 \ Y = 43) =
0; 40 s�a att P (X = 42)P (Y = 43) 6= P (X = 42 \ Y = 43) och det f�oljer att
priserna �ar stokastiskt beroende.

c) P (X > Y ) = 0; 02 + 0; 06 + 0; 04 + 0; 00 = 0; 12
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d) xyf (x; y) :

40 42 45
41 38,20 34,44 110,70
43 103,20 722,40 77,40
44 211,20 517,44 0,00

E (XY ) = 1809; 58

Cov (X; Y ) = E (XY )� E (X)E (Y ) = 1809; 58� 41; 90 � 43; 20 = �0; 5

E (5X + 8Y ) = 5E (X) + 8E (Y ) = 5 � 41; 90 + 8 � 43; 20 = 555; 10

V (5X + 8Y ) = 52V (X) + 82V (Y ) + 2 � 5 � 8Cov (X; Y ) = 25 � 1; 69 + 64 �
0; 76� 80 � 0; 5 = 50; 89

7.24

a)

AJ
-50 0 100 Marg.

-100 0,14 0,06 0,10 0,30
CD 0 0,02 0,03 0,05 0,10

100 0,08 0,12 0,10 0,30
150 0,06 0,09 0,15 0,30
Marg. 0,40 0,30 0,40 1,00

b) P (AJ = �50)P (CD = �100) = 0; 40 � 0; 30 = 0; 12

6= 0; 14 = P (AJ = �50 \ CD = �100), dvs. AJ och CD �ar stokastiskt
beroende.

c)

CD f (cd) cdf (cd) cd2f (cd)
-100 0,30 -30 3000
0 0,10 0 0
100 0,30 30 3000
150 0,30 45 6750
Summa 1,00 45 12750

E (CD) = 45, V (CD) = 12750� 452 = 10725
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d) De betingade f�ordelningarna f�or CD givet olika v�arden p�a AJ �ar olika f�or
olika v�arden p�a AJ eftersom CD och AJ �ar stokastiskt beroende.

7.25

a) L�at X beteckna pris och Y f�ors�aljningsvolym

x f (x)
30 0,30
35 0,40
40 0,30
Summa 1,00

y f (y)
30 0,15
40 0,25
50 0,30
60 0,30
Summa 1,00

b)

y f (y j x = 30) yf (y j x = 30)
30 0,00/0,30=0 0
40 0,05/0,30=1/6 40/6
50 0,10/0,30=1/3 50/3
60 0,15/0,30=1/2 60/2
Summa 1,00 320/6� 53; 33

y f (y j x = 35) yf (y j x = 35)
30 0,05/0,40=1/8 30/8
40 0,10/0,40=1/4 40/4
50 0,15/0,40=3/8 150/8
60 0,10/0,40=1/4 60/4
Summa 1,00 380/8=47,50

y f (y j x = 40) yf (y j x = 40)
30 0,10/0,30=1/3 30/3
40 0,10/0,30=1/3 40/3
50 0,05/0,30=1/6 50/6
60 0,05/0,30=1/6 60/6
Summa 1,00 250/6� 41; 67

c) Se tabell i uppgift b. E (Y j X = 30) � 53; 33, E (Y j X = 35) = 47; 50
och E (Y j X = 40) � 41; 67
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d) Det betingade v�antev�ardet f�ors�aljningsvolym �ar olika f�or olika priser, allts�a
�ar f�ors�aljningsvolym och pris stokastiskt beroende.

7.26

b, c)

X
0 1 2

0 1/9 2/9 1/9 4/9
Y 1 2/9 2/9 0 4/9

2 1/9 0 0 1/9
4/9 4/9 1/9 1

7.27

a)

y
0 1 2 3 4 Marg.

1 0,08 0,13 0,09 0,06 0,03 0,39
x 2 0,03 0,08 0,08 0,09 0,07 0,35

3 0,01 0,03 0,06 0,08 0,08 0,26
Marg. 0,12 0,24 0,23 0,23 0,18 1,00

b)

y f (y j x = 3) yf (y j x = 3)
0 0,01/0,26= 1

26
0

1 0,03/0,26= 3
26

3/26
2 0,06/0,26= 6

26
12/26

3 0,08/0,26= 8
26

24/26
4 0,08/0,26= 8

26
32/26

Summa 1,00 71/26

c) E (Y j X = 3) = 71=26

d) P (X = 1)�P (Y = 0) = 0; 39�0; 12 = 0; 0468 6= 0; 08 = P (X = 1 \ Y = 0),
dvs. X och Y �ar stokastiskt beroende.
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8. N�AGRA VANLIGA DISKRETA

SANNOLIKHETSGF�ORDELNINGAR

8.1

a) 0,2048; b) 0,2048; c) 0,2150; d) 0,0739

8.2

L�at X vara antal lampor som lyser efter 1000 timmar och Y vara antal
lampor som inte lyser efter 1000 timmar. D�a �ar X � bin (n = 3; p = 0; 9)
och Y � bin (n = 3; p = 0; 1).

a) P (X = 0) = P (Y = 3) = 0; 0010 b) P (X = 1) = P (Y = 2) = 0; 0270
c) P (X � 2) = P (Y � 1) = P (Y = 0) + P (Y = 1) = 0; 7290 + 0; 2430 =
0; 9720

8.3

L�atX vara antal personer som v�aljer 3 eller 7. Om alla si�ror v�aljs slumpm�assigt
�ar d�a X � bin (n = 10; p = 0; 2). Vi s�oker P (X � 4) = 1 � P (X � 3) =
1� 0; 8791 = 0; 1209

8.4

Om det inte �ar n�agon skillnad melan produkterna �ar sannolikheten 0,5 att ett
hush�all f�oredrar produkt A. L�at X vara antal hush�all som f�oredrar produkt
A. D�a �ar X � bin (n = 15; p = 0; 5).

a) Vi s�oker P (X � 10) = 1� P (X � 9) � 1� 0; 849 = 0; 151

b) P (X � 5 eller X � 10) = P (X � 5) + P (X � 10) = 0; 151 + 0; 151 =
0; 302

8.5

L�at X vara antal personer i urvalet som har minst en tv-apparat. D�a �ar
X � bin (n = 12; p = 0; 75). Vi s�oker P (X = 10) = 0; 2323
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8.6

L�atX vara antal felaktiga enheter som kan epareras. D�a �arX � bin (n = 6; p = 0; 40).
Vi s�oker P (X � 3) = 1� P (X � 2) = 1� 0; 544 = 0; 456

8.7

L�at X vara antalet felaktiga enheter i ett urval. D�a �ar X � bin (n = 10; p).
Ett parti accepteras om x � 2.

a) p = 0; 02. P (partiet accepteras) = P (X � 2) = 0; 9991

b) p = 0; 05. P (partiet accepteras) = P (X � 2) = 0; 9885

c) p = 0; 10. P (partiet accepteras) = P (X � 2) = 0; 9298

d) Nu �ar X � bin (n = 20; p = 0:10) och ett parti accepteras om x � 4

D�a blir P (partiet accepteras) = P (X � 4) = 0; 9568

8.9

L�at X vara antal snurrningar man m�aste g�ora med hjulet tills man f�ar r�ott
f�or f�orsta g�angen. D�a �ar X geometriskt f�ordelad med p = 18

38
= 9

19
. Frekvens-

funktionen �ar d�a f (x) =
�
10
19

�x�1
9
19
; f�or x = 1; 2; : : : E (X) = 1

p
= 19

9
.

P
�
X > 19

9

�
= P (X � 3) = 1�P (X � 2) = 1�(P (X = 1) + P (X = 2)) =

1�
��

10
19

�1�1
9
19
+
�
10
19

�2�1
9
19

�
= 1�

�
9
19
+ 90

361

�
= 1� 171+90

361
= 100

361

8.10

L�at X1 vara antal personer i urvalet i �aldern 18-24 �ar, X2 antal personer
i �aldern 25-34 �ar, X3 antal personer i �aldern 35-44 �ar, X4 antal personer i
�aldern 45-64�ar och X5 antal personer �over 64�ar. D�a �ar (X1; X2; X3; X4; X5)
multinomialf�ordelad med parametrarna n = 5; p1 = 0; 21; p2 = 0; 24; p3 =
0; 14; p4 = 0; 26; p5 = 0; 15. Vi s�oker

P (X1 = 0; X2 = 2; X3 = 0; X4 = 2; X5 = 1) =
5!

0!2!0!2!1!
0; 2100; 2420; 1400; 2620; 151 =

30 � 0; 0576 � 0; 0676 � 0; 15 = 0; 01752
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8.11

L�at X1 vara antal enheter i urvalet med exakt ett fel, X2 antal enheter med
mer �an ett fel och X3 antal felfria enheter.

a) X2 � bin (n = 10; p1 = 0; 05). Vi s�oket P (X2 � 1) = 1 � P (X2 = 0) =
1� 0; 9510 � 0; 4013

b) (X1; X2; X3) �ar multinomialf�ordelad med n = 10, p1 = 0; 10, p = 0; 05 och
p3 = 0; 85. Vi s�oker P (X1 = 1; X2 = 1; X3 = 8) =

10!
1!1!8!

0; 1010; 0510; 858 �
0; 1226

c) E (X1) = np1 = 10 �0; 10 = 1, V (X1) = np1 (1� p1) = 10 �0; 10 �0; 9 = 0; 9

E (X2) = np2 = 10 � 0; 05 = 0; 5, V (X2) = np2 (1� p2) = 10 � 0; 05 � 0; 95 =
0; 475

Cov (X1; X2) = �np1p2 = �10 � 0; 1 � 0; 05 = �0; 05

E (2X1 + 5X2) = 2E (X1) + 5E (X2) = 2 � 1 + 5 � 0; 5 = 4; 5

V (2X1 + 5X2) = 2
2V (X1) + 5

2V (X2) + 2 � 2 � 5Cov (X1; X2) = 4 � 0; 9 + 25 �
0; 475� 20 � 0; 05 = 14; 475

8.12

L�at X vara antal bes�ok p�a hemsidan. Vi vet att X � Po (� = 4).

a) Vi s�oker P (X = 0) = 0; 0183

b) Vi s�oker P (X > 3) = 1� P (X � 3) = 1� 0; 4335 = 0; 5665

8.13

L�at X vara antal g�anger maskinen g�ar s�onder under en m�anad. Vi vet att
X � Po (� = 3). Vi s�oker P (X � 6) = 1�P (X � 5) � 1�0; 9161 = 0; 0839
vilket inte kan anses vara ovanligt.

8.14

L�at X vara antal tr�a�ar f�or Sol och Y vara antal tr�a�ar f�or Viller. D�a �ar
X � bin (n = 4; p = 0; 5) och Y � bin (n = 4; p = 0; 4). Eftersom X och Y
�ar stokastiskt oberoende blir deras simultana sannolikhetsf�ordelning
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x
0 1 2 3 4 Summa

0 0,1296
1 0,0216 0,3456

y 2 0,0216 0,0864 0,3456
3 0,0096 0,0384 0,0576 0,1536
4 0,0016 0,0064 0,0096 0,0064 0,0256
Summa 0,0625 0,2500 0,3750 0,2500 0,0625 1.0000

Vi s�oker P (X < Y ) = 0:0216+0; 0216+0; 0864+0; 0096+0; 0384+0; 0576+
0; 0016 + 0; 0064 + 0; 0096 + 0; 0064 = 0; 2592

8.15

L�at X vara antal apor i experimentet som utvecklar immunf�orsvaret. D�a �ar
X � bin (n = 18; p). Utvecklingsarbetet forts�atter om x � 10.

a) P (utvecklingsarbetet l�aggs ner; p = 0; 6) = P (X < 10) = P (X � 9) �
0; 2632

b) P (utvecklingsarbetet forts�atter; p = 0; 5) = P (X � 10) = 1�P (X � 9) �
0; 4073

8.16

L�at X vara antal fungerande tillverkningslinjer och Y vara antal tillverkn-
ingslinjer som �ar ur funktion. D�a �ar X � bin (n = 10; p = 0; 9) och Y �
bin (n = 10; p = 0; 1).

a) Vi s�oker P (X = 10) = P (Y = 0) = 0; 3487

b) Vi s�oker P (Y � 2) = 0; 9298

8.17

L�atX vara antal sm�ahus med garage i urvalet. Vi vet attX � bin (n = 10; p = 0; 40)

a) P (X = 2) � 0; 1209

b) P (X � 2) � 0; 1673
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8.18

L�at X vara antal dagar som kursen p�a ST-aktien g�ar ner eller �ar of�or�andrad
bland 5 slumpm�assigt valda dagar. D�a �ar X � bin (n = 5; p = 0; 60).

a) Vi s�oker P (X = 2) = 0; 2304

b) Vi s�oker P (X � 2) = 0; 3174

8.19

L�at X vara antal felaktiga enheter i urvalet. Vi vet att X � bin (n = 50; p).
Partiet accepteras om x � 2

a) P (partiet accepteras; p = 0; 03) = P (X � 2) � 0; 8108

b) P (partiet accepteras; p = 0; 10) = P (X � 2) � 0; 1117

8.20

a) Vi vet att f (0) = 0; 605, dvs. �0e��

0!
= 0; 605. Detta inneb�ar att e�� =

0; 605, �� = ln 0; 605 och � = 0; 5025

b) f (1) = �1e��

1!
= 0; 5025 � 0; 605 = 0; 3040

c) L�atX vara antal dagar med exakt ett �arende. D�a �arX � bin (n = 10; p = 0; 3040).
Vi s�oker P (X = 3) = 0; 2667.
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9. NºAGRA VANLIGA KONTINUERLIGA

SANNOLIKHETSGFÄORDELNINGAR

9.3

Vi vet att ( = 50 2 = 100).

a) ( 65) = ¡ 65¡50
10

= ( 1 5) = © (1 5) = 0 9332.

b) ( 25) = ¡ 25¡50
10

= ( 2 5) = © ( 2 5) = 0 0062.

c) ( 35) = ¡ 35¡50
10

= ( 1 5) = 1 © ( 1 5) =
0 9332.

d) ( 70) = ¡ 70¡50
10

= ( 2) = 1 © (2) = 0 0228.

e) (40 60) = 40¡50
10

¡ 60¡50
10

= ( 1 1)

= © (1) © ( 1) = 0 6827.

f) ( 50 20) = (30 70) = 30¡50
10

¡ 70¡50
10

= ( 2 2) = © (2) © ( 2) = 0 9544.

g) ( 50 15) = ( 35 eller 65) = ( 35)+ ( 65) =
¡ 35¡50

10
+ ¡ 65¡50

10
= ( 1 5)+ ( 1 5) = © (1 5)+

(1 © (1 5)) = 0 1336.

9.4

a) 0 67 b) 0 67 c) 0 67 d) 1 64 1 64

9.5

Lºat vara taxeringsvÄardet pºa ett smºahus i omrºadet. Vi vet att
( = 2500000 2 = 3000002). Vi sÄoker ( 2800000) = ¡ 2800000¡2500000

300000

( 1) = 1 © (1) = 0 1587
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9.6

Lºat vara kolesterolvÄardet hos en slumpmÄassigt vald kvinna. Enligt mod-
ellen Äar dºa ( = 6 5 2 = 0 752).

a) ( 7) = 1 ( 7) = 1 ¡6 5
0 75

7¡6 5
0 75

= 1 ( 0 67) =

1 © (0 67) 1 0 7486 = 0 2514

b) (5 6) = ( 6) ( 5) = ¡6 5
0 75

6¡6 5
0 75

¡6 5
0 75

5¡6 5
0 75

=

( 0 67) ( 2) 0 2514 0 0228 = 0 2286

9.7

Lºat vara vikten i gram hos en slumpmÄassigt vald konservburk. Det gÄaller
att ( 2 = 102). Vi sÄoker sºadant att ( 300) 0 05. Men dºa

Äar ¡ 300¡
10

0 05, dvs. © 300¡
10

0 05. Eftersom © ( 1 64) =

0 05 fÄoljer det att 300¡
10

1 64. LÄosningen till denna ekvation Äar
316 4, dvs. det minsta vÄardet pºa Äar 316,4.

9.8

a) Lºat 1 vara resultatet frºan projekt 1 och vi lºater 1 ( 1
2
1).

Vi vet att ( 1 100000) = 0 1 dvs. 1¡ 1

1

100000¡ 1

1
= 0 1 och

100000¡ 1

1
= 0 1. Eftersom ( 1 28) = 0 1 ser vi att 100000¡ 1

1
=

1 28 Vi vet ocksºa att ( 1 0) = 0 1 dvs. 1¡ 1

1

0¡ 1

1
= 0 1 och

1

1
= 0 1. Eftersom ( 1 28) = 0 1 ser vi att 1

1
=

1 28 Vi har dÄarmed tvºa ekvationer och tvºa obekanta. LÄosningen blir

1 = 50000, 1 = 39062 5.

Lºat nu 2 vara resultatet frºan projekt 2 och vi lºater 2 ( 2
2
2).

Vi vet att ( 2 150000) = 0 1 dvs. 2¡ 2

2

150000¡ 2

2
= 0 1 och

150000¡ 2

2
= 0 1. Eftersom ( 1 28) = 0 1 ser vi att 150000¡ 2

2
=

1 28 Vi vet ocksºa att ( 2 0) = 0 1 dvs. 2¡ 2

2

0¡ 2

2
= 0 1 och

2

2
= 0 1. Eftersom ( 1 28) = 0 1 ser vi att 2

2
=

1 28 Vi har dÄarmed Äaven hÄar tvºa ekvationer och tvºa obekanta. LÄosningen
blir 2 = 75000, 2 = 58593 75.

b) FÄorvÄantade vinsten fÄor bºada projekten tillsammans Äar ( 1 + 2) =
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( 1) + ( 2) = 1 + 2 = 50000 + 75000 = 125000

Variansen fÄor vinsten frºan bºada projekten tillsammans Äar ( 1 + 2) =
( 1) + ( 2) + 2 ( 1 2) = 2

1 + 2
2 = 39062 52 + 58593 752 =

4959106445 3125. Observera att ( 1 2) = 0 pºa grund av oberoende,
Standardavvikelsen fÄor vinsten frºan bºada projekten tillsammans blit dÄarfÄor
4959106445 3125 70420 92

9.10

( = 80 = 1 3). Vi ser att = 80 1
3

26 67 5 och (1 ) =
80 2

3
53 33 sºa approximation med normalfÄordelningen kan bli bra, dÄar

= = 80 1
3

26 67 och 2 = (1 ) = 80 1
3

2
3

17 78.

a) ( = 27) = (26 5 27 5) = 26 5¡26 67p
17 78

¡ 27 5¡26 67p
17 78

( 0 04 0 20) = © (0 20) © ( 0 04) = 0 5793 0 4840 = 0 0953

b) ( 20) = ( 20 5) = ¡ 20 5¡26 67p
17 78

( 1 46) =

© ( 1 46) = 0 0722

c) (25 28) = (24 5 28 5) = 24 5¡26 67p
17 78

¡ 28 5¡26 67p
17 78

( 0 51 0 43) = © (0 43) © ( 0 51) = 0 6664 0 3050 = 0 3614

9.11

Lºat vara antalet personer i urvalet som kÄanner till produkten. Om tillverkarens
pºastºaende Äar riktigt sºa Äar ( = 1000 = 0 20).

a) ( ) = = 1000 0 20 = 200, ( ) = (1 ) = 1000 0 20 0 80 =
160 Standardavvikelsen Äar 160 12 65

b) ( 150) = ( 150 + 0 5) = ¡ ( )

( )

150+0 5¡200
12 65

= ( 3 91)

= © ( 3 91) 0

c) Om reklam¯rmans pºastºaende Äar sant Äar det enligt uppgift b) mycket os-
annolikt att 150 personer eller fÄare bland 1000 slumpmÄassigt valda personer
kÄanner till den nya produkten. Det Äar dÄarfÄor inte rimligt att tro pºa reklam-
¯rmans pºastºaende Äar sant.
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9.12

exp ( = 2).

a) kan anta alla positiva reella tal.

b)

43210

2.5

2

1.5

1

0.5

0

f(x)f(x)

c) ( 1) = (1) = 1 ¡2¢1 0 864 7

d) (0 25 1) = (1) (0 25) = (1 ¡2¢1) (1 ¡2¢0 25)
0 4712

e) ( 2) = 1 ( 2) = 1 (2) = 1 (1 ¡2¢2) 0 0183

f) ( ) = 1 = 1
2
= 0 5, ( ) = 1

2 = 1
22

= 0 25 sºa att standardavvikelsen
Äar 0 25 = 0 5

g) ( 0 5 0 5) = (0 1) = (1) 0 8647

9.13

Lºat vara tiden i timmar mellan tvºa driftstopp. Vi vet att antal drift-
stopp per 500 timmar Äar PoissonfÄordelad med vÄantevÄardet 2, dvs. det
intrÄa®ar i medeltal 2/500=0,004 driftstopp per timme. Detta innebÄar att

exp ( = 0 004).

a) ( ) = 1 = 1
0 004

= 250.

b) Vi sÄoker (100 300) = (300) (100) = (1 ¡0 004¢300)
(1 ¡0 004¢100) = ¡0 4 ¡1 2 0 3691.

39



9.14

Lºat vara mÄangden blekmedel i en slumpmÄassigt vald °aska. Dºa Äar
( 2 = 0 22). Vi sÄoker sºa att ( 2 46) = 0 01. Men dºa Äar

¡ 2 46¡
0 2

= 0 01, dvs. 2 46¡
0 2

= 0 01. Eftersom ( 2 33) =

0 01 ser vi att 2 46¡
0 2

= 2 33, dvs. = 1 994

9.15

Lºat vara vikten i hg i ett slumpmÄassigt valt paket. Vi vet att
( = 5 2 2 = 0 12).

a) ( 5) = ¡ 5¡5 2
0 1

= ( 2) = © ( 2) 0 0228. Lºat nu
vara antal paket bland 100000 som har en vikt mindre Äan 5 hg. Dºa Äar

( = 100000 = 0 0228). Vi sÄoker ( ) = = 100000 0 0228 =
2280.

b) Vi sÄoker sºadant att ( 5) = 0 002. Detta innebÄar att ¡ 5¡
0 1

=

0 002, dvs. © 5¡
0 1

= 0 002. Eftersom © ( 2 88) 0 002 mºaste 5¡
0 1

2 88, dvs, 5 288.

9.16

Lºat vara antal personer i urvalet som Äar bÄarare av antikroppar. Dºa Äar
( = 0 40)

a) = 6. ( ) = = 6 0 40 = 2 4. ( 3) = 0 8208

b) = 60. ( ) = = 60 0 40 = 24. ( 30)

= ¡ ( )

( )

30+0 5¡24
60¢0 4¢(1¡0 4)

( 1 71) = 0 9564

9.17

a) Lºat vara antal personer i urvalet som bor i villa. Dºa Äar ( = 6 = 0 60).
Vi sÄoker (i) ( ) = = 6 0 60 = 3 6 och (ii) ( 3) = 0 4557.

b) Lºat vara antal personer i urvalet som bor i villa. Dºa Äar ( = 60 = 0 60).
Vi sÄoker (i) ( ) = = 60 0 60 = 36 och (ii) ( 30). Eftersom

= 60 0 60 = 36 5 och (1 ) = 60 0 40 = 24 5 Äar approximation
med normalfÄordelningen mÄojlig. Vi fºar att ( 30) = ( 30 5) =
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¡
(1¡ )

30 5¡60¢0 6

60¢0 6¢(1¡0 6)
( 1 45) 0 0735.

9.18

Lºat vara arean i mm2 hos ett slumpmÄassigt valt plastrÄor. Dºa Äar
( = 12 5 2 = 0 22). Ett rÄor passar inte om arean Äar mindre Äan 12 mm2

eller stÄorre Äan 13 mm2 Sannolikheten att ett rÄor inte passar Äar

= ( 12 eller 13) = 1 (12 13) = 1 12¡12 5
0 2

¡ 13¡12 5
0 2

=

1 ( 2 5 2 5) = 1 (© (2 5) © ( 2 5)) = 1 (0 9938 0 0062) =
1 0 9876 = 0 0124. Lºat nu vara antal rÄor som inte passar i en lºada med
1000 rÄor. Dºa Äar ( = 1000 = 0 0124). FÄorvÄantat antal rÄor som
inte passar Äar alltsºa ( ) = = 1000 0 0124 = 12 4.

9.19

Lºat vara arean i mm2 hos ett slumpmÄassigt valt plastrÄor. Dºa Äar
( = 12 5 2). Om sannolikheten att arean Äoverstiger 13 mm2 Äar 0,05

mºaste service genomfÄoras. Vi sÄoker vÄardet pºa vid detta tillfÄalle. Det gÄaller
att ( 13) = 0 05, dvs. ¡ 13¡12 5 = 0 05, 0 5 = 0 95,

© 0 5 = 0 95. Eftersom © (1 84) 0 95 fºar vi att 0 5 1 64, dvs.
0 3049.

9.20

a) Lºat vara antal kvinnor i styrelsen. Dºa Äar ( = 10 = 0 5). Det
fÄoljer att ( ) = = 10 0 5 = 5 och ( 4) = ( 3) = 0 1719

b) Lºat vara antal kvinnor i sºangkÄoren. Dºa Äar ( = 50 = 0 5).
Det fÄoljer att ( ) = = 50 0 5 = 25. Vi sÄoker ( 20) och undersÄoker
om det Äar mÄojligt att anvÄanda normalfÄordelningsapproximation. Vi ser att

= 50 0 5 = 25 5 och (1 ) = 50 0 5 = 25 5 dvs. det Äar mÄojligt
att anvÄanda normalfÄordelningsapproximation. Vidare ser vi att ( ) =

(1 ) = 50 0 5 0 5 = 12 5. Detta ger ( 20) = 19 + 1
2

¡ ( )

( )

19+ 1
2
¡25p

12 5
( 1 56) = © ( 1 56) 0 0594.

9.21

a) Lºat vara priset pºa aktien om ett halvºar. Dºa Äar ( = 80 2 = 42).
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Vi sÄoker (75 85) = 75¡80
4

¡ 85¡80
4

= ( 1 25 1 25) =

© (1 25) © ( 1 25) = 0 8944 0 1056 = 0 7888.

b) Vi sÄoker ett belopp som Äar sºadant att ( ) = 0 01, dvs. ¡ ¡80
4

=

0 01, ¡80
4

, © ¡80
4

= 0 01. Eftersom © ( 2 33) 0 01 fºar vi att
¡80
4

2 33, dvs. 70 68.

9.22

Lºat vara vÄardefÄorÄandringen frºan en dag till nÄasta. Dºa Äar ( = 0 6 2 = 9).

a) ( 0) = 1 ( 0) = 1 ¡ 0¡0 6p
9

= 1 ( 0 2) =

1 © ( 0 2) 0 5793

b) Sannolikheten att aktien minskar i vÄarde frºan en dag till nÄasta Äar =
1 0 5793 = 0 4207 Lºat vara antal dagar under en vecka som aktien
minskar i vÄarde. Dºa Äar ( = 5 = 0 4207). Vi sÄoker ( 1) =
1 ( = 0) = 1 (1 0 4207)5 0 9348

c) 5 0 5793 = 2 896 5.

9.23

Lºat vara fÄorbrukningen av etanol under en vecka. Dºa Äar ( = 50 2 = 49).

a) Vi sÄoker ( 60) = 1 ¡ 60¡50
7

1 ( 1 43) = 1

© (1 43) 1 0 9236 = 0 0764.

b) Lºat vara den sÄokta lagerstorleken. Dºa gÄaller det att ( ) = 0 01,

dvs. ¡ ¡50
7

= 0 99, © ¡50
7

= 0 99. Eftersom © (2 33) 0 99

fºar vi att ¡50
7

2 33, dvs. = 66 31

9.24

Lºat vara hÄandelsen att fºa trÄa® och vara pulsfrekvensen. Vi vet att
( 180) = 0 9 och ( 180) = 0 7. Eftersom ( = 178 2 = 4)

fÄoljer det att ( 180) = ¡ 180¡178p
4

= ( 1) = © (1)

0 8413 och ( 180) 1 0 8413 = 0 1587. Detta innebÄar att ( ( 180)) =
( 180) ( 180) 0 8413 0 9 = 0 75717 och ( ( 180)) =
( 180) ( 180) 0 1587 0 7 = 0 11109. Vi ¯nner alltsºa san-

nolikheten att fºa en trÄa® Äar ( ) = (( ( 180)) ( ( 180))) =
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( ( 180)) + ( ( 180)) = 0 75717 + 0 11109 = 0 86826.
Sannolikheten fÄor fem trÄa®ar blir dÄarfÄor 0 868265 0 4935.

9.25

Lºat vara kursen vid bÄorsens stÄangning. Vi vet att ( = 82 2 = 7 2).

a) Vi sÄoker ( 86) = 1 ¡ 86¡82p
7 2

1 ( 1 49) 1
0 9319 = 0 0681.

b) Lºat vara antal dagar bland fem dagar som kursen Äoverstiger 86 kr. Dºa Äar

( = 5 = 0 0681). Vi sÄoker ( = 3) =
5
3

0 06813 (1 0 0681)5¡2

0 0027.

c) Vi sÄoker ( 78) = ¡ 78¡82p
7 2

( 1 49) 0 0681.

d) Lºat det sÄokta talet vara . Dºa Äar ( ) = 0 10, dvs. ¡ ¡82p
7 2

=

0 10, © ¡82p
7 2

= 0 10. Eftersom © ( 1 28) 0 10 fºar vi att ¡82p
7 2

1 28,
78 57.

9.26

a) Lºat vara hÄandelsen att en slumpmÄassigt vald person Äar medlem i nºagon
idrottsfÄorening. Vi ser att ( ) = 51382

128455
= 0 4

b) Lºat vara antal personer som Äar medlemmar i nºagon idrottsfÄorening dºa 10
personer vÄaljs slumpmÄassigt. Dºa Äar ( = 10 = 0 4). Det fÄoljer att
( = 3 4 eller 5) = (3 5) = ( 5) ( 2) = 0 8338

0 1673 = 0 6665 och 0 3
10

0 5 = (3 5) = 0 6665

c) Lºat vara antal personer som Äar medlemmar i nºagon idrottsfÄorening dºa
100 personer vÄaljs slumpmÄassigt. Dºa Äar ( = 100 = 0 4). (i)
Vi sÄoker (30 50) och undersÄoker om det Äar mÄojligt att anvÄanda
normalfÄordelningsapproximation. Vi ser att = 100 0 4 = 40 5 och
(1 ) = 100 (1 0 4) = 60 5, dvs. det Äar mÄojligt att anvÄanda

normalfÄordelningsapproximation. Vidare ser vi att ( ) = = 100
0 4 = 40 och ( ) = (1 ) = 100 0 4 (1 0 4) = 24. Detta ger

(30 50) = 30¡0 5¡40p
24

¡ ( )

( )

50+0 5¡40p
24

( 2 14 2 14) =
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© (2 14) © ( 2 14) 0 9838 0 0162 = 0 9676. (ii) 0 3
100

0 5 =

(30 50) = 0 9676

9.27

a) Lºat vara antal smºahus i urvalet som har ett taxeringsvÄarde som Äoverstiger
2800000 kr. Dºa Äar ( = 400 = 0 1587) (vÄardet pºa ges i Äovning
9.5). Vi sÄoker ( 50). FÄor det undersÄoker vi fÄorst om normalfÄordelningsapproximati
kan anvÄandas. Det gÄaller att = 400 0 1587 = 63 48 5 och (1 ) =
400 (1 0 1587) = 336 52 5, dvs. normalfÄordelningsapproximation kan
anvÄandas. Eftersom ( ) = = 400 0 1587 = 63 48 och ( ) =

(1 ) = 400 0 1587 (1 0 1587) = 53 4057 sºa att ( 50) =

( 49 5) = ¡ ( )

( )

49 5¡63 48p
53 4057

( 1 91) = 1 © ( 1 91)

0 9719.

b) Lºat vara antal smºahus i urvalet som har ett taxeringsvÄarde som Äoverstiger
2800000 kr. Dºa Äar ( = 200 = 0 1587) (vÄardet pºa ges i Äovning
9.5). Vi sÄoker ( 25). FÄor det undersÄoker vi fÄorst om normalfÄordelningsapproximatio
kan anvÄandas. Det gÄaller att = 200 0 1587 = 31 74 5 och (1 ) =
200 (1 0 1587) = 168 26 5, dvs. normalfÄordelningsapproximation kan
anvÄandas. Eftersom ( ) = = 200 0 1587 = 31 74 och ( ) =

(1 ) = 200 0 1587 (1 0 1587) = 26 7029 sºa att ( 25) =

( 24 5) = ¡ ( )

( )

24 5¡31 74p
26 7029

( 1 40) = 1 © ( 1 40) =

0 9192.

9.28

Lºat vara klipptiden hos en slumpmÄassigt vald kund. Dºa Äar ( = 47 2 = 6 52).

a) Vi sÄoker ( 50) = ¡ 50¡47
6 5

( 0 4615) = © (0 4615)
0 6772

b) Lºat vara antal kunder med lÄangre klipptid Äan 50 min. Sannolikheten
att klipptiden Äar lÄangre Äan 50 min Äar 1 0 6772 = 0 3228, dvs.

( = 25 = 0 3228). Vi sÄoker ( 10) och undersÄoker om det Äar
mÄojligt att anvÄanda normalfÄordelningsapproximation. Vi ser att = 25
0 3228 = 8 07 5 och (1 ) = 50 0 6772 = 16 93 5 dvs. det
Äar mÄojligt att anvÄanda normalfÄordelningsapproximation. Vidare ser vi att
( ) = = 25 0 3228 = 8 07 och ( ) = (1 ) = 25 0 3228
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0 6772 = 5 465. Detta ger ( 10) = 1 ( 9) = 1 ¡ ( )

( )

9+ 1
2
¡8 07p
5 465

1 ( 0 6117) 1 0 7291 = 0 2709

c) Lºat vara antal kunder som kÄoper en hºarvºardsprodukt. Dºa Äar
( = 25 = 0 23).Vi sÄoket ( 1) = 1 ( = 0) = 1 (1 0 23)25 =

0 99855.

9.29

a) Lºat vara tiden en person Äar arbetslÄos och att har fÄordelningsfunktionen
( ) = 1 ¡ 30 Vi sÄoker ( 69) = (69) = 1 ¡69 30 0 9

b) Lºat vara antal arbetslÄosa efter 69 dagar i en grupp om 10 personer. Dºa
Äar ( = 10 = 0 9). Vi sÄoker ( 1) = (1 0 9)10 + 10 0 9
(1 0 9)9 0

c) Lºat nu vara antal arbetslÄosa efter 69 dagar i en grupp om 100 personer.
Dºa Äar ( = 100 = 0 9). Vi sÄoker ( 10). Eftersom = 100
0 9 = 90 5 och (1 ) = 100 0 1 = 10 5 Äar approximation med nor-

malfÄordelning mÄojlig. Vi fºar att ( 10) = ¡
(1¡ )

10+0 5¡100¢0 9

100¢0 9(1¡0 9)

( 26 5) 0
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23. SAMPLINGF�ORDELNINGAR OCH

CENTRALA GR�ANSV�ARDESSATSEN

23.1

Proportionen sexor �ar en stokastisk variabel P = X
n
, d�ar X �ar antal sexor.

Det g�aller att X � bin
�
n; p = 1

6

�
. Om P �ar i intervallet 1

6
� 1

18
; dvs. om

1
9
� P � 2

9
, s�a m�aste 1

9
n � X � 2

9
n.

a) Om n = 20 f�ar vi P
�
1
9
� P � 2

9

�
= P

�
20
9
� X � 40

9

�
= P (3 � X � 4) =

0; 4401.

b) Om n = 40 f�ar vi P
�
1
9
� P � 2

9

�
= P

�
40
9
� X � 80

9

�
= P (5 � X � 8) =

0; 6068.

c) Om n = 80 f�ar vi P
�
1
9
� P � 2

9

�
= P

�
80
9
� X � 160

9

�
= P (9 � X � 17) =

0; 8128.

23.2

L�at X vara vikten i gram av ett slumpm�assigt valt pappersark. D�a �ar X �
N (� = 80; � = 4).

L�at Y vara vikten i gram av en bal med 5000 pappersark. D�a �ar E (Y ) =
�Y = 5000 � 80 = 400000 och V (Y ) = �2Y = 5000 � 42 = 80000 s�a att
Y � N (� = 40000; �2 = 80000).

a) P (Y < 399500) = P
�
Y��Y
�Y

< 399500�400000p
80000

�
= P (Z < �1; 77) � 0; 0384,

d�ar Z = Y��Y
�Y

� N (0; 1).

b) L�at U vara antal reklamerade balar. D�a �ar U � bin (n = 1000; p = 0; 0384).
F�orv�antat antal reklamationer blir E (U) = np = 1000 � 0; 0384 = 38; 4.

c) En bal kostar 5000�0; 30 = 1500 kr att tillverka. En ej reklamerad bal s�aljs
f�or 5000 �0; 40 = 2000 kr. Vinst f�or en ej reklamerad bal �ar 2000�1500 = 500
kr. En reklamerad bal s�aljs f�or 1200 kr. Vinst f�or en reklamerad bal �ar
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1200 � 1500 = �300 kr. F�orv�antad vinst vid f�ors�aljning av en bal blir d�a
P (ej reklamerad)�500+P (reklamerad)�(�300) = (1� 0; 0384)�500�0; 0384�
300 = 469; 28 kr.

d) Med de nya f�oruts�attningarna kostar en bal att tillverka 5000�0; 28 = 1400
kr. Vinst f�or ej reklamerad bal blir nu 2000�1400 = 600 kr. Vinst f�or reklam-
erad bal �ar 1200� 1400 = �200 kr. Om genomsnittsvikten �ar 79,8 gram blir
E (Y ) = �Y = 5000 � 79; 8 = 399000 s�a att sannolikheten f�or reklamation

blir P (Y < 399500) = P
�
Y��Y
�Y

< 399500�399000p
80000

�
= P (Z < 1; 77) � 0; 9616

och f�orv�antad vinst blir P (ej reklamerad) � 600 + P (reklamerad) � (�200) =
(1� 0; 9616) � 600 � 0; 9616 � 200 = �169; 28 kr, dvs. det l�onar sig inte att
s�anka vikten.

23.3

L�at X vara vikten i kg av en slumpm�assigt vald person. D�a �ar X �
N (� = 79; � = 14).

L�at Y vara vikten i kg av 100 personer. D�a �ar E (Y ) = �Y = 100 � 79 = 7900
och V (Y ) = �2Y = 100 � 142 = 19600 s�a att Y � N (� = 7900; �2 = 19600).

Vi s�oker P (Y > 8200) = P
�
Y��Y
�Y

> 8200�7900p
19600

�
= P (Z > 2; 14) � 0; 0162,

d�ar Z = Y��Y
�Y

� N (0; 1).

23.4

L�atX vara IQ hos en slumpm�assigt vald individ. Vi vet attX � N (� = 100; � = 15).
Om X �ar urvalsmedelv�ardet d�a n individer dras slumpm�assigt �ar X �
N
�
� = 100; �X =

15p
n

�
s�a att P

�
95 � X � 105

�
= P

�
95�100
15=

p
n
� X��

�
X
� 105�100

15=
p
n

�
=

P
�
�
p
n
3
� Z �

p
n
3

�
= �

�p
n
3

�
� �

�
�
p
n
3

�
.

(i) Om n = 10 f�ar vi P
�
95 � X � 105

�
= �

�p
10
3

�
��

�
�
p
10
3

�
� � (1; 05)�

� (�1; 05) � 0; 8531� 0; 1469 = 0; 7062.

(ii) Om n = 100 f�ar vi P
�
95 � X � 105

�
= �

�p
100
3

�
� �

�
�
p
100
3

�
�

� (3; 33)� � (�3; 33) � 0; 9996� 0; 0004 = 0; 9992.

(iii) Om n = 1000 f�ar vi P
�
95 � X � 105

�
= �

�p
1000
3

�
� �

�
�
p
1000
3

�
�

� (10; 54)� � (�10; 54) � 1� 0 = 1.
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23.5

L�at X vara taxeringsv�ardet i kr f�or ett slumpm�assigt valt sm�ahus. D�a �ar
X � N (� = 2800000; � = 400000) och V (X) = 4000002.

a) L�at X vara medelv�ardet av taxeringsv�ardena f�or n = 25 slumpm�assigt

valda sm�ahus. D�a �ar E
�
X
�
= �X = E (X) = 2800000 kr, V

�
X
�
=

�2
X
= V (X)

n
= 4000002

25
= 6400000000 s�a att standardavvikelsen �ar �X =p

6400000000 = 80000. P
�
2700000 < X < 2900000

�
=

P
�
2700000�2800000

80000
<

X��
X

�
X

< 2900000�2800000
80000

�
= P (�1; 25 < Z < 1; 25) = 0; 8944�

0; 1056 = 0; 7888.

b) L�at X vara medelv�ardet av taxeringsv�ardena f�or n slumpm�assigt valda
sm�ahus. D�a blir standardavvikelsen f�or medelv�ardet av taxeringsv�ardena
�X = 400000p

n
. Vi s�oker n s�a att P

�
2700000 < X < 2900000

�
� 0; 95. P�a

grund av symmetri kan vi ta P
�
X < 2900000

�
� 0; 975. Standardisering

ger P
�
X��

X

�
X

< 2900000�2800000
400000=

p
n

�
� 0; 975 eller P

�
Z < 100000

400000=
p
n

�
� 0; 975 d�ar

Z =
X��

X

�
X

� N (0; 1). Men P (Z < 1; 96) = 0; 975 s�a att 100000
400000=

p
n
� 1; 96

och
p
n � 400000

100000
� 1; 96 dvs. n � 61; 47. Det beh�ovs minst 62 observationer.

23.6

L�atX vara h�ojden av en slumpm�assigt vald solros. Vi vet attX � N (� = 190; � = 10).

a) L�at X vara medelv�ardet av n = 16 slumpm�assigt valda solrosor. D�a �ar

X � N
�
� = 190; �X =

10p
16
= 2; 5

�
. Vi s�oker P

�
188 � X � 192

�
=

P
�
188�190
2;5

� X��
�
X
� 192�190

2;5

�
= P (�0; 8 � Z � 0; 8) = � (0; 8) � � (0; 8) �

0; 7881� 0; 2119 = 0; 5762.

b) Vi s�oker n s�a att P
�
188 � X � 192

�
� 0; 8, dvs. s�a att P

�
188�190
10=

p
n
� X��

�
X
� 192�190

10=
p
n

�
�

0; 8. Men d�a m�aste P
�
X��
�
X
� 192�190

10=
p
n

�
� 0; 9, dvs. �

�
192�190
10=

p
n

�
� 0; 9. Efter-

som � (1; 28) � 0; 9 f�oljer det att 192�190
10=

p
n
� 1; 28, dvs.

p
n � 1; 2810

2
och vi

f�ar att n m�aste vara minst 41.
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23.7

L�atX vara IQ hos studenterna p�a utbildningslinjen. D�a �arX � N (� = 105; � = 10).
L�at X vara medelv�ardet av IQ hos n stycken slumpm�assigt valda studenter.

D�a �arX � N
�
� = 100; �X =

10p
n

�
s�a att P

�
X � 106

�
= 1�P

�
X��
�
X
� 106�105

10=
p
n

�
=

1� �
�p

n
10

�
.

i) Om n = 25 f�ar vi P
�
X � 106

�
= 1� �

�p
25
10

�
= 1� � (0; 5) = 0; 3085.

ii) Om n = 100 f�ar vi P
�
X � 106

�
= 1� �

�p
100
10

�
= 1� � (1) = 0; 1587.

iii) Om n = 900 f�ar vi P
�
X � 106

�
= 1� �

�p
900
10

�
= 1� � (3) = 0; 0013.

23.8

L�at X vara dragstyrkan hos ett slumpm�assigt valt papper. D�a �ar X �
N (� = 750; �2 = 100).

D�a �ar sannolikheten att ett papper har en dragstyrka som �ar mindre �an
C = 737; 2 lika med P (X < C) = P (X < 737; 2) = P

�
X��
�
< 737;2�750p

100

�
=

P (Z < �1; 28) � 0; 1, d�ar Z = X��
�
� N (0; 1).

L�at Y vara antal prover bland n = 10 prover som har en dragstyrka som �ar
mindre �an C. D�a �ar Y � bin (n = 10; p = 0; 1). Vi s�oker sannolikheten att en
rulle klassi�ceras som l�ag kvalitet, P (Y � 3) = 1� P (Y � 2) � 1� 0; 93 =
0; 07.

23.9

L�at X1; X2; X3 och X4 vara vikten hos passagerarna och Y vara summan
av vikterna. Vi vet att Xi � N (� = 75; � = 16) f�or i = 1; 2; 3; 4. Det
f�oljer d�a att E (Y ) = E (X1 +X2 +X3 +X4) = E (X1)+E (X2)+E (X3)+
E (X4) = 75 + 75 + 75 + 75 = 300 och V (Y ) = V (X1 +X2 +X3 +X4) =
V (X1)+V (X2)+V (X3)+V (X4) = 16

2+162+162+162 = 1024. Vi s�oker

P (Y > 325) = P
�
Y�E(Y )p
V (Y )

> 325�300p
1024

�
� 1 � P (Z � 0; 78) � 1 � 0; 7823 =

0; 2177.
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23.10

L�at X vara vikten i gram av en slumpm�assigt vald tablett. D�a �ar X �
N (� = 0; 65; � = 0; 02).

a) P (0; 64 < X < 0; 66) = P
�
0;64�0;65
0;02

< X��
�
< 0;66�0;65

0;02

�
= P (�0; 5 < Z < 0; 5) =

0; 383, d�ar Z � N (0; 1).

b) n = 30 tabletter v�ags. D�a �ar medelvikten

X � N
�
�X = 0; 65; �X = 0; 02=

p
30 = 0; 00365

�
och P

�
0; 64 < X < 0; 66

�
=

P
�
0;64�0;65
0;00365

<
X��

X

�
X

< 0;66�0;65
0;00365

�
� P (�2; 74 < Z < 2; 74) � 0; 994 s�a att

sannolikheten att medelv�ardet hamnar utanf�or intervallet �ar c:a 1� 0; 994 =
0; 006.

c) n tabletter v�ags. Vi s�oker n s�a att sannolikheten att medelv�ardet ham-

nar utanf�or intervallet �ar h�ogst 0,05, dvs. P
�
0; 64 < X < 0; 66

�
� 0; 95.

Standardisering ger P
�
0;64�0;65
0;02=

p
n
<

X��
X

�
X

< 0;66�0;65
0;02=

p
n

�
� 0; 95. P�a grund av

symmetri kan vi ta P
�
Z < 0;01

0;02=
p
n

�
� 0; 975. Men P (Z < 1; 96) = 0; 975 s�a

att 0;01
0;02=

p
n
� 1; 96, dvs.

p
n � 0;02

0;01
1; 96 och n � 15; 37. Man m�aste ta minst

n = 16 tabletter.

23.11

Proportionen inv�anare som ser tv-serien �ar � = 0; 35. L�at P vara proportio-
nen i ett urval om n inv�anare som har sett serien.

a) F�or n = 30 ser vi att n� = 30 � 0; 35 = 10; 5 > 5 och att n (1� �) =
30 (1� 0; 35) = 19; 5 > 5, dvs. vi kan approximera f�ordelningen f�ar P med

N
�
� = � = 0; 35; � =

q
� (1� �) =n � 0; 0871

�
. Vi s�oker P ((P < 0; 3) [ (P > 0; 4)) =

1�P (0; 3 � P � 0; 4) = 1�P
�
0;3�0;35
0;0871

� P��
�
� 0;4�0;35

0;0871

�
� 1�P (�0; 5741 � Z � 0; 5741) �

1� (� (0; 5741)� � (�0; 5741)) � 1� (0; 7157� 0; 2843) = 0; 5686.

b) Med urvalsstorleken n blir variansen f�or P lika med �2 = � (1� �) =n =
0; 35 (1� 0; 35) =n = 0; 2275=n. Vi s�oker n s�adant att P ((P < 0; 3) [ (P > 0; 4)) <
0; 05, dvs. P (0; 3 � P � 0; 4) � 0; 95. Detta inneb�ar att

P
�

0;3�0;35p
0;2275=n

� P��
�
� 0;4�0;35p

0;2275=n

�
� P (�0; 1048

p
n � Z � 0; 1048

p
n) � 0; 95,
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dvs. � (0; 1048
p
n) � � (�0; 1048

p
n) � 0; 95. Eftersom � (1; 96) � 0; 975

f�oljer det att 0; 1048
p
n � 1; 96, dvs. n �

�
1;96
0;1048

�2
� 349; 6. Det kr�avs minst

350 observationer.

23.12 (obs, st�ar som �ovning 23.11 i boken)

Vi vet att X � N (�; �2 = 4). Ett medelv�arde av n slumpm�assigt valda

observationer blir d�a X � N
�
�; �2

X
= 4

n

�
. H�andelsen A de�nieras som

A = �0; 1 < X � � < 0; 1. Vi s�oker n s�adant att P (A) � 0; 95, dvs.

P
�
�0; 1 < X � � < 0; 1

�
= P

�
� 0;1
2=
p
n
< X��

�
X
< 0;1

2=
p
n

�
� 0; 95 vilket �ar ek-

vivalent med att �
�

0;1
2=
p
n

�
� �

�
� 0;1
2=
p
n

�
� 0; 95. Eftersom � (1; 96) � 0; 975

f�oljer det att 0;1
2=
p
n
� 1; 96 dvs. n �

�
1;96�2
0;1

�2
= 1536; 6. Det kr�avs allts�a minst

1537 observationer f�or att sannolikheten �ar minst 0,95 att urvalsmedelv�ardet
avviker fr�an � med h�ogst 0,1.

Standardavvikelsen f�or X �ar � = 2 s�a att 10 procent av standardavvikelsen
�ar 0,2. H�andelsen B de�nieras d�arf�or som B = �0; 2 < X � � < 0; 2.
Vi s�oker nu n s�adant att P (B) � 0; 95, dvs. P

�
�0; 2 < X � � < 0; 2

�
=

P
�
� 0;2
2=
p
n
< X��

�
X
< 0;2

2=
p
n

�
� 0; 95 vilket �ar ekvivalent med att �

�
0;2
2=
p
n

�
�

�
�
� 0;2
2=
p
n

�
� 0; 95 och det f�oljer att 0;2

2=
p
n
� 1; 96 dvs. n �

�
1;96�2
0;2

�2
=

384; 16. Det kr�avs allts�a minst 385 observationer f�or att sannolikheten �ar
minst 0,95 att urvalsmedelv�ardet avviker fr�an � med h�ogst 10 procent av
standardavvikelsen av X.
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24. UPPSKATTNING AV

MODELLPARAMETRAR

24.1

a) Observationerna antas vara oberoende och normalf�ordelade med samma
v�antev�arde och samma varians.

b) Observationernas medelv�arde �ar x = 5; 7 och observationernas varians �ar
s2 = 8; 779. Ett 99-procentigt kon�densintervall f�ar genom x�t0;995 (n� 1) sp

n
.

H�ar �ar n=24 och t0;995 (23) = 2; 807 f�ar ur tabell. Det s�okta kon�densinter-
vallet �ar d�arf�or 5; 7� 1; 698.

c) I ett 90 procentigt kon�densintervall anv�ands faktorn t0;95 (n� 1) i st�allet
f�or t0;995 (n� 1). Den f�orra faktorn �ar mindre, varf�or intervallet blir kortare.

24.2

L�at X vara maxhastigheten f�or en bil. Vi vet att V (X) = �2 = 30. n = 50
oberoende observationer tas. Eftersom n �ar stort kan samplingf�ordelningen
f�or urvalsmedelv�ardet X approximeras med X � N

�
�; �2

X
= 30

50

�
. EftersomX50

i=1
xi = 8168 blir det observerade medelv�ardet x =

8168
50

= 163; 36 vilket
tas som uppskattning av �. Ett 95-procentigt kon�densintervall f�as genom
x � z0;975 �p

n
. I detta fall f�ar vi kon�densintervallet 163; 36 � 1; 96

p
30p
50
dvs.

163; 36� 1; 52.

24.3

Alla falska.

24.4

Alla sanna.

24.5
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Vi kan betrakta den observerade proportionen p = 0; 06 som en observa-
tion p�a en normalf�ordelad stokastisk variabel med variansen p (1� p) =n =
0; 06 (1� 0; 06) =1224 � 0; 00004608. Ett 95-procentigt kon�densintervall f�or
populationsproportionen blir d�arf�or p� z0;975

q
p (1� p) =n. I detta fall f�ar vi

kon�densintervallet 0; 06� 1; 96
p
0; 00004608, dvs, 0; 06� 0; 013.

24.6

a) Vi anv�ander urvalsproportionen som uppskattning av populationspropor-
tionen, dvs. p = 128=200 = 0; 64.

b) Ett 95-procentigt kon�densintervall f�as genom p�z0;975
q
p (1� p) =n, dvs.

0; 64� 1; 96
q
0; 64 (1� 0; 64) =200. Intervallet blir 0; 64� 0; 0665. Observera

att urvalsstorleken �ar s�a pass liten (200/100000=0,002) s�a att h�ansyn till
�andlighetskorrektion inte beh�over tas.

c) Urvalsstorleken och populationsproportionen har betydelse f�or precisionen
av uppskattningen av populationsproportionen.

24.7

L�at X vara vikten av en potatisp�ase. Vi vet att X � N (�; � = 0; 12).

a) n = 20 oberoende observationer gav urvalsmedelv�ardet x = 2; 53. Ett
95-procentigt kon�densintervall blir d�a 2; 53� 1; 96 � 0;12p

20
, dvs. 2; 53� 0; 0526

b) Vi �onskar att den statistiska felmarginalen ska vara h�ogst B = 0; 03. D�a

beh�ovs minst n = 1; 962 �
2

B2
= 1; 962 0;12

2

0;032
� 61; 5, dvs. det kr�avs minst 62

observationer.

24.8

a) Vi ber�aknar x = (1; 05 + 0; 97 + 1; 02 + 1; 01 + 0; 96) =5 = 1; 002 och vi
vet att � = 0; 05 s�a att �X =

0;05p
5
= 0; 0224

95 %-igt k�: 1; 002� 1; 96 � 0; 0224, dvs. 1; 002� 0; 0438

99 %-igt k�: 1; 002� 2; 58 � 0; 0224, dvs. 1; 002� 0; 0577

99,9 %-igt k�: 1; 002� 3; 29 � 0; 0224, dvs. 1; 002� 0; 0736
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b) Totala l�angden av ett 95 %-igt k� ska vara h�ogst 0,08, dvs. den statis-
tiska felmarginalen �ar h�ogst B = 0; 04: D�a beh�ovs minst n = 1; 962 �

2

B2
=

1; 962 0;05
2

0;042
= 6; 0025, dvs. det kr�avs minst 7 observationer.

24.9

a) L�at x vara medelf�ordr�ojningstiden f�or industrif�oretag. Vi har att nx = 250,
x = 68; 04 och sx = 35; 72. Ett 95 %-igt k� blir d�arf�or 68; 04 � 1; 96 35;72p

250
,

dvs. 68; 04� 4; 43

b) L�at y vara medelf�ordr�ojningstiden f�or �nansf�oretag. Vi har att ny = 238,
y = 56; 74 och sy = 34; 87. Ett 95 %-igt k� blir d�arf�or 56; 74�1; 96 34;87p

238
, dvs.

56; 74� 4; 43

c) Det �nns bel�agg f�or att tidsf�ordr�ojningarna �ar olika f�or industrif�oretag
och �nansf�oretag eftersom kon�densintervallen inte har n�agra gemensamma
punkter,

24.10

Vi kan anta att populationen �ar s�a stor att man kan bortse fr�an �andlighetskorrektion.
Urvalsstorleken �ar n = 500.

a) Medelbetalningsviljan uppskattas med urvalsmedelv�ardet x = 61000
500

= 122
kr.

b) Urvalsvariansen blir s2 = 1
500�1

�
8692000� 610002

500

�
� 2505. Standard-

avvikelsen av betalningsviljan uppskattas med urvalsstandardavvikelsen s =p
2505 � 50 kr.

c) Ett 95-procentigt kon�densintervall ges av 122 � 1; 96 � 50p
500
, dvs. 122 �

4; 383.

d) Vi �onskar att bredden av ett 95-procentigt kon�densintervall ska vara
h�ogst 20. D�a blir den statistiska felmarginalen B = 20=2 = 10. Med stan-
dardavvikelsen 50 kr�avs d�a n = 1; 962 50

2

102
= 96; 04, dvs. det kr�avs 97 obser-

vationer.

24.11

a) Medelv�ardet av de uppm�atta vikterna �ar x = 4470
9
= 496; 67 och variansen

�ar s2 = 1
9�1

�
2220404� 44702

9

�
= 38, s�a att standardavvikelsen blir

p
38.
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Ett 95-procentigt kon�densintervall f�as genom 496; 67 � 2; 306 �
p
38p
9
, dvs.

496; 67 � 4; 73, d�ar 2,306 �ar 97,5-percentilen i t-f�ordelningen med 9 � 1 = 8
frihetsgrader.

b) Antag nu at variansen �ar �2 = 36. Vi kan d�arf�or anv�anda normalf�ordelningen
som samplingf�ordelning. Vi �onskar att den statistiska felmarginalen ska vara
h�ogst 2 vid kon�densgraden 99 procent. Det kr�avs d�a minst n = 2; 582 36

22
=

59; 9076, dvs. det kr�avs minst 60 observationer.

24.12

Vi antar att energif�orbrukningen �ar normalf�ordelad och att observation-
erna �ar oberoende. Ett 95-procentigt kon�densintervall f�as genom 45357 �
2; 0647213p

25
, dvs. 45357� 2977; 5.

24.13

a) Populationsproportionen kan uppskattas med urvalsproportionen p = 122
500
=

0; 244, dvs. man kan uppskatta att 24,4 procent av kommunens inv�anare �ar
beredda att betala 100 kr per �ar i milj�oavgift.

b) Variansen av urvalsproportionen uppskattas med 0;244(1�0;244)
500

= 0; 000368928
s�a att standardavvikelsen uppskattas med

p
0; 000368928 � 0; 019.

c) Ett 95-procentigt kon�densintervall ges av 0; 244 � 1; 96 � 0; 019, dvs.
0; 244� 0; 0376.

d) Vi �onskar att den statistiska felmarginalen �ar h�ogst 0; 1=2 = 0; 05. Det

kr�avs d�a n = 1; 962 0;244(1�0;244)
0;052

� 283; 45, dvs. det kr�avs minst 284 observa-
tioner.

24.14

a) Medellivsl�angden av de testade d�acken �ar x = 302;4
6

= 50; 4. Ett 95-
procentigt kon�densintervall blir d�arf�or 50; 4� 1; 96 5;5p

6
, dvs. 50; 4� 4; 4.

b) Vi �onskar en statistisk felmarginal om h�ogst 6=2 = 3. Det kr�avs d�a minst

n = 1; 962 5;5
2

33
� 12; 91, Dvs. det kr�avs minst 13 observationer.

24.15

a) Populationsproportionen kan uppskattas med urvalsproportionen p = 68
400
=

0; 17.
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b) Urvalet �ar mindre �an 5 procent av populationen. Vi beh�over d�arf�or inte
anv�anda �andlighetskorrektion. Variansen av proportionen i a) uppskattas

med 0;17(1�0;17)
400

= 0; 00035275.

c) Ett 95-procentigt kon�densintervall ges av 0; 17� 1; 96
p
0; 00035275, dvs.

0; 17� 0; 037.

d) C:a 95 procent av alla 95-procentiga kon�densintervall som kan g�oras
kommer att inneh�alla populationsmedelv�ardet. Huruvida det speci�ka kon�-
densintervallet som ber�aknades i uppgift c) inneh�aller populationsmedelv�ardet
eller ej vet vi inte.

e) Vi �onskar att den statistiska felmarginalen ska vara h�ogst 0,03. Population-
sproportionen �ar ok�and men antas inte �overstiga 25 procent. Variansen �ar d�a
h�ogst 0; 25 (1� 0; 25) = 0; 1875. Det kr�avs d�arf�or n = 1; 962 0;1875

0:032
= 800; 3,

dvs. det kr�avs minst 801 observationer.
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25. URVAL FR�AN �ANDLIGA POPULATIONER

25.1

a) Antal felaktigt bokf�orda fakturor �ar 11 bland 100 unders�okta. En upp-
skattning av proportionen felaktigt bokf�orda �ar d�arf�or bp = 11

100
= 0; 11: En

uppskattning av variansen f�or bp �ar bp(1�bp)
n

�
N�n
N�1

�
= 0;11(1�0;11)

100

�
1100�100
1100�1

�
�

0; 00089. Ett 95 %-igt kon�densintervall �ar 0; 11�1; 96
p
0; 00089, dvs. 0; 11�

0; 06.

b) Sammanlagda bokf�oringsfelet �ar 22000 kr bland 100 unders�okta fakturor.
En uppskattning av bokf�oringsfelet i medeltal �ar d�arf�or x = 22000

100
= 220 kr.

Vi vet att urvalsstandardavvikelsen av bokf�oringsfelet �ar s = 700 kr. En up-
pskattning av populationsvariansen �ar d�a b�2 = s2 �N�n

N�1

�
= 7002

�
1100�100
1100�1

�
=

7002�0; 9099. Ett 95 %-igt kon�densintervall f�or det genomsnittliga bokf�oringsfelet
blir 220� 1; 96 � 700�

p
0;9099p
100

, dvs. 220� 130; 87.

25.2

L�at � vara genomsnittligt antal fel. Vi uppskattar � med urvalsmedelv�ardet
x. Populationsvariansen �ar ok�and och uppskattas urvalsvariansen s2. Vi f�ar
att

P
x = 35,

P
x2 = 69 s�a att x = 35=35 = 1 och s2 = (69� 352=35) = (35� 1) =

1. Med �andlighetskorrektion blir en uppskattning av variansen f�or urvalsmedelv�ardet
�ar d�arf�or (1=35) � (400� 35) = (400� 1) = 0; 0261. Eftersom n > 30 kan vi
anv�anda normalf�ordelningsapproximation. . Detta ger intervallet 1 � 1:96 �p
0; 0261, vilket ger kon�densintervallet 1� 0; 32.

25.3

Proportionen felaktiga adresser uppskattas till 80=400 = 0; 2 med variansen
0; 2 (1� 0; 2) = (400� 1) ((3000� 400) = (3000� 1)) = 0; 00026071. Ett kon-
�densintervall f�or proportionen blir d�arf�or 0; 2�1; 96

p
0; 00026071 dvs. 0; 2�

0; 016. Multiplicera med populationsstorleken f�ar vi ett intervall f�or antalet
felaktiga adresser: 600� 48 (avrundat till heltal).
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25.4

Den statistiska felmarginalen �arB = 0; 7 cm och populationsstandardavvikelsen
antas vara � = 5 cm. Vi f�ar d�a n0 = 1; 962 � 52=0; 72 = 196 och n =
196= (1 + 196=1000) = 163; 9 dvs. det kr�avs minst 164 observationer.

25.5

a) Vi vet att N = 600, n = 200 s�a att x = 1373=200 = 66; 865. Vidare vet vi

att s = 264. Ett k� blir d�a 66; 865�1; 96� 264p
200

�
600�200
600�1

�
, dvs. 66; 865�24; 433

b) Vi antar att den utvidgade populationen �ar s�a stor att vi kan bortse fr�an
�andlighetskorrektion. Vi s�atter den statistiska felmarginalen till B = 24; 433
och f�ar n = 1; 962 � 2642=24; 4332 = 448; 5 dvs. det beh�ovs 449 observationer.

25.6

a) Vi kan anta att populationen �ar s�a stor att man kan bortse fr�an �andlighetskorrektion.
Vi vet att urvalsmedelv�ardet �ar 2236200 kr och urvalsstandardavvikelsen �ar
346000 kr. Ett 95-procentigt kon�densintervall blir d�a 2236200� 1; 96346000p

300
,

dvs. 2236200� 39154.

b) Populationsstorleken �ar nu N = 75 och vi �onskar en statistisk felmarginal
som �ar h�ogst B = 39154=2 = 19577. Det kr�avs d�a minst n = 3460002

195772

4
+ 3460002

75

=

70; 75, det kr�avs minst 71 observationer.

25.7

a) Medelv�ardet av de nio kvittonas summor �ar 1060
16
= 66; 25 med variansen

1
16�1

�
78810� 10602

16

�
= 572; 33. En uppskattning av urvalsmedelv�ardets vari-

ans blir d�armed 572;33
16

�
140�16
140�1

�
= 31; 91. En uppskattning av totala dagsf�ors�aljningen

f�as genom att multiplicera medelv�ardet per kassakvitto med antalet kvitton,
dvs. vi f�ar uppskattningen som 140 � 66; 25 = 9275 med variansen 1402 �
31; 91 = 625436. Ett 95-procenigt kon�densintervall f�or totala dagsf�ors�aljningen
blir d�arf�or 9275 � 2; 131 �

p
625436, dvs. 9275 � 1685, d�ar 2,131 �ar 97,5-

percentilen i t-f�ordelningen med 16� 1 = 15 frihetsgrader.

b) Antag nu att variansen av summorna p�a kvittona �ar 900. Variansen f�or

urvalsmedelv�ardet vid n observationer blir d�a 900/n
�
140�n
140�1

�
och variansen

f�or uppskattningen av totalen blir 1402 � 900=n
�
140�n
140�1

�
. Vi �onskar en sta-
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tistisk felmarginal om h�ogst 1000 kr vid 99-procentig kon�densgrad. Detta

inneb�ar att 2; 58 �
r
1402 � 900=n

�
140�n
140�1

�
� 500, dvs. 2; 582 � 1402 � 900 �

140 � (5002 � (140� 1) + 2; 582 � 1402 � 900) � n, n � 2;582�1402�900�140
5002�(140�1)+2;582�1402�900 �

108; 03, dvs. det kr�avs minst 109 observationer.

25.8

a) F�orv�antat v�arde av summan p�a ett kvitto kan uppskattas med urvalsmedelv�ardet
x = 1147

8
= 143; 38.

b) Vi har ett urval om n = 8 kvitton ur en population om N = 44 kvitton.
�Andlighetskorrektion m�aste till�ampas eftersom urvalet �ar st�orre �an 5 procent
av populationen. Urvalsvariansen �ar s2 = 1

8�1

�
200331� 11472

8

�
= 5125; 70, s�a

att variansen f�or medelv�ardet �ar 5125;70
8

44�8
44�1 = 591; 43 och standardavvikelsenp

591; 43 = 24; 32

c) Ett 95-procentigt kon�densintervall f�as genom 143; 38�2; 365 �24; 32, dvs.
143; 38� 57; 52, d�ar 2,365 �ar 97,5-percentilen i t-f�ordelningen med 8� 1 = 7
frihetsgrader.

d) C:a 95 procent av alla 95-procentiga kon�densintervall som kan g�oras
kommer att inneh�alla populationsmedelv�ardet. Huruvida det speci�ka kon�-
densintervallet som ber�aknades i uppgift c) inneh�aller populationsmedelv�ardet
eller ej vet vi inte.

25.9

Populationsstorleken �ar N = 1775 och den statistiska felmarginalen �ar B =
0; 06=2 = 0; 03. Den st�orsta variansen vi kan ha �ar �2 = 0; 25: Minsta
urvalsstorlek blir d�a n = 0;25

0;032

4
+ 0;25
1775

= 683; 35. Det beh�ovs minst 684 observa-

tioner.

25.10

Populationsstorleken �ar N = 2500 och den statistiska felmarginalen �ar B =
0; 10=2 = 0; 05. Den st�orsta variansen vi kan ha �ar �2 = 0; 25: Minsta
urvalsstorlek blir d�a n = 0;25

0;052

4
+ 0;25
2500

= 344; 82. Det beh�ovs minst 345 observa-

tioner.
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25.13

a) Vi vet att NN = 890, NC = 2200 och NS = 1170 s�a att N = 890 +
2200 + 1170 = 4260. Detta ger oss wN = 890=4260 = 0; 2089, wC =
2200=4260 = 0; 5164 samt wS = 1170=4260 = 0; 2747. Vidare vet vi att
�N = 40000, �C = 30000 och �S = 20000. Vi �onskar en statistisk fel-
marginal om h�ogst B = 2000. Detta ger en total urvalsstorlek om n =

1; 962 (0;2089�40000+0;5164�30000+0;2747�20000)
2

20002
= 826; 86 dvs. det beh�ovs minst n =

827 observationer.

b) nN = 827
0;2089�40000

0;2089�40000+0;5164�30000+0;2747�20000 = 235; 51,

nC = 827
0;5164�30000

0;2089�40000+0;5164�30000+0;2747�20000 = 436; 64

nS = 827
0;2747�20000

0;2089�40000+0;5164�30000+0;2747�20000 = 154; 85.

Vi avrundar upp�at till hela tal, nN = 236, nC = 437 och nS = 155.

c) Vi vet att xN = 95000, xC = 65000 och xS = 50000. En uppskattning av
medelinkomsten blir d�a x = 0; 2089 �95000+0; 5164 �65000+0; 2747 �50000 =
67147.

d) Variansen f�or det strati�erade medelv�ardet �ar 0; 20892 40000
2

236

�
890�236
890�1

�
+

0; 51642 30000
2

437

�
2200�437
2200�1

�
+0; 27472 20000

2

155

�
1170�155
1170�1

�
� 827050: Ett 95 procentigt

k� f�or medelinkomsten blir d�armed 67147�1; 96
p
827050, dvs 67147�1782; 5

25.14

a) Totala urvalsstorleken �ar n = 1000. Med proportionell allokering f�ar vi ur-
valsstorlekarna i varje stratum som n1 =

10000
25000

1000 = 400, n2 =
10000
25000

1000 =
400 och n3 =

5000
25000

1000 = 200. Uppskattningen Xprop =
10000
25000

X1+
10000
25000

X2+
5000
25000

X3 = 0; 4X1+0; 4X2+0; 2X3 f�ar variansen V
�
Xprop

�
= 0:42 900

400

�
10000�400
10000�1

�
+

0:42 1600
400

�
10000�400
10000�1

�
+ 0:22 6400

200

�
5000�200
5000�1

�
= 2:189

b) Vid Neymanallokering f�ar vi n1 = 1000
0:4
p
900

0:4
p
900+0:4

p
1600+0:2

p
6400

� 273, n2 =
1000 0:4

p
1600

0:4
p
900+0:4

p
1600+0:2

p
6400

� 364 och n3 = 1000 0:2
p
6400

0:4
p
900+0:4

p
1600+0:2

p
6400

�
363. Urvalsstorlekarna �ar avrundade till heltal s�a att de summerar till 1000.
Variansen f�or det stratifereade medelv�ardet blir 0:42 900

273

�
10000�273
10000�1

�
+0:42 1600

364

�
10000�364
10000�1

�
+

0:22 6400
363

�
5000�364
5000�1

�
= 1; 844:
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25.15

a) Vi vet att N1 = 200, N2 = 300 och N3 = 500 s�a att N = 200+300+500 =
1000 och w1 = 200=1000 = 0; 2, w2 = 300=1000 = 0; 3 samt w3 = 500=1000 =
0; 5. Vidare vet vi att �1 =

p
900 = 30, �2 =

p
625 = 25 och �3 =

p
81 = 9.

Med n = 240 ger detta Neymanallokeringen n1 = 240
0;2�30

0;2�30+0;3�25+0;5�9 = 80,

n2 = 240
0;3�25

0;2�30+0;3�25+0;5�9 = 100 och n3 = 240
0;5�9

0;2�30+0;3�25+0;5�9 = 60.

b) En v�antev�ardesriktig uppskattning av populationsmedelv�ardet f�as genom
ett v�agt medelv�arde av stratummedelv�ardena och med stratumproportion-
erna som vikter. xst = 0; 2 � 480 + 0; 3 � 360 + 0; 5 � 180 = 294

c) Vi �onskar en varians som inte �overstiger 4. Detta inneb�ar att (0;2�30+0;3�25+0;5�9)
2

n
=

324
n
� 4, dvs. det beh�ovs minst n � 324

4
= 81 observationer.

25.16

a) En uppskattning av proportionen elever som �ar positiva till skolans sal-
ladsbord �ar 350

900
� 48
60
+ 300

900
� 25
50
+ 250

900
� 8
40
= 350

900
� 0:8 + 300

900
� 0:5 + 250

900
� 0:2 =

0:53333. N�ar vi uppskattar variansen av uppskattningen m�aste vi t�anka p�a
att vi bara har tillg�ang till uppskattningar av stratumvarianserna. Vari-

ansen f�or uppskattningen uppskattas d�arf�or med
�
350
900

�2 0:8�(1�0:8)
60

�
350�60
350

�
+�

300
900

�2 0:5�(1�0:5)
50

�
300�50
300

�
+
�
250
900

�2 0:2�(1�0:2)
40

�
250�40
250

�
= 0:001056 s�a att ett 95

%-igt kon�densintervall �ar 0:53333� 1:96
p
0:001056 dvs. 0:53333� 0; 06369:

b) Vi anv�ander Neymanallokering. nk = n Nk�k
N1�1+N2�2+N3�3

d�ar n = 150 och
vi anv�ander uppskattade standardavvikelser f�or �. Vi ser att N1�1 +N2�2 +
N3�3 = 350

p
0:8 � 0:2 + 300

p
0:5 � 0:5 + 250

p
0:2 � 0:8 = 390 Detta ger n1 =

150 � 350
p
0:8 � 0:2=390 = 53:846, n2 = 150 � 300

p
0:5 � 0:5=390 = 57:692 och

n2 = 150 � 250
p
0:2 � 0:8=390 = 38:462. Avrunda till n1 = 54, n2 = 58 och

n3 = 38.

25.17

E (b� (1� b�)) = E �X
n

�
1� X

n

��
= E

�
X
n
� X2

n1

�
= E

�
X
n

�
�E

�
X2

n1

�
= E(X)

n
�

E(X2)
n2

: Vi vet att E (X) = n� och V (X) = n� (1� �) N�n
N�1 . Eftersom

V (X) = E (X2) � (E (X))2 f�oljer det att E (X2) = V (X) + (E (X))2 =

n� (1� �) N�n
N�1 +(n�)

2. Detta ger E
�
X
n

�
1� X

n

��
= n�

n
� n�(1��)N�n

N�1+(n�)
2

n2
=
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�
�
1� � � (1� �) N�n

(N�1)n

�
= � (1� �)

�
1� N�n

(N�1)n

�
= � (1� �)

�
(N�1)n�(N�n)

(N�1)n

�
=

� (1� �)
�
Nn�N
(N�1)n

�
= � (1� �)

�
N(n�1)
(N�1)n

�
.
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26. PR�OVNING AV HYPOTESER OM

MODELLPARAMETRAR

26.1

L�atX vara vikten av en f�orpackning,X � N (�; � = 0; 10) ochX �ar medelvik-
ten av n = 12 oberoende observationer p�a vikten.

H0 : � = 2; 0

HA : � 6= 2; 0

Signi�kansniv�a � = 0; 05

Testvariabel Z = X�2;0
0;10=

p
12

Om H0 �ar sann �ar Z � N (0; 1)

H0 f�orkastas om jzobsj > 1; 96

zobs =
1;95�2;0
0;10=

p
12
= �1; 73, dvs. H0 kan inte f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns

inte st�od f�or att tro att f�orpackningarna inte har en genomsnittsvikt av 2 kg.

26.2

L�at � vara proportionen felaktiga f�orpackningar. Vi vill pr�ova

H0 : � = 0; 08

HA : � 6= 0; 08 (Om man vill pr�ova om felfrekvensen har minskat blir HA :
� < 0; 08)

L�at P vara proportionen felaktiga f�orpackningar i urvalet. Om H0 �ar sann
�ar P approximativt N

�
� = 0:08; �(1��)

160
= 0;08(1�0;08)

160
= 0; 00046

�
.

Signi�kansniv�an �ar � = 0; 05

Vi anv�ander Z = P�0;08p
0;00046

som testvariabel och f�orkastar H0 om observerat
v�arde p�a Z �ar mindre �an -1,96 eller st�orre �an 1,96.
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10 f�orpackningar var felaktiga, varf�or p = 10
160
= 0; 0625 och zobs =

0;0625�0;08p
0;00046

�
�0; 82. Eftersom jzobsj < 1; 96 kan H0 inte f�orkastas, dvs. vi kan inte p�avisa
att �atg�arderna har haft n�agon e�ekt p�a den genomsnittliga felfrekvensen.

26.3

L�at X vara livsl�angden hos ett sk�arverktyg, X � N (�; �) och X �ar medel-
livsl�angden av n = 6 oberoende observationer p�a livsl�angden.

H0 : � = 3000

HA : � < 3000

Signi�kansniv�a � = 0; 05

Testvariabel t = X�3000
s=
p
6

Om H0 �ar sann �ar t � t (5)

H0 f�orkastas om tobs < t0;05 (5) = �2; 015P
xi = 2970 + 3020 + 3005 + 2900 + 2940 + 2925 = 17760P
x2i = 2970

2 + 30202 + 30052 + 29002 + 29402 + 29252 = 52580550

x =
P
xi=n = 17760=6 = 2960

s2 =
�P

x2i � (
P
xi)

2 =n
�
= (n� 1) = (52580550� 177602=6) = (6� 1) = 2190

tobs =
2960�3000p
2190=

p
6
= �2; 09, dvs. H0 kan f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns st�od

f�or att tro att livsl�angden �ar mindre �an 3000 sk�ar.

26.4

L�at � vara proportionen individer som k�anner till produkten. Vi vill pr�ova

H0 : � = 0; 40

HA : � < 0; 40

L�at P vara proportionen i urvalet som k�anner till produktnamnet. Om H0
�ar sann �ar P approximativt N

�
� = 0; 40; �(1��)

500
= 0;40(1�0;40)

500
= 0; 0; 00048

�
.

Vi v�aljer signi�kansniv�an � = 0; 05 och testvariabeln Z = P�0;40p
0;00048

. Vi
f�orkastar H0 om observerat v�arde p�a Z �ar mindre �an -1,64.
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180 personer k�ande till produktnamnet, dvs. p = 180
500

= 0; 36 och zobs =
0;36�0;40p
0;00048

� �1; 826. Eftersom zobs < �1; 64 kanH0 f�orkastas p�a 5-procentsniv�an,
dvs. det �nns bel�agg f�or att mindre �an 40 procent av kunderna p�a marknaden
inte k�anner till produktnamnet.

26.5

L�at X vara antal livsl�angden hos en gl�odlampa med E (X) = � och X �ar
medellivsl�angden av n = 30 oberoende observationer p�a livsl�angden.

H0 : � = 800

HA : � 6= 800

Signi�kansniv�a � = 0; 01

Testvariabel t = X�800
S=
p
30

Om H0 �ar sann �ar t approximativt N (0; 1) (eftersom n � 30)

H0 f�orkastas om jtobsj > 2; 5758P
xi = 19640P
x2i = 13468200

x =
P
xi=n = 19640=30 = 654; 67

s2 =
�P

x2i � (
P
xi)

2 =n
�
= (n� 1) = (13468200� 196402=30) = (30� 1) =

21053; 33

tobs =
654;67�800p
21053;33=

p
30
= �5; 49, dvs. H0 kan f�orkastas p�a 1 %-niv�an. Det �nns

st�od f�or att tro att livsl�angden inte �ar mindre 800 timmar.

26.6

L�at X vara antal livsl�angden hos en komponent med E (X) = � och stan-
dardavvikelsen � = 300. X �ar medellivsl�angden av n = 100 oberoende
observationer p�a livsl�angden. Vi vill pr�ova

H0 : � = 5200

HA : � > 5200

p�a signi�kansniv�an � = 0; 05
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med testvariabeln t = X�5200
�=
p
100

Om H0 �ar sann �ar t � N (0; 1) (eftersom n � 30)

H0 f�orkastas om jtobsj > 1; 64

Observerat medelv�arde i urvalet �ar x = 5265 s�a att tobs =
5265�5200
300=

p
100

= 2; 167,

dvs. H0 kan f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns st�od f�or att tro att den nya
produktionsprocessen ger en l�angre livsl�angd �an den gamla.

26.7

L�at P vara urvalsproportionen sympatis�orer. I stora urval (stort n) �ar

P � N
�
�; �(1��)

n

�
, approximativt, d�ar � �ar populationsproportionen sympa-

tis�orer.

H0 : � = 0; 20

HA : � > 0; 20

Signi�kansniv�a � = 0; 05

Testvariabel Z = P�0;2q
0;2(1�0;2)

400

= P�0;2
0;02

Om H0 �ar sann �ar Z approximativt N (0; 1) (eftersom n � 30)

H0 f�orkastas om zobs > 1; 64

Urvalsproportionen observerades till p = 92=400 = 0; 23

zobs =
0;23�0;20
0;02

= 1; 5 dvs. H0 kan inte f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns
inget st�od f�or att sympatierna har �okat efter valet.

26.8

L�at X vara vikten 
ingor i ett paket. Antag att X � N (�; �2) och att
observationer p�a X �ar stokastiskt oberoende. Vi vill pr�ova

H0 : � = 800

HA : � < 800

p�a signi�kansniv�an � = 0; 05. Vi g�or n = 5 observationer och ber�aknar
urvalsmedelv�ardet X.
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Testvariabel: t = X�800
S=
p
n

Om H0 �ar sann �ar t � t (4) (eftersom n� 1 = 4).

H0 f�orkastas om tobs < �2; 132

Observerat medelv�arde i urvalet �ar x =
P
xi=n = 3972=5 = 794; 4

s2 =
�P

x2i � (
P
xi)

2 =n
�
= (n� 1) = (3155754� 39722=5) = (5� 1) = 99; 3

tobs =
794;4�800p
99;3=

p
5
= �1; 26, dvs. H0 kan inte f�orkastas p�a 5 %-niv�an.

26.9

L�at X vara antalet korrekt identi�erade risker. D�a �ar X � bin (n = 12; �).
Man testar hypotesen

H0 : � = 0; 5

HA : � < 0; 5

och f�orkastar H0 om observerat v�arde x � 3.

a) � = P (X � 3;H0 �ar sann) = P (X � 3;� = 0; 5) = 0; 0730

b) � = P (X > 3;� = 0; 3) = 1 � P (X � 3;� = 0; 3) = 1 � 0; 4925. Testets
styrka �ar 1� � = 0; 4925.

26.10

L�at P vara urvalsproportionen som f�oredrar traditionella kassor. I stora urval
(stort n) �ar P � N

�
�; �(1��)

n

�
, approximativt, d�ar � �ar populationspropor-

tionen som f�oredrar traditionella kassor.

a)

H0 : � = 0; 50

HA : � > 0; 50

Signi�kansniv�a � = 0; 10

Testvariabel Z = P�0;5q
0;5(1�0;5)

802

= P�0;5
0;0177

Om H0 �ar sann �ar Z approximativt N (0; 1) (eftersom n � 30)
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H0 f�orkastas om zobs > 1; 28

Urvalsproportionen observerades till p = 424=802 = 0; 5287

zobs =
0;5287�0;50
0;0177

= 1; 63 dvs. H0 f�orkastas p�a 10 %-niv�an. Data st�oder

hypotesen att 
er �an 50 % av kunderna f�oredrar traditionella kassor.

b)

Antag att � = 0; 55. D�a �ar �(1��)
n

= 0;55(1�0;55)
802

= 0; 01762 s�a att P �
N (0; 55; 0; 01762)

P (Typ II-fel) = P (t � 1; 28; � = 0; 55) = P
�
P�0;5
0;0177

� 1; 28
�
= P (P � 0; 5221) =

P
�
P�0;55
0;0126

� 0;5221�0;55
0;0176

�
� P (Z � �1; 58) � 0; 06.

26.11

L�at X vara m�angden av den sktiva substansen i en tablett och s�att E (X) =
�.

a) Vi vill pr�ova

H0 : � = 500

HA : � 6= 500

Signi�kansniv�a � = 0; 01

Testvariabel t = x�500
s=
p
n

Antal observationer n = 250

Om H0 �ar sann �ar t � N (0; 1) (approximativt, eftersom n � 30)

H0 f�orkastas om jtobsj > 2; 58

Vi f�ar tobs =
499;9�500p
1;2=

p
250
� �1; 44, dvs. H0 kan inte f�orkastas p�a 1 % niv�an.

b) p-v�ardet �ar P (jtj > 1; 44) � 0; 15. OmH0 �ar sann kommer det observerade
jtj-v�ardet att bli st�orre �an eller lika med det nu observerade jtj-v�ardet i c:a
15 fall av 100.
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26.12

L�at X vara relativa f�or�andringar i b�orskursen. D�a �ar X � N (� = 0;�2).

a) Vi vill pr�ova

H0 : � = 0

HA : � 6= 0

Testet blir d�armed tv�asidigt.

b) Att f�orkasta H0 inneb�ar att teorin att relativa f�or�andringar i b�orskursen i
medeltal �ar noll inte f�ar st�od av data.

c) � = 0; 01, � = 0; 05, n = 100. Testvariabel Z = X�0
�=
p
n
= X

0;001
= 1000X.

F�orkasta H0 om jzobsj > 1; 96, dvs. kritiska v�arden f�or Z �ar -1,96 och 1,96.
Kritiska v�arden f�or X blir d�arf�or -0,00196 och 0,00196.

d) Om � = 0; 003 s�a �arX � N (� = 0; 003;� = 0; 01) s�a att � = P
�
�0; 00196 < X < 0; 00196

�
=

P
�
�0;00196�0;003
0;01=

p
100

< X��
�=
p
n
< 0;00196�0;003

0;01=
p
100

�
= P (�4; 96 < Z < �1; 04) � 0; 15.

26.13

L�at X vara betalningsviljan hos en person och E (X) = � och X �ar medel-
betalningsviljan hos n = 500 oberoende personer.

a)

H0 : � = 120

HA : � > 120

b)

Oberoende observationer. Urvalet �ar stort (n > 30) s�a vi kan approximera
testvariabelns samplingf�ordelning med en normalf�ordelning.

c)

Signi�kansniv�a � = 0; 05

Testvariabel t = X�120
s=
p
500

Om H0 �ar sann �ar t approximativt N (0; 1) (eftersom n � 30)
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H0 f�orkastas om jtobsj > 1; 96P
xi = 61000P
x2i = 8692000

x =
P
xi=n = 61000=500 = 122

s2 =
�P

x2i � (
P
xi)

2 =n
�
= (n� 1) = (8692000� 610002=500) = (500� 1) =

2505

tobs =
122�120p
2505=

p
500
= 0; 89, dvs. H0 kan inte f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns

inte st�od f�or att tro medelbetalningsviljan �overstiger 120 kr.

26.14

a) L�at X beteckna en observation p�a en kvot och l�at E (X) = �. Vi vill
pr�ova hypotesen

H0 : � = 1

HA : � 6= 1

och antar att X �ar normalf�ordelad och att observationer p�a X �ar stokastiskt
oberoende.

b) Signi�kansniv�a � = 0; 05

Testvariabel t = x�1
S=
p
n

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (n� 1). F�orkasta H0 om jtobsj > 2; 262

x = 14;63
10

= 1; 463

s2 = 1
10�1

�
22; 4483� 14;632

10

�
� 0; 1161

tobs =
1;463�1p
0;1161=

p
10
� 4; 30, dvs. H0 f�orkastas p�a 5 procents niv�an.
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26.15

L�at X vara tillverkningskostnaden per liter. Vi vet att X � N (�; �X = 4)

L�atX vara medelv�ardet av 16 f�orpackningar s�a attX � N
�
�; �X =

4p
16
= 1

�
H0 : � = 10

HA : � > 10

Beslutsregel: H0 f�orkastas om X > 11; 65

a)

P (Typ I fel) = P
�
X > 11; 65;H0 sann

�
= P

�
X��
�
X
> 11;65�10

1

�
= P (Z > 1; 65) �

0; 05

b)

Antag � = 13

P (Typ II fel) = P
�
X < 11; 65;� = 13

�
= P

�
X��
�
X
< 11;65�13

1

�
= P (Z < �1; 35) �

0; 085

26.16

L�at X vara fokuseringstiden hos en slumpm�assigt vald kamera. Vi vet att
X � N (�; �X = 20).

Man g�or n = 25 observationer och l�at X beteckna medelv�ardet av fokuser-
ingstiderna.

a) H0 : � = 50

HA : � < 50

b) Vi vill anv�andaX som testvariabel. OmH0 �ar sann s�a �arX � N
�
� = 50; �X =

20p
25
= 4

�
.

H0 f�orkastas om x < k, d�ar k �ar kritiskt v�arde. Med signi�kansniv�an
� = 0; 05 best�ams det kritiska v�ardet k genom P

�
X < k

�
= 0; 05, dvs.

P
�
X�50
4

< k�50
4

�
= 0; 05. Om H0 �ar sann �ar

X�50
4

� N (0; 1), vilket inneb�ar
att �

�
k�50
4

�
= 0; 05. Eftersom � (�1; 64) = 0; 05 f�oljer det att k�50

4
= �1; 64,

dvs. k = 43; 44
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c) � = P
�
X > k;� = 40

�
= P

�
X�40
4

> 43;44�40
4

�
= P (Z > 0; 86) = 1 �

� (0; 86) � 1� 0; 8056 = 0; 1944.

26.17

L�at X vara antal friska. Vi vet att X � bin (n = 50; �)

H0 : � = 0; 5

HA : � = 0; 6

Beslutsregel: F�orkasta H0 om 28 eller 
er blir friska

a) P (Typ I fel) = P (X � 28;H0 sann)

n� = 50�0; 5 = 25 > 5 och n (1� �) = 50�0; 5 = 25 > 5 s�a att approximation
med normalf�ordelning �ar m�ojlig

P (Typ I fel) = P
�

X�n�p
n�(1��)

� 28�0;5�50�0;5p
50�0;5�0;5

�
= 1� P (Z � 0; 71) � 0; 2389

b) P (Typ II fel) = P (X < 28;HA sann)

n� = 50�0; 6 = 30 > 5 och n (1� �) = 50�0; 4 = 20 > 5 s�a att approximation
med normalf�ordelning �ar m�ojlig

P (Typ II fel) = P
�

X�n�p
n�(1��)

< 28�0;5�50�0;6p
50�0;6�0;4

�
= P (Z � �0; 72) � 0; 2358

26.18

L�at P vara proportionen i urvalet som skulle r�osta p�a Socialdemokraterna
och att E (P ) = � �ar proportionen i populationen. Vi vill pr�ova

H0 : � = 0; 3101

HA : � < 0; 3101

med signi�kansniv�an � = 0; 05.

OmH0 �ar sann s�a �ar P � N
�
� = 0; 3101; �2P =

0;3101(1�0;3101)
1921

= 0; 000111368
�
:

Testvariabeln blir d�arf�or Z = P�0;31p
0;000111368

och H0 f�orkastas om zobs < �1; 64.

zobs =
0;289�0;3101p
0;000111368

� �2; 00, dvs. H0 f�orkastas p�a 5 procentsniv�an och det
�nns empiriskt st�od f�or p�ast�aendet att v�aljarsympatierna hade g�att ner efter
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valet.

26.19

L�atX vara l�angden av ett armeringsj�arn i meter. Vi vet attX � N (�; �X = 0; 006)

H0 : � = 1

HA : � < 1

n = 9 armeringsj�arn kontrolleras. �2
X
= �2X=n = 0; 006

2=9 = 0; 0022 s�a att

X � N (�; �X = 0; 002)

Beslutsregel: H0 f�orkastas om X < 0; 997

a) P (Typ I fel) = P (X < 0; 997;H0 sann) = P
�
X��
�
X
< 0;997�1

0;002

�
= P (Z � �1; 5) �

0; 0668

b) n armeringsj�arn kontrolleras. �2
X
= �2X=n = 0; 0062=n s�a att X �

N (�; �X = 0; 006=
p
n)

P (Typ I fel) = P (X < 0; 997;H0 sann) = P
�
X��
�
X
< 0;997�1

0;006=
p
n

�
= P (Z < �0; 5

p
n) =

0; 05

Men P (Z < �1; 64) = 0; 05 s�a att �0; 5
p
n = �1; 64

n =
�
�1;64
�0;5

�2
= 10; 76, man beh�over minst n = 11 observationer.

26.20

L�at X vara tjockleken hos ett slumpm�assigt valt papper och l�at X vara
medeltjockleken hos n = 100 slumpm�assigt valda papper. Vi vet att stan-
dardavvikelsen hos X �ar � = 0; 003. Enligt Centrala gr�ansv�ardessatsen �ar
d�a X � N

�
�; �X =

0;003p
100
= 0; 0003

�
.

a) H0 : � = 0; 06

HA : � 6= 0; 06

Testet �ar tv�asidigt.

b) Maskinen justeras om man f�orkastar H0.

c) Maskinen justeras inte om man inte f�orkastar H0.
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d) Om H0 �ar sann s�a �ar X � N (� = 0; 06; �X = 0; 0003). H0 f�orkastas om
X < k1 eller omX > k2, d�ar k1 och k2 �ar kritiska v�arden. De kritiska v�ardena

best�ams genom P
�
k1 < X < k2

�
= 0; 95, dvs. P

�
k1�0;06
0;0003

< X��
�
X
< k2�0;06

0;0003

�
=

0; 95. Detta �ar ekvivalent med att �
�
k1�0;06
0;0003

�
= 0; 025 och �

�
k2�0;06
0;0003

�
=

0; 925. Eftersom � (�1; 96) = 0; 05 och � (1; 96) = 0; 975 f�oljer det att
k1�0;06
0;0003

= �1; 96, dvs. k1 = 0; 06 � 0; 0003 � 1; 96 = 0; 059412 och k2�0;06
0;0003

=
1; 96, dvs. k2 = 0; 06 + 0; 0003 � 1; 96 = 0; 060588.

e) (i) � = P
�
k1 < X < k2;� = 0; 061

�
= P

�
0;059412�0;061

0;0003
< X��

�
X
< 0;060588�0;061

0;0003

�
�

P (�5; 29 < Z < �1; 37) � 0; 0853.

(ii) � = P
�
k1 < X < k2;� = 0; 0597

�
= P

�
0;059412�0;0597

0;0003
< X��

�
X
< 0;060588�0;0597

0;0003

�
�

P (�0; 96 < Z < 2; 96) � 0; 9985� 0; 1685 = 0; 83.
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27. PR�OVNING AV HYPOTESER OM FLERA

POPULATIONSMEDELV�ARDEN

27.1

L�at X1 och X2 vara bromsstr�acka hos respektive biltyp och �1 respektive �2
medelbromsstr�acka.

H0 : �1 = �2

HA : �1 6= �2
Signi�kansniv�a: � = 5%

Testvariabel: t = X1�X2

SP

q
1
n1
+ 1
n2

; S2P =
(n1�1)S21+(n2�1)S22

n1+n2�2 �ar polad varians

Stora urval s�a att samplingf�ordelningen f�or t approximeras med N (0; 1)

Beslutsregel: H0 f�orkastas om jtobsj > 1; 96

S2P =
(64�1)6;37+(64�1)5;44

64+64�2 = 5; 905; SP =
p
5; 905 = 2; 43

tobs =
29;50�27;25
2;43
p

1
64
+ 1
64

= 5; 24; dvs. H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns em-

piriskt st�od f�or att det �ar skillnad mellan biltypernas bromsstr�acka.

27.2

a) L�atX1 ochX2 vara l�onen hos en slumpm�assigt vald man respektive kvinna
och l�at �1 respektive �2 vara motsvarande medell�oner.

H0 : �1 = �2

HA : �1 6= �2

Testvariabel: t = X1�X2

SP

q
1
n1
+ 1
n2

; S2P =
(n1�1)S21+(n2�1)S22

n1+n2�2 �ar poolad varians

Samplingf�ordelningen f�or t �ar t (n1 + n2 � 2)
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Beslutsregel: H0 f�orkastas om jtobsj > tkrit d�ar tkrit �ar en percentil i t-
f�ordelningen och beror av signi�kansniv�an.

b) L�onerna antas vara normalf�ordelade med samma varians f�or b�ade m�an
och kvinnor. Observationerna antas vara stokastiskt oberoende.

c) Signi�kansniv�a: � = 5%

x1 =
257
9
= 28; 56, x2 =

272;2
9
= 30; 24

s21 =
1
9�1

�
7461; 96� 2572

9

�
� 15; 3978, s22 = 1

9�1

�
8295; 04� 272;22

9

�
� 7; 8128

S2P =
(9�1)6;37+(9�1)5;44

9+9�2 = 11; 6053; SP =
p
11; 6053 � 3; 406 7

tobs =
28;56�30;24
3;4067

p
1
9
+ 1
9

� �1; 046 1, dvs. H0 kan inte f�orkastas p�a 5 %-niv�an.
Det �nns inget empiriskt st�od f�or att det �ar skillnad i medell�on f�or m�an och
kvinnor vid den aktuella produktionsavdelningen.

27.3

L�at Y1 vara reaktionstiden hos vana Fast Move spelare och Y2 reaktionstiden
hos personer som inte spelar Fast Move. L�at �1 och �2 vara respektive
medelreaktionstid.

a) Observationerna �ar oberoende av varandra. Antalet observationer i b�ada
urvalen �ar stora s�a att approximation med normalf�ordelningen kan g�oras.

H0 : �1 = �2

HA : �1 < �2

b) Signi�kansniv�a: � = 5%

Testvariabel: t = Y 1�Y 2
SP

q
1
n1
+ 1
n2

; S2P =
(n1�1)S21+(n2�1)S22

n1+n2�2 �ar polad varians

Stora urval s�a att samplingf�ordelningen f�or t approximeras med N (0; 1)

Beslutsregel: H0 f�orkastas om tobs < �1; 64

S2P =
(50�1)0;19+(50�1)0;15

50+50�2 = 0; 17; SP =
p
0; 17 = 0; 4123

tobs =
2;5�2;7

0;4123
p

1
50
+ 1
50

= �2; 43; dvs. H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns
empiriskt st�od f�or att vana Fast Move spelare har kortare reaktionstid.
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27.4

L�at X1 vara tiden det tar att f�orpacka ett slumpm�assigt valt par skor f�or
en anst�alld med den gamla utbildningen och X2 vara motsvarande tid f�or
en anst�alld med den nya utbildningen. L�at �1 och �2 vara motsvarande
medeltider.

H0 : �1 = �2

HA : �1 6= �2
Signi�kansniv�a: � = 5%

Testvariabel: t = X1�X2

SP

q
1
n1
+ 1
n2

; S2P =
(n1�1)S21+(n2�1)S22

n1+n2�2 �ar polad varians

Samplingf�ordelningen f�or t �ar t (16)

Beslutsregel: H0 f�orkastas om jtobsj > 2; 12

x1 =
31;7
9
� 3; 52, x2 = 28;4

9
� 3; 16

s21 =
1
9�1

�
113; 61� 31;72

9

�
� 0; 2444, s22 = 1

9�1

�
91; 22� 28;42

9

�
� 0; 2003

S2P =
(9�1)6;37+(9�1)5;44

9+9�2 � 0; 2205; SP �
p
0; 2205 � 0; 4695

tobs =
3:52�3:16

0:4695
p

1
9
+ 1
9

� 1:63, dvs. H0 kan inte f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns
inget empiriskt st�od f�or att det �ar skillnad i medeltid f�or de tv�a programmen.

27.5

Vi vill pr�ova H0 : �1 = �2 mot HA : �1 > �2, d�ar �1 och �2 �ar medelavkast-
ningen per delomr�ade. Signi�kansniv�a � = 0; 05

Tv�a orelaterade urval med n1 = n2 = 25 observationer och x1 = 16; 5, s1 =

1; 5, x2 = 15 och s2 = 1; 6. Poolad varians blir d�a s
2
P =

(25�1)1;52+(25�1)1;62
25+25�2 =

2:405.

Testvariabel. t = x1�x2
sP

q
1
n1
+ 1
n2

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (n1 + n2 � 2)

Beslutsregel: F�orkasta H0 om tobs > t0;95 (48) � 1; 68
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tobs =
16;5�15

p
2;405

p
1
25
+ 1
25

� 3; 42, dvs. H0 f�orkastas och det kan antas att det nya
g�odselmedlet �ar b�attre �an det gamla.

27.6

Vi vill pr�ova H0 : �1 = �2 mot HA : �1 > �2, d�ar �1 �ar medelf�ors�aljningen
p�a l�ordagar och �2 �ar medelf�ors�aljningen p�a m�andagar. Signi�kansniv�a � =
0; 05

Tv�a orelaterade urval med n1 = n2 = 25 observationer och x1 = 19124,
s1 = 5064, x2 = 17766 och s2 = 3758. Poolad varians blir d�a s2P =
(25�1)50642+(25�1)37582

25+25�2 � 44592

Testvariabel. t = x1�x2
sP

q
1
n1
+ 1
n2

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (n1 + n2 � 2)

Beslutsregel: F�orkasta H0 om tobs > t0;95 (48) � 1; 68

tobs =
19124�17766
4459
p

1
25
+ 1
25

= 1:08, dvs. H0 kan inte f�orkastas och det �nns inga

tydliga bel�agg f�or att f�ors�aljningen �ar st�orre p�a l�ordagar �an p�a m�andagar.

27.7

L�at D vara �okning i puls och �D vara medelpuls�okning.

H0 : �D = 0

HA : �D > 0

F�oruts�attningar: oberoende observationer mellan individer. Observationerna
�ar normalf�ordelade.

Signi�kansniv�a: � = 5%

Antal par av observationer n = 10

Testvariabel: t = D
SD=

p
n

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (n� 1)

Beslutsregel: H0 f�orkastas om tobs > t0;95 (9) = 1; 833

d = (24 + 10 + 19 + 25 + 15 + 4 + 12 + 30 + 23 + 30) =10 = 19; 2
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s2D = (4376� 1922=10) = (10� 1) = 689; 6=9 = 76; 62

tobs =
19;2p

76;62=
p
10
= 6; 94; dvs. H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns empiriskt

st�od f�or att snus �okar hj�artfrekvensen.

27.8

L�at D vara hastighetsf�or�andringen och anta att D �ar normalf�ordelad med
v�antev�ardet �D och variansen �

2. Observationer p�a D �ar

22, 4, 11, 10, 1, 8, 37, 9, 23, 1, 9, -1

Antag att observationerna �ar oberoende av varandra. Vi vill pr�ova hypotesen

H0 : �D = 0

HA : �D > 0

Signi�kansniv�a � = 5%

Testvariabel: t = D
SD=

p
n

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (11).

Beslutsregel: H0 f�orkastas om tobs > 1; 796

d = 134=12 � 11; 1667

s2D = (2848� 1342=12) = (12� 1) � 122; 8788

tobs =
11;1667p

122;8788=
p
12
� 3; 49; dvs. H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns

empiriskt st�od f�or att �asynen av polisbilen f�ar bilisterna att s�anka farten.
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27.9

L�at D vara skillnaden i tentamenspo�ang mellan kursdeltagare och ej kurs-
deltagare och l�at �D vara medelskillnad i tentamenspo�ang.

H0 : �D = 0

HA : �D 6= 0

F�oruts�attningar: oberoende observationer mellan individer. Observationerna
�ar normalf�ordelade.

Signi�kansniv�a: � = 5%

Antal par av observationer n = 6

Testvariabel: t = D
SD=

p
n

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (n� 1)

Beslutsregel: H0 f�orkastas om jtobsj > t0;975 (5) = 2; 571

d = (7 + 2 + 7 + 2� 1 + 10) =6 = 4; 5

s2D = (207� 272=6) = (6� 1) = 85; 5=5 = 17; 1

tobs =
4;5p

17;1=
p
6
= 2; 67; dvs. H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an. Det �nns empiriskt

st�od f�or att den f�orberedande kursen har e�ekt p�a tentamensresultatet.

27.10

L�at D vara f�or�andringen i reaktionstid och anta att D �ar normalf�ordelad med
v�antev�ardet �D och variansen �

2. Observationer p�a D �ar

-0,07 0,66 0,77 -0,11 0,49 0,70 0,97 0,60 0,57

Antag att observationerna �ar oberoende av varandra. Vi vill pr�ova hypotesen

H0 : �D = 0

HA : �D 6= 0

Signi�kansniv�a � = 2%

Testvariabel: t = D
SD=

p
n

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (8).
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Beslutsregel: H0 f�orkastas om jtobsj > 2; 896

d = 4; 58=9 � 0; 5089

s2D = (3; 4014� 4; 582=9) = (9� 1) � 0; 1338

tobs =
0;5089p
0;1338=

p
9
� 4; 17; dvs. H0 f�orkastas p�a 2 %-niv�an. Det �nns empiriskt

st�od f�or att reaktionstiden f�or�andras.

27.11

L�at D vara l�onef�or�andring och l�at �D vara medell�onef�or�andring.

a)Vi vill pr�ova om kursen inneb�ar att l�onen �okar efter genomg�angen kurs.

H0 : �D = 0

HA : �D > 0

b)F�oruts�attningar: oberoende observationer mellan individer. Observation-
erna �ar normalf�ordelade.

c)Signi�kansniv�a: � = 5%

Testvariabel: t = D
SD=

p
n

Antal par av observationer n = 9

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (n� 1)

Beslutsregel: H0 f�orkastas om tobs > t0;95 (8) = 1; 86

d = (0; 1� 0; 1 + 0 + 0; 1 + 0; 2 + 0 + 0; 2 + 0; 3� 0; 1) =9 = 0; 0778

s2D = (0; 21� 0; 72=9) = (9� 1) = 0; 1556=8 = 0; 0194

tobs =
0;0778p
0;0194=

p
9
� 1; 68; dvs. H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an. Det �nns inget

empiriskt st�od f�or att kursen p�averkar l�onen positivt.

27.12

L�at D vara skillnaden i pris mellan Tores livs och Sveahallen och anta att D
�ar normalf�ordelad med v�antev�ardet �D och variansen �

2. Observationer p�a
D �ar

0,45 0,10 0,15 0,20 0,90 0,90 0,15 -0,80 0,10
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Antag att observationerna �ar oberoende av varandra. Vi vill pr�ova hypotesen

H0 : �D = 0

HA : �D 6= 0

Signi�kansniv�a � = 5%

Testvariabel: t = D
SD=

p
n

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (8).

Beslutsregel: H0 f�orkastas om jtobsj > 2; 306

d = 2; 15=9 � 0; 2389

s2D = (2; 5675� 2; 152=9) = (9� 1) � 0; 2567

tobs =
0;2389p
0;2567=

p
9
� 1; 41; dvs. H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an. Det �nns inget

empiriskt st�od f�or att priserna �ar olika.

27.13

L�at D vara skillnaden i handl�aggningstid mellan avdelningarna och l�at �D
vara medelskillnad i handl�aggningstid. Vi vill pr�ova om det �nns n�agon
skillnad i handl�aggningstid mellan avdelningarna.

H0 : �D = 0

HA : �D 6= 0

F�oruts�attningar: oberoende observationer mellan individer. Observationerna
�ar normalf�ordelade. Signi�kansniv�a: � = 5%

Antal par av observationer n = 8

Testvariabel: t = D
SD=

p
n

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (n� 1)

Beslutsregel: H0 f�orkastas om jtobsj > t0;975 (7) = 2; 365

d = (1� 2 + 0� 2 + 1� 2 + 1 + 0) =8 = �0; 375

s2D =
�
15� (�3)2 =8

�
= (8� 1) = 13; 875=7 = 1; 9821
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tobs =
�0;375p
1;9821=

p
8
= �0; 7534; dvs. H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an. Det

�nns inget empiriskt st�od f�or att det f�oreligger n�agon skillnad mellan avdel-
ningarna.

27.14

L�at D vara skillnaden mellan TBs och SWs v�ardering av en l�agenhet och
anta att D �ar normalf�ordelad med v�antev�ardet �D och variansen �

2. Obser-
vationer p�a D �ar

45 10 15 20 90 90 15 -80 10 (tusentals kr)

Antag att observationerna �ar oberoende av varandra. Vi vill pr�ova hypotesen

H0 : �D = 0

HA : �D 6= 0

Signi�kansniv�a � = 5%

Testvariabel: t = D
SD=

p
n

Om H0 �ar sann s�a �ar t � t (8).

Beslutsregel: H0 f�orkastas om jtobsj > 2; 306

d = 215=9 � 23; 8889

s2D = (25675� 2152=9) = (9� 1) � 2567; 361

tobs =
23;8889p

2567;361=
p
9
� 1; 41; dvs. H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an. Det �nns

inget empiriskt st�od f�or att TB och SW v�arderar l�agenheterna olika.

27.15

Vi vill pr�ova H0 : �1 = �2 = �3 mot att minst ett �j skiljer sig fr�an de
andra, d�ar �j �ar f�orv�antad po�ang p�a tentamen i grupp (behandling) j. Sig-
ni�kansniv�a � = 0; 05

Vi har n1 = n2 = n3 = 10 observationer och medelv�ardena i grupperna �ar
x1 = 62; 7, x2 = 63; 3 och x3 = 61; 7. Medelv�ardet av alla observationer �ar
x: = 62; 5667.

SSA = (60� 62; 7)2 + (61� 62; 7)2 + : : : + (69� 61; 7)2 = 1846; 3, SS0 =
(60� 62; 5667)2 + (61� 62; 5667)2 + : : :+ (69� 62; 5667)2 = 1859; 367
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Testvariabel. F = (SS0�SSA)=(3�1)
SSA=(30�3)

Om H0 �ar sann s�a �ar F � F (3� 1; n1 + n2 + n3 � 3)

Beslutsregel: F�orkasta H0 om Fobs > F0;95 (2; 27) = 3; 35

Variation SS fg MS F
Mellan grupper 13,067 2 6,533 0,096
Inom grupper 1846,300 27 68,381
Totalt 1859,367 29

Fobs =
(1859;367�1846;3)=2

1846;3=27
= 0; 096 dvs. H0 kan inte f�orkastas. Det �nns inet

empiriskt evidens f�or att grupperna skiljer sig �at i tentamenspo�ang

27.16

Vi vill pr�ova H0 : �1 = �2 = �3 = �4 mot att minst ett �j skiljer sig fr�an de
andra, d�ar �j �ar f�orv�antad bensinf�orbrukning f�or biltyp j. Signi�kansniv�a
� = 0; 05

Vi antar att bensinf�orbrukningen �ar normalf�ordelad med samma varians f�or
alla biltyper och att observationerna �ar stokastiskt oberoende.

Vi har n1 = n2 = n3 = n4 = 10 observationer och medelv�ardena i grupperna
�ar x1 = 0; 70, x2 = 0; 64 och x3 = 0; 67 och x4 = 0; 65. Eftersom alla grup-
per har samma antal observationer blir medelv�ardet av alla observationer
x: = (0; 70 + 0; 64 + 0; 67 + 0; 65) =4 = 0; 665. Varianserna i grupperna ob-
serverades till s21 = 0; 0025, s

2
2 = 0; 0019, s

2
3 = 0; 0024 och s

2
4 = 0; 0022.

Detta ger SSA = (16� 1) 0:0025+(16� 1) 0:0019+(16� 1) 0:0024+(16� 1) 0:0022 =
0; 135 och SS0�SSA = 16 (0:70� 0:665)2+16 (0:64� 0:665)2+16 (0:67� 0:665)2+
16 (0:65� 0:665)2 = 0:0336.

Testvariabel. F = (SS0�SSA)=(4�1)
SSA=(64�4)

Om H0 �ar sann s�a �ar F � F (4� 1; n1 + n2 + n3 + n4 � 4)

Beslutsregel: F�orkasta H0 om Fobs > F0;95 (3; 60) = 2; 76
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Variation SS fg MS F
Mellan grupper 0,0336 3 0,0112 4,98
Inom grupper 0,1350 60 0,00225
Totalt 0,1686 63

Fobs =
0;0336=3
0;1350=60

= 4; 98 dvs. H0 f�orkastas p�a 5% niv�an. Det �nns ett empiriskt
evidens f�or att bensinf�orbrukningen �ar olika f�or de olika biltyperna.

27.17

Vi vill pr�ova H0 : �1 = �2 = �3 mot att minst ett �j skiljer sig fr�an de andra,
d�ar �j �ar f�orv�antad v�ardering som m�aklare j g�or. Signi�kansniv�a � = 0; 05

Vi antar att v�arderingarna �ar normalf�ordelad med samma varians f�or alla
m�aklare och objekt och att observationerna �ar stokastiskt oberoende.

Observationerna p�a ett objekt �ar relaterade, s�a vi har n = 9 block och m = 3
m�aklare.

Med observationer uttryckta i miljoner kronor f�ar vi SSA = 0; 025311 och
SS0 = 0; 043383 s�a att SS0 � SSA = 0; 043383� 0; 025311 = 0; 018072.

Testvariabel. F = (SS0�SSA)=(3�1)
SSA=(9�3�9�3+1)

Om H0 �ar sann s�a �ar F � F (2; 16)

Beslutsregel: F�orkasta H0 om Fobs > F0;95 (2; 16) = 3; 63

Fobs =
0;018072=2
0;025311=16

= 5; 71 dvs. H0 f�orkastas. Det �nns empiriskt st�od f�or att
m�aklarna g�or olika v�arderingar av sammaobjekt.

27.18

Vi vill pr�ova H0 : �1 = �2 = �3 mot att minst ett �j skiljer sig fr�an de
andra, d�ar �j �ar f�orv�antad handl�aggningstid p�a avdelning j. Signi�kansniv�a
� = 0; 05

Vi antar att v�arderingarna �ar normalf�ordelad med samma varians f�or alla
observationer att observationerna �ar stokastiskt oberoende.

Observationerna p�a ett objekt �ar relaterade, s�a vi har n = 8 �arenden (block)
och m = 3 avdelningar.

Vi f�ar SSA = 11; 417 och SS0 = 18 s�a att SS0�SSA = 18�11; 417 = 6; 583.
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Testvariabel. F = (SS0�SSA)=(3�1)
SSA=(8�3�8�3+1)

Om H0 �ar sann s�a �ar F � F (2; 14)

Beslutsregel: F�orkasta H0 om Fobs > F0;95 (2; 14) = 3; 74

Fobs =
6:583=2
11:417=14

= 4:036 dvs. H0 f�orkastas p�a 5% niv�an. Det �nns empiriskt
st�od f�or att handl�aggningstiden �ar olika p�a de tre avdelningarna.
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28. LINJÄAR REGRESSION MED EN

FÄORKLARINGSVARIABEL

28.1

Lºat vara kroppsvikt utan fett och energiomsÄattning. Anta att
( 2), dÄar = + och att observationer pºa och Äar stokastiskt

oberoende. Frºan exempel 19.2 vet vi att = 516 5
12

= 43 042, = 14881
12

=
1240 08, = 1127 5780, 2 = 46 8936. Vi fºar dºa parameteruppskat-
tningarna av och som = 2 = 1127 5780

46 8936
= 24 045 respektive =

= 1240 08 24 045 43 042 = 205 13. Residualerna kan nu berÄaknas
genom = ( + ) vilket ger = 2 = 87732 25. Vidare vet
vi att = ( 1) 2 = (12 1) 35088 8106 = 385976. sºa att =

= 385976 87732 25 = 298243 75 sºa att fÄorklaringsgraden blir
2 = = 298243 75

385976
= 0 773. En uppskattning av 2 som 2 = ¡2

=
87732 25
12¡2

= 8773 2.

Vi testar nu 0 : = 0. Testvariabel Äar = och 0 fÄorkastas pºa 5 % nivºan

om 0 975 ( 2) = 2 228. Det gÄaller att 2 =
2

( ¡1) 2 = 8773 2
(12¡1)46 8936

=

17 008 sºa att = 24 045p
17 008

= 5 83, dvs. 0 fÄorkastas pºa 5% nivºan och det
¯nns empiriskt evidens fÄor att kroppsvikt utan fett linjÄart pºaverkar fÄorvÄantad
energiomsÄattning. Prediktionsintervall fÄor energiomsÄattningen fºas genom

0 975 ( 2) 0 dÄar 2
0 =

2 1 + 1 + ( ¡ )2

( ¡1) 2 . FÄor = 43 fºar vi 43 =

205 13 + 24 045 43 = 1239 1 och 2
43 = 8773 2 1 + 1

12
+ (43¡43 042)2

(12¡1)46 8936
=

9504 3 sºa att ett prediktionsintervall fÄor dºa = 43 Äar 1239 1 2 228 9504 3
dvs. 1239 1 217 21. FÄor FÄor = 50 fºar vi 50 = 205 13 + 24 045 50 =

1407 4 och 2
50 = 8773 2 1 + 1

12
+ (50¡43 042)2

(12¡1)46 8936
= 10328 sºa att ett predik-

tionsintervall fÄor dºa = 50 Äar 1407 4 2 228 10328 dvs. 1407 4 226 42.
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28.2

Lºat vara gÄodselmÄangd och skÄord. Vi fºar fÄorst att = 2800, 2 =
1400000, = 23520, 2 = 83260850 och = 10472500. Detta

ger =
10472500¡ 2800¢23520

7

1400000¡ 28002

7

= 3 8018 och = 23520
7

3 80182800
7

= 1839 3.

Vidare fºar vi = 83260850 235202

7
= 4233650. Residualer berÄaknas

genom = ( + ) vilket ger = 2 = 186650.och fÄoljaktligen
= = 4233650 186650 = 4047000 = 4047000. Detta ger

2 = 4047000
4233650

= 0 956. FÄor att prÄova hypotesen 0 : = 0 berÄaknar vi

fÄorst 2 = ¡2
= 186650

7¡2
= 37330 och 2 = 37330

1400000¡ 28002

7

= 0 13332 vilket

ger testvariabeln = 3 8018p
0 13332

= 10 412. 0 fÄorkastas pºa 5% nivºan om

0 975 (7 2) = 2 571. Vi ser att 0 fÄorkastas pºa 5% nivºan och
vi drar slutsatsen att gÄodselmÄangden pºaverkar fÄorvÄantad mÄangd skÄord. Dºa
= 400 fºar vi uppskattningan av fÄorvÄantad skÄord till 400 = 1839 3+3 8018

400 = 3360 med uppskattad varians 37330 1
7
+

(400¡2800
7 )

2

1400000¡ 28002

7

= 5332 9 sºa

att ett kon¯densintervall blir 3360 2 571 5332 9, dvs. 3360 187 75.

Dºa = 400 fºar vi 2
0 = 37330 1 + 1

7
+

(400¡ 2800
7 )

2

1400000¡ 28002

7

= 42663 sºa att ett

prediktionsintervall fÄor ges av 3360 2 571 42663 dvs. 3360 531.

28.3

Lºat vara mÄangd vatten i liter och vara tiden till kokning i sekunder. En
¯gur Äover observationer pºa och Äar
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En modell Äover sambandet mellan och Äar = + +

Vi fºar att = 5 7, 2 = 4 025, = 2173, = 1507 45,
2 = 565777.

Minstakvadratskattningar av och Äar

=
¡
2¡( )

2 = 1507 45¡5 7¢2173 10
4 025¡5 72 10

= 346 44

= = 2173
10

346 445 7
10

= 19 829

Residualerna berÄaknas genom = (19 829 + 346 44 ) Summan av
kvadrerade residualer blir = 2 = 446 28. Totala kvadratsumman

Äar = ( )2 = 2 ( )
2

= 565777 21732

10
= 93584 1. Vi fºar

dÄarfÄor = = 93584 1 446 28 = 93138 och 2 = =
93138
93584 1

= 0 995.

Äar en uppskattning av tiden i sekunder det tar att vÄarma ett tomt kÄarl till
100 grader. Äar en uppskattning av hur mycket lÄangre tid i sekunder det tar
att vÄarma en liter vatten.

Det ¯nns ett kausalt samband mellan vattenmÄangd och tid till kokning.
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28.4

Lºat vara pris och vara sºald kvantitet. En ¯gur Äover observationer pºa
och Äar

En modell Äover sambandet mellan och Äar = + +

Vi fºar att = 257, 2 = 8399, = 1190, = 37695, 2 =
179350.

Minstakvadratskattningar av och Äar

=
¡
2¡( )

2 = 37695¡257¢1190 8
8399¡2572 8

= 3 7358

= = 1190
8

( 3 7358) 257
8

= 268 76

Residualerna kan nu berÄaknas genom = (268 76 3 7358 ). Sum-
man av kvadrerade residualer blir = 2 = 343 53. Totala kvadrat-

summan Äar = ( )2 = 2 ( )
2

= 179350 11902

8
= 2337 5.

Vi fºar dÄarfÄor = = 2337 5 343 53 = 1994 0 och 2 =
= 1994 0

2337 5
= 0 853

har ingen meningsfull tolkning. Äar en uppskattning av hur mycket
fÄorsÄaljningen Äokar dºa priset Äokar med en krona.
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Sambandet mellan och Äar inte kausalt.

28.5

Lºat vara ºalder och vikten hos smºa barn. Beteckna vÄantevÄardet fÄor
med . Ett linjÄart samband mellan fÄarvÄantad vikt och ºalder Äar dºa =
+ . En tolkning av Äar fÄodelsevikten och en tolkning av Äar viktÄokning

under en nmºanad. Vi har = 10 observationer. Ett punktdiagram Äover
observationerna Äar

Vi fºar att = 37, 2 = 160, = 70 94, 2 = 526 01 och
= 284 02.

Minstakvadratuppskattning av och Äar

=
¡
2¡( )

2 = 284 02¡37¢70 94 10
160¡372 10

= 0 93255

= = 70 94
10

0 9325537
10

= 3 6436

FÄor att prÄova hypotesen 0 : = 0 antar vi att observationerna Äar nor-
malfÄordelade och stokastiskt oberoende. Vi berÄaknar fÄorst residualer =

3 6436 0 93255 och en uppskattning av residualvariansen 2 =
2 ( 2) = 0 336. Detta ger en uppskattning av variansen av som

2 =
2

2¡( )
2 = 0 336

160¡ 372

10

= 0 014545.

Testvariabeln berÄaknas till = = 0 93255p
0 014545

= 7 732 4. 0 fÄorkastas pºa

5% nivºan om 0 975 (10 2) = 2 306. Vi ser att 0 fÄorkastas pºa 5%
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nivºan, dvs. det ¯nns ett empiriskt evidens att vikten Äokar medºalder hos smºa
barn.

Kon¯densintervall fÄor dºa = 1 ges av 1 0 975 (8)
1 + (1¡ )2

( ¡1) 2 , vi fºar

intervallet 3 6436+ 0 93255 1 2 306 1
10
+ (1¡3 7)2

23 1
, dvs. 4 5762 1 486 6.

FÄor = 3 5 fºar vi pºa motsvarande sÄatt 3 6436+0 93255 3 5 2 306 1
10
+ (3 5¡3 7)2

23 1
,

dvs. 6 9075 0 7355

och fÄor = 6 fºar vi 3 6436+0 93255 6 2 306 1
10
+ (6¡3 7)2

23 1
, dvs. 9 2389

1 3227.

Ett prediktionsintervall fÄor dºa = 3 5 ges av 1 0 975 (8) 1 + 1 + (3 5¡ )2

( ¡1) 2 .

Detta ger prediktionsintervallet 3 6436+0 93255 3 5 2 306 1 + 1
10
+ (3 5¡3 7)2

23 1
,

dvs. 6 9075 2 4205

28.6

Vi vet att = 22, = 5 2, = 4 4, = 140 och = 260.

Dºa Äar = + = 140 + 260 = 400 sºa att 2 = = 260
400

= 0 65.

FÄor att prÄova hypotesen 0 : = 0 kan vi anvÄand testvariabeln =
¡
( ¡2)

och fÄorkasta 0 pºa 1% nivºan om 0 99 (1 2) = 0 99 (1 20) =

8 10. Vi fºar att = 400¡140
140 (22¡2)

= 37 143, dvs. 0 fÄorkastas pºa 1% nivºan.

Alternativt kan vi anvÄanda testvariabeln = , dÄar 2 =
2

( ¡1) 2 ,
2 = ¡2

.

0 fÄorkastas pºa 1% nivºan om 0 995 ( 2) = 0 995 (20) = 2 845

Vi ser fÄorst att 2 = 140
22¡2

= 7. Eftersom = gÄaller det att ( 1) 2 =
2 ( ¡1) 2

2 = 2
2 = 0 65 400

(¡4 4)2
= 13 430. Detta ger 2 = 7

13 430
=

0 52122 och = ¡4 4p
0 52122

= 6 0946, dvs. 0 fÄorkastas pºa 1% nivºan.

28.7

Lºat vara temperatur och syremÄangd. Beteckna vÄantevÄardet av med
. Ett linjÄart samband mellan och Äar = + . Ett punktdiagram

Äover observationerna Äar

91



Det gÄaller att = 1100, 2 = 111760, = 110, 2 = 1372 och
= 11660 och = 11. Minstakvadratuppskattningar av och ges

dºa av

=
¡
2¡( )

2 = 11660¡1100¢110 11
111760¡11002 11

= 0 375

= = 110
11

0 375 1100
11

= 27 5

FÄor att prÄova hypotesen 0 : = 0 antar vi att observationerna Äar nor-
malfÄordelade och stokastiskt oberoende. Vi berÄaknar fÄorst residualer =

( 27 5 + 0 375 ) och en uppskattning av residualvariansen 2 = 2 ( 2) =
24 5 (11 2) = 2 722. Detta ger en uppskattning av variansen av som
2 =

2

2¡( )
2 = 2 722

111760¡ 11002

11

= 0 0015466

Testvariabeln berÄaknas till = = 0 375p
0 0015466

= 9 5355. 0 fÄorkastas pºa

5% nivºan om 0 975 (11 2) = 2 262. Vi ser att 0 fÄorkastas pºa 5%
nivºan, dvs. det ¯nns ett empiriskt evidens fÄor att temperaturen pºaverkar
mÄangden syre i slutprodukten.

28.8

Lºat vara lÄoptempo och VOmax. Beteckna vÄantevÄardet av med .
Ett linjÄart samband mellan och Äar = + . Ett punktdiagram Äover
observationerna Äar
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Det gÄaller att = 162 5, 2 = 1791 25, = 665, 2 = 29923 och
= 7316 5 och = 15. Minstakvadratuppskattningar av och ges

dºa av

=
¡
2¡( )

2 = 7316 5¡162 5¢665 15
1791 25¡162 52 15

= 3 6432

= = 665
15

3 6432 162 5
15

= 4 8653

FÄor att prÄova hypotesen 0 : = 0 antar vi att observationerna Äar nor-
malfÄordelade och stokastiskt oberoende. Vi berÄaknar fÄorst residualer =

(4 8653 + 3 6432 ) och en uppskattning av residualvariansen 2 =
2 ( 2) = 32 076 (15 2) = 2 467. Detta ger en uppskattning av

variansen av som 2 =
2

2¡( )
2 = 2 467

1791 25¡ 162 52

15

= 0 080011

Testvariabeln berÄaknas till = = 3 6432p
0 080011

= 12 880. 0 fÄorkastas pºa

5% nivºan om 0 975 (15 2) = 2 16. Vi ser att 0 fÄorkastas pºa 5%
nivºan, dvs. det ¯nns ett empiriskt evidens fÄor att lÄoptempo pºaverkar VOmax.

Ett 95 %-igt kon¯densintervall fÄor ges av 0 975 ( 2) , detta ger oss
kon¯densintervallet 3 6432 2 16 0 080011, dvs. 3 6432 0 61098

28.9

Lºat vara mÄangden av fÄodoÄamnet och vara viktÄokning. Beteckna vÄantevÄardet
av med .Ett linjÄart samband mellan och Äar = + .

a) Enligt uppgiften gÄaller det att = 150, = 180, ( )2 = 295,
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( )2 = 295, = 0 7, 2 = 2 59 och = 60. Vi bÄorjar med att
uppskatta parametrarna i det linjÄara sambandet = + . Vi har ingen
uppgift om ( ) ( ), som Äar tÄaljaren i uttrycket fÄor , men vi vet

att = ( ) ( ) ( )2 ( )2, sºa att

( ) ( ) = ( )2 ( )2 = 0 7 295 295 = 206 5

=
( ¡ )( ¡ )

( ¡ )2
= 206 5

295
= 07

= = 150
60

0 7 180
60

= 0 4

En uppskattning av den fÄorvÄantade viktÄokningen om = 1 25 blir dÄarfÄor
0 4 + 0 7 1 25 = 1 275.

b) En uppskattning av variansen fÄor Äar 2 ( )2 = 2 59 295 =
0 0087797 Eftersom Äar stort ges ett 95 %-igt kon¯densintervall fÄor av
0 7 1 96 0 0087797, dvs. 0 7 0 18365

c) En uppskattning av den fÄorvÄantade viktÄokningen om = 3 0 Äar 0 4+0 7

3 0 = 2 5. Variansen fÄor en ny observation vid = 3 0 Äar 2 59 1 + 1
60
+

(3 0¡ 150
60 )

2

295
=

2 6354 sºa att ett 95 %-igt prediktionsintervall ges av 2 5 1 96 2 6354, dvs.
2 5 3 1818

28.10

Lºat vara mÄangden av temperatur och vara hur djupt impregneringsvÄatskan
har trÄant in. Beteckna vÄantevÄardet av med .Ett linjÄart samband mellan
och Äar = + . Ett punktdiagram Äover observationerna Äar
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a) I uppgiften Äar det givet att 2 = 4500, 2 = 120 8, = 697 och
= 10. Frºan givna data betÄaknar vi = 200 och = 34 6. Vi ska

uppskatta parametrarna och .

=
¡
2¡( )

2 = 697¡200¢34 6 10
4500¡2002 10

= 0 01

= = 34 6
10

0 01 200
10

= 3 26

b) FÄor att prÄova hypotesen 0 : = 0 antar vi att observationerna pºa
Äar normalfÄordelade och stokastiskt oberoende. Vi berÄaknar fÄorst residualer

= (3 26 + 0 01 ) och en uppskattning av residualvariansen 2 =
2 ( 2) = ( 2) = 1 034 (10 2) = 0 129. Detta ger en upp-

skattning av variansen av som 2 =
2

2¡( )
2 = 0 129

4500¡ 2002

10

= 0 000258

Testvariabeln berÄaknas till = = 0 01p
0 000258

= 0 6226. 0 fÄorkastas

pºa 5% nivºan om 0 975 (10 2) = 2 306. Vi ser att 0 kan inte
fÄorkastas pºa 5% nivºan, dvs. det ¯nns inget starkt empiriskt evidens fÄor att
temperaturen pºaverkar djupet av impregneringen linjÄart.

Alternativt kan vi berÄakna = 2 ( )2 = 120 8 34 62 10 = 1 084
och sedan anvÄanda testvariabeln = 1 084¡1 034

1 034 (10¡2)
= 0 38685. 0 fÄorkastas

om 0 05 (1 10 2) = 5 32, dvs. 0 kan inte fÄorkastas pºa 5 %-nivºan.
Observeta att = 2 .

28.11

a) Lºat vara kiselhalt och vara hºardhet hos jÄarnet. Beteckna vÄantevÄardet
av med . Ett linjÄart samband mellan och Äar = + . Ett
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punktdiagram Äover observationerna Äar

b) Vi ska uppskatta parametrarna i det linjÄara sambandet. Frºan de givna
observationerna fºar vi = 8 75, 2 = 15 9375, = 317 5, 2 =
20768 75, = 575 och = 5. Vi fºar dÄarfÄor

=
¡
2¡( )

2 = 575¡8 75¢317 5 5
15 9375¡8 752 5

= 31 0

= = 317 5
5

31 8 75
5

= 9 25

c) FÄor att prÄova hypotesen 0 : = 0 antar vi att observationerna pºa
Äar normalfÄordelade och stokastiskt oberoende. Vi berÄaknar fÄorst resid-

ualer = (9 25 + 31 ) och en uppskattning av residualvariansen 2 =
2 ( 2) = ( 2) = 6 875 (3 2) = 2 294. Detta ger en upp-

skattning av variansen av som 2 =
2

2¡( )
2 = 2 294

15 9375¡ 8 752

5

= 3 6704

Testvariabeln berÄaknas till = = 31 0p
3 6704

= 16 181. 0 fÄorkastas pºa 5%

nivºan om 0 975 (5 2) = 3 182. Vi ser att 0 fÄorkastas pºa 5% nivºan,
dvs. det ¯nns ett empiriskt stÄod fÄor att kiselhalten pºaverkar hºardheten.

Alternativt kan vi berÄakna = 2 ( )2 = 20768 75 317 52 5 =
607 5 och sedan anvÄanda testvariabeln = 607 5¡6 875

6 875 (5¡2)
= 262 09. 0

fÄorkastas om 0 05 (1 5 2) = 10 1, dvs. 0 kan inte fÄorkastas pºa 5
%-nivºan.

28.12

a) Lºat vara fÄororeningsgrad och vara instrumentets utslag. Beteckna
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vÄantevÄardet av med . Ett linjÄart samband mellan och Äar = + .
Ett punktdiagram Äover observationerna Äar

Vi uppgift Äar att uppskatta parametrarna i det linjÄara sambandet. Frºan
de givna observationerna fºar vi = 112, 2 = 846 26, = 1654,

2 = 213998, = 12898 80 och = 15 vilket ger uppskattningarna

=
¡
2¡( )

2 = 12898 80¡112¢1654 15
846 26¡1122 15

= 54 930

= = 1654
15

54 93 112
15

= 299 88

b) FÄor att bilda ett 95 %-igt prediktionsintervall mºaste det gÄalla att obser-
vationerna pºa Äar normalfÄordelade och stokastiskt oberoende och att de har
samma varians. Residualerna berÄaknas genom = ( 299 88 + 54 93 )
och residualkvadratsumman blir = 2 = 1464 051. Detta ger oss 2 =

( 2) = 1464 051 (15 2) = 112 619. En uppskattning av dºa
= 7 blir 7 = 299 88+54 93 7 = 84 63. Variansen fÄor en prediktion av 7

Äar 2
0 = 2 1 + 1 + (7¡ )2

( ¡ )2
= 112 619 1 + 1

15
+ (7¡112 15)2

846 26¡1122 15
= 122 58.

Ett 95 %-igt prediktionsintervall dºa = 7 ges nu av 7 0 975 ( 2) 0.
Eftersom 0 975 (15 2) = 2 16 fºar vi prediktionsintervallet 84 63 2 16 122 58,
dvs 84 63 23 915.

28.13

a) Lºat vara ºalder och vara tallplantans hÄojd. Beteckna vÄantevÄardet
av med . Ett linjÄart samband mellan och Äar = + . Ett
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punktdiagram Äover observationerna Äar

Frºan observationerna berÄaknar vi fÄorst = 28, 2 = 140, = 253,
2 = 11599, = 1271 och = 7. Detta ger uppskattningarna

=
¡
2¡( )

2 = 1271¡28¢253 7
140¡282 7

= 9 25

= = 253
7

9 25 28
7
= 0 85714

b) Vi ska nu prÄova om hypotesen att lutningsparametern Äar 0. FÄor detta
mºaste det gÄalla att observationerna pºa Äar normalfÄordelade med samma
varians och att de Äar stokastiskt oberoende. Vi berÄaknar fÄorst residualerna

= ( 0 85714 9 25 ) och residualkvadratsumman = 2 =
59 107 och residualvariansen Äar 2 = ( 2) = 59 107 (7 2) =
11 821. Variansen av uppskattningen av Äar dÄarfÄor 2 = 2 ( )2 =
11 821 (140 282 7) = 0 42218. Observerat vÄarde pºa testvariabeln blir
dÄarfÄor = = 9 25 0 42218 = 14 236. Hypotesen om ingen lutning
fÄorkastas pºa 5 %-nivºan om 0 975 ( 2) = 2 571, dvs. hypotesen om
ingen lutning frkastas pºa 5%-nivºan.

Alternativt kan hypotesen testas genom att berÄakna = ( )2 =
11599 2532 7 = 2454 9 och testvariabeln =

( ¡2)
= 2454 9¡59 107

59 107 (7¡2)
=

202 67. Hypotesen fÄorkastas pºa 5%-nivºan om 0 95 (1 2) = 6 61,
dvs. vi kan fÄorkasta hypotesen om ingen lutning.

c) En uppskattning av dºa = 4 Äar 4 = 0 85714 + 9 25 4 = 36 143.
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Variansen fÄor en prediktion av 4 Äar
2
0 =

2 1 + 1 + (4¡ )2

( ¡ )2

= 11 821 1 + 1
7
+ (4¡28 7)2

140¡282 7
= 13 510. Ett 95 %-igt prediktionsintervall dºa

= 4 ges dÄarfÄor av 4 0 975 ( 2) 0. Eftersom 0 975 (5 2) = 2 571 fºar
vi prediktionsintervallet 36 143 2 571 13 510, dvs 36 143 9 45.

28.14

a) Lºat vara exponeringsutrymme och vara fÄorsÄaljning i kr. Beteckna
vÄantevÄardet av med . Ett linjÄart samband mellan och Äar = + .
Ett punktdiagram Äover observationerna Äar

Frºan observationerna berÄaknar vi fÄorst = 90, 2 = 660, = 4432,
2 = 1596279, = 32140 och = 15. Vi fºar dºa uppskattningarna

=
¡
2¡( )

2 = 32140¡90¢4432 15
660¡902 15

= 46 233

= = 4432
15

46 233 90
15

= 18 069

b) FÄor att berÄakna fÄorklaringsgraden berÄaknar vi fÄorst residualerna =
(18 069 46 233 ) och residualkvadratsumman = = 30259 2.

Totala kvadratsumman Äar = ( )2 = 1596279 44322 15 =
286761 733. FÄorklaringsgraden berÄaknas dºa till 2 = ¡ = 286761 733¡30259 2

286761 733
=

0 894
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c) En uppskattning av variansen fÄor uppskattningen av ges av 2 = 2 ( )2 =

(30259 2 (15 2)) (660 902 15) = 19 397. Ett konfudensintervall fÄor
Äar 0 975 ( 2) ,dvs. 46 233 2 16 19 397 som utrÄaknat blir 46 233
9 5131. Eftersom ett 95%-igt kon¯densintervall fÄor inte tÄacker 0, kan vi
fÄorkasta nollhypotesen 0 : = 0 med signi¯kansnivºan 5%.

d) En uppskattning av dºa = 8 Äar 8 = 18 069+46 233 8 = 387 93. Vi-

dare fºar vi att en uppskattning av variansen fÄor 8 Äar
2
0 =

2 1 + 1 + (8¡ )2

( ¡ )2
=

30259 2
15¡2

1 + 1
15
+ (8¡90 15)2

660¡902 15
= 2560 4. Ett 95%-igt prediktionsintervall dºa

= 8 Äar 8 0 975 ( 2) 0 vilket ger 387 93 2 16 2560 4, dvs. 387 93
109 30.

28.15

a) Lºat vara antal dagar efter klÄackning och vara vinglÄangden. Beteckna
vÄantevÄardet av med . Ett linjÄart samband mellan och Äar = + .
Ett punktdiagram Äover observationerna Äar

Frºan observationerna berÄaknar vi fÄorst = 130, 2 = 1562, =
44 40, 2 = 171 30, = 514 80 och = 13. Detta ger uppskat-
tningarna

=
¡
2¡( )

2 = 514 80¡130¢44 40 13
1562¡1302 13

= 0 27023

= = 44 40
13

0 27023 130
13

= 0 71308
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b) FÄor att berÄakna observationernas varians runt linjen berÄaknar vi fÄorst
residualerna = (0 71308 + 0 27023 ) och sedan = 2 =
0 525. En uppskattning av observationernas varians runt linjen blir dÄarmed
2 = ( 2) = 0 525 (13 2) = 0 048. Vidare fºar vi = ( )2 =
171 30 44 42 13 = 19 657 sºa att fÄorklaringsgraden Äar 2 = ¡ =
19 657¡0 525

19 657
= 0 973. Eftersom det Äar endast en fÄorklaringsvariabel i regres-

sionen blir korrelationen mellan och lika med = 0 973 = 0 986.
Korrelationen Äar positiv eftersom lutningskoe±cienten Äar positiv.

c) En uppskattning av variansen fÄor Äar 2 = 2 ( )2 = 0 048 (1562 1302 13) =
0 00018321. Ett 95%-igt kon¯densintervall fÄor blir dÄarmed 0 975 ( 1) ,
dvs. 0 2702 2 201 0 00018321 eller 0 2702 0 0298. Eftersom det 95%-iga
kon¯densintervallet inte tÄacker 0 fÄorkastas hypotesen att lutningsparametern
Äar 0 pºa signi¯kansnivºan 5 %

d) En uppskattning av dºa = 10 Äar 10 = 0 71308 + 0 27023 10 =
3 4154. Vidare fºar vi att en uppskattning av variansen fÄor 10 Äar 2

0 =
2 1 + 1 + (10¡ )2

( ¡ )2
= 0 048 1 + 1

13
+ (10¡130 13)2

1562¡1302 13
= 0 052. Ett 95%-igt

prediktionsintervall dºa = 10 Äar 10 0 975 ( 2) 0 vilket ger 3 4154
2 201 0 052, dvs. 3 4154 0 5019.

28.16

Vi vet att = 7, = 15 36 och = 16. Eftersom =
och = ¡

( ¡2)
betyder det att 16 = 15 36

(7¡2)
, dvs. = 515 36

16
= 4 8.

Observationernas varians runt regressionslinjen uppskattas med 2 = ¡2
=

4 8
7¡2

= 0 96 Vidare fºar vi att = + = 15 36 + 4 8 = 20 16 sºa

att fÄorklaringsgraden Äar 2 = = 15 36
20 16

= 0 76. FÄor att prÄova 0 : = 0
anvÄander vi testvariabeln och fÄorkastar 0 pºa signi¯kansnivºan 5 procent
om 0 95 (1 2) = 6 61. Vi ser att det observerade vÄardet pºa
Äoverstuger 6 61 sºa att 0 fÄorkastas pºa 5 procents nivºan.

28.17

a) Lºat vara kostnad fÄor marknadsfÄoring och vara fÄorsÄaljning. Beteckna
vÄantevÄardet av med . Ett linjÄart samband mellan och Äar = + .
Frºan uppgiften vet vi att = 33, 2 = 132, = 377, 2 = 14722,

= 1314 och = 10. Detta ger uppskattningarna
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=
¡
2¡( )

2 = 1314¡33¢377 10
132¡332 10

= 3 0260

= = 377
10

3 0260 33
10

= 27 714

b) Vi noterar fÄorst att = ( ( + ))2 = ( ( + ))2 =
(( ) + ( ))2

= ( )2 2 ( ) ( ) + 2 ( )2

= ( )2 2
( ¡ )( ¡ )

( ¡ )2
( ) ( )+

( ¡ )( ¡ )

( ¡ )2

2

( )2 =

( )2
( ¡ )( ¡ )

( ¡ )2
( ) ( )

= ( ) ( ).

I vºart fall fºar vi att = 14722 3772 10 = 509 1 och = 509 1
3 0260 (1314 33 377 10) = 297 58. FÄor att prÄova hypotesen 0 = 0
anvÄander vi testvariabeln = ( ) ( ( 2)) och fÄorkastar

0 pºa signi¯kansnivºan 5% om 0 95 (1 2). I vºart fall fºar gÄaller det
att 0 95 (1 2) = 5 32 och = (509 297 58) (297 58 (10 2)) =
5 6837, dvs. 0 fÄorkastas.

28.18

Lºat vara vikten hos ett Äapple och vara mÄangden juice. Beteckna vÄantevÄardet
av med . Ett linjÄart samband mellan och Äar = + . Ett punk-
tdiagram Äover observationerna Äar
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Frºan observationerna berÄaknar vi fÄorst = 1975, 2 = 274097, =
1284, 2 = 117398, = 178662 och = 15. Detta ger uppskat-
tningarna

=
¡
2¡( )

2 = 178662¡1975¢1284 15
274097¡19752 15

= 0 68316

= = 1284
15

0 68316 1975
15

= 4 3494

FÄor att berÄakna modellens fÄorklaringsgrad berÄaknar vi fÄorst residualerna =
( 4 3494 + 0 68316 ) och residualkvadratsumman = 2 =

927 926. Vidare fºar vi att = 117398 12842 15 = 7487 6 sºa att 2 =
(7487 6 927 926) 7487 6 = 0 876. Vi fºar Äaven att 2 = ( 2) =
927 926 (15 2) = 71 379. Uppskattningar av varianserna fÄor respek-

tive Äar 2 = 2 1 +
2

( ¡1) 2 = 71 379 1
15
+ (1975 15)2

274097¡19752 15
= 92 799 och

2 = 2 ( )2 = 71 397 (274097 19752 15) = 0 0050797. 95%-
iga kon¯densintervall fÄor parametrarna ges dÄarfÄor av 0 975 ( 1)
respektive 0 975 ( 1) . Vi fºar fÄor 4 3494 2 145 92 799, dvs.
4 3494 20 663 och fÄor 0 68316 2 145 0 0050797, dvs. 0 6832 0 1529.
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29. LINJ�AR REGRESSION MED FLERA

F�ORKLARINGSVARIABLER

29.1

L�at x1 vara g�odselm�angd, x2 regnm�angd och y sk�ord och beteckna f�orv�antat
v�arde av y med �X. En linj�ar regressionsmodell �ar nu �X = �+�1x1+�2x2.
Om data analyseras med ett datorprogram f�or linj�ar regression f�ar vi min-
stakvadratskattningarna a = 3057; 783, b1 = 3; 627 och b2 = �14; 359. Skat-
tningarna kan givetvis �aven f�as genom att l�osa ekvationssystemet p�a sidan
545. t-v�arden f�or parameterskattningarna �ar f�or a tobs = 13; 821, dvs. klart
signi�kant. D�aremot �ar tolkningen av � inte helt meningsfull (sk�ord utan
g�odsel och inget regn). F�or �1 och �2 �ar motsvarande t-v�arden 26; 273 (ty-
dligt signi�kant) respektive �5; 723 (ocks�a tydligt signi�kant). Kvadratsum-
morma sammanfattas i ev ANOVA tabell:

Variation SS fg MS
Regression 4213339,092 2 2106669,546
Residual 20310,908 4 5077,727
Total 4233650,000 6

En uppskattning av observationernas varians �ar SSE= (n� 3) = 20310; 908= (7� 3) =
5077727. F�orklaringsgraden �ar R2 = SSR=SST = 4213339; 092=4233650 =
0; 995.

29.2

L�at x1 vara aktiv lungkapacitet, x2 total lungkapacitet och y utandningska-
pacitet. Beteckna f�orv�antat v�arde av y med �X. En linj�ar regressions-
modell �ar �X = � + �1x1 + �2x2. Om data analyseras med ett datorpro-
gram f�or linj�ar regression f�ar vi minstakvadratskattningarna a = �0; 159,
b1 = 0; 747 och b2 = 0; 037. Skattningarna kan givetvis �aven f�as genom att
l�osa ekvationssystemet p�a sidan 545. t-v�arden f�or parameterskattningarna
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f�or lutningsparametrarna �ar, f�or �1 lika med 10; 391, dvs. signi�kant p�a 5
%-niv�an, och f�or �2 lika med 0; 491, dvs. inte signi�kant p�a 5 %-niv�an.
F�orklaringsgraden �ar R2 = 0; 939. En uppskattning av f�orv�antad lungka-
pacitet med aktiv lungkapacitet x1 = 2 och total lungkapacitet x2 = 4 �arb�2;4 = 0:159 + 0:747 � 2 + 0:037 � 4 = 1; 801.
29.3

Vi vet att n = 20 och att SST = 116300. Om b�ade x1 och x2 �ar med i
modellen f�ar vi residualkvadratsumman SSE = 34250. Vi vill nu pr�ova om
var och en av f�orklaringsvariablerna p�averkar v�antev�ardet f�or y, dvs. vi vill
pr�ova om motsvarande lutningsparameter �ar noll. Testet blir beroende av
om den andta f�orklaringsvariabeln antas vara med i modellen eller inte. Vi
beskriver h�ar fallet d�a den andra f�orklaringsvariabeln inte �ar med i modellen.
F�or att pr�ova hypotesen H0 : �1 = 0 noterar vi att residualkvadratsumman
om endast x1 �ar f�orklaringsvariabel �ar SSE = 108100, dvs. vi f�ar teststatis-
tikan Fobs = (116300� 108100) = (116300= (20� 2)) = 1; 2691. H0 f�orkastas
p�a 5%-niv�an om Fobs > F0;95 (1; 20� 2) = 4; 41, dvs. H0 kan inte f�orkastas.
F�or att pr�ova hypotesen H0 : �2 = 0 noterar vi att residualkvadratsumman
om endast x2 �ar f�orklaringsvariabel �ar SSE = 35760, dvs. vi f�ar teststa-
tistikan Fobs = (116300� 35760) = (116300= (20� 2)) = 12; 465, dvs. vi har
empiriskt evidens f�or att x2 p�averkar v�antev�ardet f�or y.

F�orklaringsgraden f�or modellen men bara x1 som f�orklaringsvariabel �ar R
2 =

(116300� 108100) =116300 = 0; 07, om bara x2 anv�ands blir det R
2 =

(116300� 35760) =116300 = 0; 69 och om b�ada f�orklaringsvariablerna anv�ands
i modellen blir f�orklaringsgraden R2 = (116300� 34250) =116300 = 0; 705

29.4

Vi inf�or beteckningarna x1 = BMI, x2 =�alder, x3 = 1 om personen �ar r�okare
och 0 annars och y = systoliskt blodtryck. Beteckna f�orv�antat v�arde av y
med �X. En linj�ar regressionsmodell �ar �X = � + �1x1 + �2x2 + �3x3. Om
data analyseras med ett datorprogram f�or linj�ar regression f�ar vi minstak-
vadratskattningarna a = 32; 671, b1 = 0; 629, b2 = 1; 365 och b3 = 6; 874.
Skattningarna kan givetvis �aven f�as genom att l�osa ekvationssystemet p�a
sidan 545. t-v�ardet f�or parameterskattningarna f�or lutningsparametrarna �ar,
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f�or �1 lika med 3; 643, dvs. �1 �ar signi�kant skild fr�an 0 p�a 5 %-niv�an, f�or �2
�ar t-v�ardet lika med 8; 512, vilket inneb�ar att ocks�a �2 �ar signi�kant skild fr�an
0 p�a 5 %-niv�an. t-v�ardet f�or �3 �ar 3,695 vilket inneb�ar att �3 �ar signi�kant
skild fr�an moll. Vi sammanfattar kvadratsummorna i f�oljande tabell

Variation SS fg MS
Regression 2395,496 3 798,499
Residual 257,704 16 16,106
Total 2653,200 19

Observationernas varians kring regressionen �ar s2 =MSE = SSE= (n� 4) =
257; 704= (20� 4) = 16; 106. F�orklaringsgraden �arR2 = SSR=SST = 2395; 496=2653; 200 =
0; 903.

29.5

Vi pr�ovar f�orst hypotesen att det inte �nns n�agon skillnad i blodtryck mellen
m�an och kvinnor. Vi anv�ander ett t-test f�or tv�a orelsterade urval. I ur-
valet med m�an f�ar vi urvalsmedelv�ardet yM = 156; 9 och urvalsvariansen
s2M = 262; 31. I urvalet med kvinnor f�ar vi urvalsmedelv�ardet yK = 144; 85
och urvalsvariansen s2K = 642; 34. Den poolade variansen blir d�a s2p =
(20�1)�262:32+(20�1)�642:34

20+20�2 = 452; 33. Det observerade t-v�ardet kan d�a ber�aknas

till tobs = (yM � yK) =
�
sP
q

1
nM
+ 1

nK

�
= (156:9� 144:85) =

�p
452:31

r�
1
20
+ 1

20

��
=

1; 792. Vi ska j�amf�ora det observerade t-v�ardet med percentiler i en t-
f�ordelning med 20+20�2 = 38 frihetsgrader. Eftersom antalet frihetsgrader
�ar stort kan vi approximera f�ordelningen med en standard normalf�ordelning.
Vi f�orkastar d�arf�or hypotesen om lika blodtryck f�or m�an och kvinnor om
jtobsj > 1; 96. Tydligen ger inte v�ara data evidens f�or att det �ar n�agon skill-
nad i blodtryck mellan m�an och kvinnor.

Vi pr�ovar nu hypotesen att det inte �nns n�agon skillnad i blodtryck mel-
lan m�an och kvinnor d�a vi tar h�ansyn �aldersf�ordelningen i de b�ada urvalen.
Vi g�or det genom att analysera en regressionsmodell med blodtryck som
beroende variabel och�alder och k�on som f�orklaringsvariabler. H�ar �ar k�on en
dummyvariabel och att pr�ova hypotesen om lika blodtryck bland m�an och
kvinnor �ar ekvivalent med att pr�ova om parametern f�or k�on �ar lika med noll.
En regressionsmodell med endast �alder som f�orklaringsvariabel ger residu-
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alkvadratsumman SS0 = 9658; 284. Om �aven k�on �ar med i modellen som
en f�orklaringsvariabel f�ar vi residualkvadratsumman SSE = 8824; 573. Det
observerade F -v�ardet blir d�a (9658:284� 8824:573) = (8824:573= (40� 3)) =
3; 5. Hypotesen om lika blodtryck f�or m�an och kvinnor f�orkastas p�a 5%-niv�an
om Fobs > F0;95 (1; 37) = 4; 11, dvs. vi kan inte f�orkasta hypotesen. Vi ser
h�ar att �alder verkar inte vara en konfounder som d�oljer en eventuell skillnad
i blodtryck mellan m�an och kvinnor.

29.6

Vi ber�aknar f�orst summor och kvadratsummor f�or de tre variablerna. F�or
Inkomst f�ar vi

P
xI;i = 225 och

P
x2I;i = 9375, f�or antal barn f�ar vi

P
xB;i =

12 och
P
x2B;i = 48 och f�or konsumtion f�ar vi

P
xK;i = 27; 6 och

P
x2K;i =

135; 52. Varianserna f�or de tre variablerna blir d�a s2I = (9375� 2252=6) = (6� 1) =
187; 5, s2B = (48� 122=6) = (6� 1) = 4; 8 och s2K = (135:52� 27:62=6) = (6� 1) =
1; 712. F�or att kunna ber�akna korrelationer beh�over vi f�orst ber�akna ko-
varianserna. Produktsummorna �ar

P
xI;ixB;i = 400,

P
xI;ixK;i = 1020 ochP

xB;ixK;i = 68; 8. Kovarianserna blir d�armed sI;B = (400� 225 � 12=6) = (6� 1) =
�10; 0, sI;K = (1020� 225 � 27:6=6) = (6� 1) = �3; 0 och sB;K =

(68:8� 12 � 27:6=6) = (6� 1) = 2; 72.

Korrelationen mellan konsumtion och inkomst blir d�armed rI;K = sI;K= (sIsK) =
�3=

p
187:5 � 1:712 = �0; 16744, ett n�agot f�orv�anande resultat eftersom det

inneb�ar att familjer med h�ogre inkomst konsumerar mindre.

Vi ber�aknar nu den partielle korrelationen mellan konsumtion och inkomst
givet antal barn. F�or det beh�over vi f�orst ber�akna korrelationerna mellan
inkomst och barn, rI;B = sI;B= (sIsB) = �10=

p
187:5 � 4:8 = �0; 33333

och rB;K = sB;K= (sBsK) = 2:72=
p
4:8 � 1:712 = 0; 94885. Den partiella

korrelationen mellan konsumtion och inkomst n�ar vi tar h�ansyn till an-

tal barn blir d�armed rI;K�B = (rI;K � rI;BrK;B) =
�q
1� r2I;B

q
1� r2K;B

�
=

((�0:16744)� (�0:33333) � 0:94885) =
�p
1� 0:333332

p
1� 0:948852

�
= 0; 5,

vilket �ar ett mer f�orv�antat resultat. Vi ser att antal barn �ar en konfounder
som p�averkar sambandet mellan inkomst och konsumtion.
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29.7

L�at x vara po�ang p�a f�ortestet, y po�ang p�a testet efter f�ors�oket och beteckna
v�antev�ardet av y med �x. En regressionsmodell �ar d�a �x = �+�x. Parame-
trarna � och � kan uppskattas med ett datorprogram f�or regression. Detta
ger skattningarna a = 3; 029 och b = 1; 037. Residualkvadratsumman �ar
SS0 = 40; 011. Vi vill nu pr�ova om sambandet �ar lika i de b�ada grupperna
och introducerar d�arf�or en dummyvariabel d som har v�ardet 0 f�or metod
A och v�ardet 1 f�or metod B. Vi bildar ocks�a en ny variabel som probduk-
ten av variablerna x och d, xd = x � d. En regressionsmodell med dessa
variabler �ar �x = � + �1x + �2d + �3xd. Om sambandet �ar lika i de b�ada
grupperna �ar �2 = �3 = 0. F�or att pr�ova hypotesen att dessa parametrar
�ar 0 skattar vi modellen med alla tre f�orklaringsvariablerna. Den ger resid-
ualkvadratsumman SSE = 28; 741. Det observerade F -v�ardet blir d�arf�or
Fobs = ((40:011� 28:741) =2) = (28:741= (10� 4)) = 1; 1764. Hypotesen om
lika samband f�orkastas p�a 5%-niv�an om Fobs > F0;95 (2; 6) = 5; 14, dvs. det
�nns inget evidens f�or att sambandet �ar olika i de tv�a grupperna.

29.8

Vi ska uppskatta parametrar i en llinj�ar regressionsmodell med givna sum-
mor av observationerna. Det ekvationssystem som de�nierar parameterskat-
tningarna �ar 8><>:

20a +38b1 +34b2 = 189
38a +154b1 +91b2 = 673
34a +91b1 +150b2 = 579

Ekvationssystemet kan t.ex.l�osas med successiv eliminering och ger l�osningen

a = 0; 128
b1 = 3; 234
b2 = 1; 869

29.9

Den partiella korrelationen mellan vikten av ett fullvuxet tr�ad, X, och skot-
tens tillv�axt under de f�orsta fyra�aren, Y , d�a inverkan fr�an stammens omf�ang
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vid marken hos ett fullvuxet tr�ad, Z, �ar

rX;Y �Z =
rX;Y � rX;Z � rY;Zq
1� r2X;Z

q
1� r2Y;Z

=
0:2� 0:9 � 0:4p
1� 0:92

p
1� 0:44

= �0; 3719

29.10

L�at P vara priset per kg p�a kalkon, T utbudet av kalkon per person och C
utbudet av kyckling per person med observationer under sex�ar. L�at �P vara
f�orv�antat v�arde av P . En linj�ar regressionsmodell �ar d�a �P = �+�1T +�2C.
F�or att uppskatta parametrarna s�atter vi upp ekvationssystemet8><>:

6a +14; 9b1 +105b2 = 554
14; 9a +37; 89b1 +264; 8b2 = 1345; 6
105a +264; 8b1 +1863b2 = 9548

med l�osningen
a = 184; 978
b1 = �27; 824
b2 = �1; 346

Om utbudet av kyckling (C) �okar med tv�a enheter samtidigt som utbudet av
kalkon (T ) minskar med en halv enhet f�orv�antar vi oss att priset p�a kalkon
(P ) f�or�andras med (�27:824)�(�0:5)+(�1:345)�0:5 = 13; 24, dvs vi f�orv�antar
oss att priset �okar med 13; 24 kr per kg.

29.11

L�at Y vara dragh�allfastheten ochX vara tjockleken p�a st�arkelse�lm. De�niera
en dummyvariabek d genom att den f�ar v�ardet 0 om observationen �ar fr�an
Dasheen och 1 om den �ar fr�an Sweet potato. En linj�ar regressionsmodell �ar
E (Y ) = �+�1X+�2d. I denna modell antar vi att det �ar samma lutning f�or
de tv�a st�arkelse�lmerna. Vi skattar modellen med hj�alp av ett datorprogram
f�or linj�ar regression och f�ar residualkvadratsumman 6293; 498. Bilda nu en
ny variabel, xd = X � d och skatta modellen E (Y ) = �+ �1X + �2d+ �3xd.
I denna modell f�ar lutningarna vara olika f�or de b�ada st�arkelse�lmerna och
parametern �3 anger skillnaden i lutning. N�ar denna modell skattas f�ar
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vi residualkvadratsumman SSE = 655; 333. Genom att till�ata olika lut-
ningar f�orb�attras allts�a modellanpasningan med SS0 = 6293:498�655:333 =
5638; 2. Vi kan nu testa om f�or�andringen �ar signi�kant med ett F -test och
anv�ander d�a testvariabeln F = SS0= (SSE= (n� p)) och f�orkastar hypotesen
om lika lutning p�a 5%-niv�an om Fobs > F0;95 (1; n� p) = F0;95 (1; 9� 4) =
6; 61. Vi f�ar att Fobs = 5638:2= (655:333= (9� 4)) = 43; 018, dvs. det �nns
empiriskt evidens f�or att lutningen �ar olika f�or de tv�a st�arkelsesorterna.

29.12

a) Vi vet att df f�or total �ar 100 � 1 = 99 och f�or regression 5. Vi kan d�a
komplettera tabellen enligt f�oljande:

SS df MS F
Regression 822 5 164,4 82,2
Residual 188 94 2,0
Total 1000 99

b) R2 = SSR=SST = 822=1000 = 0; 822

c) F�or att pr�ova hypotesen H0 : �1 = �2 = �3 = �4 = 0 mot att minst
en av parametrarna �ar skild fr�an 0, m�aste det g�alla att observationerna p�a
beroendevariabeln �ar normalf�ordelade med konstant varians, att alla obser-
vationer �ar stokastiskt oberoende av varandra och att f�orklaringsvariablerna
�ar m�atta utan m�atfel. Testvariabel f�or att pr�ova H0 �ar F och H0 f�orkastas
p�a 5%-niv�an om Fobs > F0;95 (5; 94) = 4; 40. Vi ser att Fobs = 82; 2 s�a att H0
f�orkastas p�a 5%-niv�an.

29.13

a) L�at x1 reklamkonstander i tv, x2 vara reklamkonstnader i bio, x3 reklamkost-
nader i tidningar och Y f�ors�aljning av marksten. Beteckna v�antev�ardet av
Y med �x. En regressionsmodell �ar d�a �x = � + �1x1 + �2x2 + �3x3. Para-
metrarna �, �1,�2 och �3 kan uppskattas med ett datorprogram f�or regres-
sion. Detta ger skattningarna a = �8; 473, b1 = 5; 158, b2 = �0; 797 och
b3 = 1; 004.

b) F�orklaringsgraden �ar R2 = 0; 964.
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c) F�or att pr�ova hypotesen H0 : �1 = �2 = �3 = 0 mot att n�agon �j �ar
skild fr�an 0, m�aste det g�alla att Y �ar normalf�ordelad med samma varians
f�or alla observationer, att observationerna �ar stokastiskt oberoende och att
det inte �ar n�agra m�atfel i f�orklaringsvariablerna. Vi anv�ander F -testet och
f�orkastar H0 p�a 5%-niv�an om Fobs > F0;95 (3; 8) = 4; 07. Vi f�ar att Fobs =
((SST � SSE) =3) = (SSE= (n� p)) = ((5174:917� 187:136) =3) = (187:136= (12� 4)) =
71; 075, dvs. H0 f�orkastas p�a 5%-niv�an.

29.14

a) F�or att pr�ova hypotesen H0 : �1 = �2 = �3 = 0 mot att n�agon �j �ar
skild fr�an 0, m�aste det g�alla att Y �ar normalf�ordelad med samma varians
f�or alla observationer, att observationerna �ar stokastiskt oberoende och att
det inte �ar n�agra m�atfel i f�orklaringsvariablerna. Vi anv�ander F -testet och
f�orkastar H0 p�a 5%-niv�an om Fobs > F0;95 (3; 12) = 3; 49. Vi f�ar att Fobs =
((SST � SSE) =3) = (SSE= (n� p)) = ((1280000� 84832) =3) = (84832= (16� 4)) =
56; 355, dvs. H0 f�orkastas p�a 5%-niv�an.

b) Vi ska nu pr�ova om var och en av parametrarna �ar signi�kant skilld fr�an 0.
Vi anv�ander t-testet och f�orkastar H0 : �j = 0 mot HA : �j 6= 0 p�a 5%-niv�an
om jtobsj > t0;975 (n� p) = 2; 179 f�or j = 1; 2; 3. Observerade t-v�arden f�as
genom tobs = bj=sbj . F�or inkomst f�ar vi tobs = 0:12=0:0165 = 7; 2727, f�or
banktillg�angar f�ar vi tobs = �0:026=0:0060 = �4; 3333 och f�or antal barn
f�ar vi tobs = �22:76=23:49 = �0:96892, dvs. inkomst och banktillg�angar �ar
signi�kanta p�a 5%-niv�an medan antal barn inte �ar det.

c) En uppskattning av variansen �ar s2 = SSE= (n� p) = 84832= (16� 4) =
7069; 3. Modellens f�orklaringsgrad �ar R2 = (SST � SSE) =SSE =

(1280000� 84832) =1280000 = 0; 93:
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30. ANALYS AV TIDSSERIER

30.1

Data och berÄakningar visas i tabellerna nedan.

FÄor att berÄakna sÄasongkomponenterna bildar fÄorst fyratermers lÄopande medelvÄarden,
dvs. fÄor en tidpunkt mellan andra och tredje kvartalet 2010 fºar vi 89 9+102 4+98 1+109 6

4
=

100 0, osv.

Centrera de lÄopande medelvÄardena sºa att fÄor tredje kvartalet 2010 fºar det
utjÄamnade vÄardet 100 0+102 775

2
= 101 39
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Tidpunkt OmsÄattning 4 term lÄop mv Centrerat SÄasongrensad
2010 I 89,9 94,88
2010 II 102,4 100,01
2010 III 98,1 100,000 101,39 99,98
2010 IV 109,6 102,775 103,91 105,13
2011 I 101,0 105,050 106,26 105,98
2011 II 111,5 107,475 108,13 109,11
2011 III 107,8 108,775 109,61 109,68
2011 IV 114,8 110,450 109,89 110,33
2012 I 107,7 109,325 108,68 112,68
2012 II 107,0 108,025 107,14 104,61
2012 III 102,6 106,250 105,05 104,48
2012 IV 107,7 103,875 103,78 103,23
2013,I 98,2 103,675 103,61 103,18
2013,II 106,2 103,050 103,71 103,81
2013,III 102,1 103,875 104,16 103,98
2013,IV 109,0 104,450 105,26 104,53
2014,I 100,5 106,075 107,1 105,48
2014,II 112,7 108,125 108,85 110,31
2014,III 110,3 109,575 110,08 112,18
2014, IV 114,8 110,575 110,71 110,33
2015,I 104,5 110,850 111,13 109,48
2015,II 113,8 111,400 111,41
2015,III 112,5 114,38

Uppskattningar av sÄasongkomponenten fºas nu genom att bilda di®erenser fÄor
observerade vÄarden och utjÄamnade vÄarden. FÄor det tredje kvartalet 2010 fºar
vi 98 1 101 39 = 3 29 osv. fÄor de andra kvartalen. Uppskattningarna fÄors
in i tabellen nedan.
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ºAr Kvartal
I II III IV

2010 -3,29 5,69
2011 -5,26 3,37 -1,81 4,91
2012 -0,98 -0.14 -2,45 3,92
2013 -5,41 2,49 -2,06 3,74
2014 -6,60 3,85 0,22 4,09
2015 -6,63

MedelvÄarde -4,976 2,393 -1,878 4,470
SÄasongkomponent -4,978 2,391 -1,880 4,468

Bilda sedan medelvÄarden fÄor varje kvartal. FÄor kvartal I fºar vi ¡5 26¡0 98¡5 41¡6 60¡6 63
5

=
4 976 och pºa samma sÄatt fÄor de andra kvartalen.

FÄor att uppskattningarna av sÄasongkomponenten ska summera till 0 subtra-
herar vi medelvÄardet av dessa uppskattningar, dvs. vi subtraherar ¡4 976+2 393¡1 878+4 470

4

= 0 00225. FÄor fÄorsta kvartalet blir dÄarfÄor uppskattningen av sÄasongkomponenten
4 976 0 002 = 4 978 och motsvarande fÄor de andra kvartalen.

SÄasongrensade vÄarden fºas nu genom att subtrahera sÄasongkomponenterna
frºan de observerade vÄardena. FÄor fÄorsta kvartalet 2010 fºar vi 89 9 ( 4 978)
94 88 osv. Resultaten Äar redovisade i kolumnen till hÄoger i tabellen ovan.
De sÄasongrensade vÄardena fÄormodas endast bero av trend och konjunktur.

30.2

a) Resultat frºan alla berÄakningar visas i tabellerna nedan.

FÄor att berÄakna sÄasongkomponenterna bildar fÄorst fyratermers lÄopande medelvÄarden,
dvs. fÄor en tidpunkt mellan andra och tredje kvartalet 2017 fºar vi 99+63+73+167

4
=

100 50, osv.

Centrera de lÄopande medelvÄardena sºa att fÄor tredje kvartalet 2017 fºar det
utjÄamnade vÄardet 100 50+102 75

2
= 101 625
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Tidpunkt Produktion 4 term lÄop mv Centrerat SÄasongrensad Exp. utj.
2017 I 99 100,44 99,00
2017 II 63 100,19 95,40
2017 III 73 100,50 101,625 92,06 93,16
2017 IV 167 102,75 104,375 109,31 100,54
2018 I 108 106,00 110,000 109,44 101,29
2018 II 76 114,00 114,875 113,19 98,76
2018 III 105 115,75 119,625 124,06 99,38
2018 IV 174 123,50 126,375 116,31 106,85
2019 I 139 129,25 133,000 140,44 110,06
2019 II 99 136,75 139,625 136,19 108,96
2019 III 135 142,50 154,06 111,56
2019 IV 197 139,31 120,10

Uppskattningar av sÄasongkomponenten fºas nu genom att bilda di®erenser fÄor
observerade vÄarden och utjÄamnade vÄarden, Se tabellen nedan. FÄor det tredje
kvartalet 2017 fºar vi 73 101 625 = 28 625 osv. fÄor de andra kvartalen.

Bilda sedan medelvÄarden av di®erenserna fÄor varje kvartal. FÄor kvartal I fºar
vi ¡2 000¡6 000

2
= 4 000 och pºa samma sÄatt fÄor de andra kvartalen.

FÄor att uppskattningarna av sÄasongkomponenten ska summera till 0 subtra-
herar vi medelvÄardet av dessa uppskattningar, dvs. vi subtraherar ¡4 000¡39 750¡21 625+55 12

4

= 2 5625. FÄor fÄorsta kvartalet blir dÄarfÄor uppskattningen av sÄasongkomponenten
4 000 ( 2 5625) = 1 437 5 och motsvarande fÄor de andra kvartalen.

ºAr Kvartal
I II III IV

2017 -28.625 62,625
2018 -2,000 -38,875 -14,625 47,625
2019 -6,000 -40,625

MedelvÄarde -4,000 -39,750 -21,625 55,125
SÄasongkomponent -1,438 -37,188 -19,063 57,688

b) SÄasongkomponenterna subtraheras frºan de observerade vÄardena. FÄor
fÄorsta kvartalet 2017 fºar vi 99 ( 1 438) 100 44 osv. Resultaten Äar
redovisade i kolumnen till hÄoger i tabellen ovan. De sÄasongrensade vÄardena
fÄormodas endast bero av trend och konjunktur.
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c) Med = 0 1 fºar vi den exponentiellt utjÄamnade serien som visas i den
hÄogra kolumnen i tabellen ovan. FÄor t.ex. det andra kvartalet 2017 fºar vi
0 1 63 + 0 9 99 = 95 4 osv. vilket ger = 22686.

30.3

a) FÄor att berÄakna sÄasongkomponenterna bildar fÄorst fyratermers lÄopande
medelvÄarden, dvs. fÄor en tidpunkt mellan andra och tredje kvartalet 2016
fºar vi 7 5+1 5+2 5+5 0

4
= 4 125, osv.

Centrera de lÄopande medelvÄardena sºa att fÄor tredje kvartalet 2016 fºar det
utjÄamnade vÄardet 4 125+3 875

2
= 4 0

Tidpunkt ElfÄorbr. 4 term lÄop mv Centrerat SÄasongrens Exp.utj. Holtz-Winte
2016 I 7,5 5,02
2016 II 1,5 3,75 6,00 1,50
2016 III 2,5 4,125 4,0000 4,38 5,12 1,80
2016 IV 5,0 3,875 3,9375 3,73 5,09 4,33
2017 I 6,5 4,000 4,0625 4,02 5,44 6,18
2017 II 2,0 4,125 4,3125 4,25 4,58 2,43
2017 III 3,0 4,500 4,7500 4,88 4,19 2,80
2017 IV 6,5 5,000 5,2500 5,23 4,77 6,06
2018 I 8,5 5,500 5,6250 6,02 5,70 8,34
2018 II 4,0 5,750 5,9375 6,25 5,27 4,58
2018 III 4,0 6,125 6,1875 5,88 4,96 3,99
2018 IV 8,0 6,250 6,3125 6,73 5,72 7,54
2019 I 9,0 6,375 6,5625 6,52 6,54 8,96
2019 II 4,5 6,750 6,8125 6,75 6,03 5,07
2019 III 5,5 6,875 7.38 5,90 5,37
2019 IV 8,5 7,23 6,55 8,15

Uppskattningar av sÄasongkomponenten fºas nu genom att bilda di®erenser fÄor
observerade vÄarden och utjÄamnade vÄarden, Se tabellen nedan. FÄor det tredje
kvartalet 2016 fºar vi 2 5 4 0 = 1 5 osv. fÄor de andra kvartalen.

Bilda sedan medelvÄarden av di®erenserna fºar varje kvartal. FÄor kvartal I fºar
vi 1 9375+2 8750+2 4375

3
= 2 416 7 och pºa samma sÄatt fÄor de andra kvartalen.

FÄor att uppskattningarna av sÄasongkomponenten ska summera till 0 subtra-
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herar vi medelvÄardet av dessa uppskattningar, dvs. vi subtraherar 2 4167¡2 1875¡1 8125+1 3333
4

= 0 0625 FÄor fÄorsta kvartalet blir dÄarfÄor uppskattningen av sÄasongkomponenten
2 4167 ( 0 0625) = 2 4792 och motsvarande fÄor de andra kvartalen.

ºAr Kvartal
I II III IV

2016 -1,5000 1,0625
2017 1,9375 -2,3125 -1,7500 1,2500
2018 2,8750 -1,9375 -2,1875 1,6875
2019 2,4375 -2,3125

MedelvÄarde 2,4167 -2,1875 -1,8125 1,3333
SÄasongkomponent 2,4792 -2,2500 -1,8750 1,2708

b) SÄasongkomponenterna subtraheras frºan de observerade vÄardena. FÄor
fÄorsta kvartalet 2016 fÄar vi 7 5 2 4792 = 5 0208 osv. Resultaten Äar re-
dovisade i kolumnen till hÄoger i tabellen ovan. De sÄasongrensade vÄardena
fÄormodas endast bero av trend och konjunktur.

c) Med = 0 25 fºar vi den exponentiellt utjÄamnade serien som visas i den
hÄogra kolumnen i tabellen ovan. FÄor t.ex. det andra kvartalet 2016 fºar vi
0 25 1 5 + 0 75 7 5 = 6 0 osv. vilket ger = 119 68.

e) Prova med nºagra olika vÄarden pºa och , VÄardena = 0 9 och = 0 4
med initialvÄardena ¤

16 = 16 = 1 5 och ¤
16 = 16 16 = 1 5

7 5 = 6 ger ¤
16 = 0 9 2 5+0 1 (1 5 + ( 6)) = 1 8 och ¤

16 = 0 4
(1 8 1 5) + 0 6 ( 6) = 3 48. VÄardet pºa Äar 249 32. Den utjÄamnade
serien visas i tabellen ovan.

Seriens vÄarden, den sÄasongrensade serien, den exponentiellt utjÄamnade serien
och bearbetad med Holt-Winters metod visas i ¯guren nedan.
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30.4

SÄatt tillgºang och efterfrºagan lika med varandra: 0 = 0 + ¡1 och
lÄos ut priset vid tidpunkt : = 0 0 ¡1 = ¡1 + , dÄar vi har
gjort fÄorenklingen = och = ( 0 0) . Notera att Äar en fÄorsta
ordningens autoregressiv process.

Uttrycket fÄor ger oss nu att 1 = ¡2 + Skriv in detta i uttrycket
fÄor sºa att = ¡1 + = ( ¡2 + ) + = 2

¡2 + + . FortsÄatt
pºa samma sÄatt att skriva uttrcket fÄor ¡2 och sºa vidare. Detta ger till slut
uttrycket = 0 +

¡1 + ¡2 + + 0 = 0 +
¡1
=0 . Men detta

Äar en geometrisk serie sºa att = 0 +
¡1
¡1 . Vi ser att serien konvergerar

om och endast om = 1, dvs. om och endast om .

Om priset konvergerar mot nºagot tal, sÄag ¤, mºaste det gÄalla att ¤ =
¤ + . LÄoser vi ut ¤ fºar vi ¤ =

1¡ = ( 0¡ 0)
1¡(¡ )

= 0¡ 0

+
.

FÄor = 2, = 1 6, 0 = 160, 0 = 120 och 0 = 15 fºar vi prisutvecklingen
som visas i nedanstºaende ¯gur. Vi ser hur priset varierar upp och ner, men
stabiliserar sig kring ¤ = 160¡120

2+1 6
= 11 11
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30.5

Tidsserien avser slutkurser pºa Googleaktien. En plot av tidsserien Äar

Vi Äonskar anpassa en fÄorsta ordningens autoregressiv modell och plottar fÄorst
mot ¡1
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Figuren antyder ett linjÄart samband mellan och ¡1. Vi berÄaknar nu
erforderliga summor fÄor uppskattning av modellparametrar

= 3629 07 2 = 693572 83 = 19

¡1 = 3636 29 2
¡1 = 696351 37 ¡1 = 694850 30

=
694850 30¡ 3629 07¢3636 29

19

696351 37¡3636 292

19

= 0 7192

= 3629 07
19

0 7192 3636 29
19

= 53 361

= 187 356, 2 = 187 356
19¡2 = 11 021

FÄor att prÄova 0 : = 0 berÄaknar vi = 0 7192
p
11 021 696351 37¡ 3636 292

19

=

4 4651. Eftersom 0 975 (17) = 2 11 fÄorkastar vi 0 pºa 5 pro-
centsnivºan.

Alternativt kan vi prÄova 0 genom att berÄakna = 693572 83 3629 072

19
=

407 09 sºa att = 407 09¡187 356
187 356 (19¡2) = 19 938. Vi ser att 0 95 (1 17) =

4 45 sºa att 0 kan fÄorkastas pºa 5 procentsnivºan.

Prognos fÄor +1 och +2 blir 53 361+0 7192 188 81 = 189 15 respektive
53 361 + 0 7192 189 15 = 189 40.
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30.6

Lºat vara priset pºa bÄar i kr/kg vid tidpunkten . Observationer pºa
visas i nedanstºaende ¯gur

Vi antar att den betingade fÄordelningen fÄor givet att ¡1 = ¡1 har
vÄantevÄardet = + ¡1. Nedan visas en plot av mot ¡1

Figuren antyder att det ¯nnas ett linjÄart, negativt, samband mellan mot

¡1 vilket motiverar modellen. Vi vill nu uppskatta parametrarna och
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med minstakvadratmetoden. FÄoljande summor erhºalls:

= 266 04 2 = 2963 26 = 24

¡1 = 266 91 2
¡1 = 2983 65 ¡1 = 2945 39

Detta ger

=
2945 39¡ 266 04¢266 91

24

2983 65¡ 266 912

24

= 0 87106

= 266 04
24

( 0 87106) 266 91
24

= 20 772

Processen konvergerar mot =
1¡ vilket uppskattas med = 20 772

1¡(¡0 87106) =

11 102 kr/kg.

30.7

Lºat vara dagliga relativa kursfÄorÄandringar vid StockholmsbÄorsen. En plot
av visas i nedanstºaende ¯gur.

Vi antar att den betingade fÄordelningen fÄor givet att ¡1 = ¡1 har
vÄantevÄardet = + ¡1. Nedan visas en plot av mot ¡1
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Figuren antyder inte nºagot starkt samband mellan mot ¡1. FÄor att
uppskatta parametrarna och berÄaknar vi

= 6 83 2 = 111 80 = 21

¡1 = 1 10 2
¡1 = 137 53 ¡1 = 68 86

Detta ger

=
¡68 86¡ 6 83¢1 10

21

137 53¡ 1 102

21

= 0 5035

= 6 83
21

( 0 5035) 1 10
21

= 0 3516

Residualkvadratsumman berÄaknas till = 74 73 sºa att residualvariansen
blir 2 = 74 72 19 = 3 9326. En uppskattning av variansen fÄor blir dÄarmed
2 = 3 9326 (137 53 1 102 21) = 0 02860. FÄor att prÄova en hypotes om
= 0 fºar det observerade -vÄardet 0 5035 0 02860 = 2 9773, dvs. Äar

signi¯kant skild frºan 0 med signi¯kansnivºan 0 05.
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31. �2-METODEN

31.1

H0 : Kunderna f�oredrar alla m�arken lika mycket

HA : Kunderna f�oredrar n�agot m�arke b�attre �an �ovriga m�arken

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-goodness of �t test

Antal frihetsgrader = 4 grupper - 1 = 3

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (3) = 7; 81

Observerade frekvenser:

M�arke A B C D Summa
Frekvens 28 41 81 50 200

F�orv�antade frekvenser:

M�arke A B C D Summa
Frekvens 50 50 50 50 200

�2obs =
(28�50)2

50
+ (41�50)2

50
+ (81�50)2

50
+ (50�50)2

50
= 9; 68+ 1; 62+ 19; 22+ 0; 00 =

30; 52

H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. data antyder att kunderna har st�orre pref-
erenser f�or n�agot av de testade m�arkena.
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31.2

H0 : Observationerna st�oder den genetiska teorin

HA : Observationerna st�oder inte den genetiska teorin

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-goodness of �t test

Antal frihetsgrader = 4 grupper - 1 = 3

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (3) = 7; 81

a)

Observerade frekvenser:

Variant gul/normal gul/kort svart/normal svart/kort Summa
Frekvens 57 20 12 11 100

F�orv�antade frekvenser:

Variant gul/normal gul/kort svart/normal svart/kort Summa
Frekvens 9

16
100 = 56; 25 3

16
100 = 18; 75 3

16
100 = 18; 75 1

16
100 = 6; 25 100

�2obs =
(57�56;25)2

56;25
+ (20�18;75)2

18;75
+ (12�18;75)2

18;75
+ (11�6;25)2

6;25
= 0; 01 + 0; 08 + 2; 43 +

3; 61 = 6; 13

H0 kan inte f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. det �nns inget empiriskt st�od f�or
att f�orkasta den genetiska teorin.

b)

Observerade frekvenser:

Variant gul/normal gul/kort svart/normal svart/kort Summa
Frekvens 114 40 24 22 200

F�orv�antade frekvenser:

Variant gul/normal gul/kort svart/normal svart/kort Summa
Frekvens 9

16
200 = 112; 5 3

16
200 = 37; 5 3

16
200 = 37; 5 1

16
200 = 12; 5 200

�2obs =
(57�56;25)2

56;25
+ (20�18;75)2

18;75
+ (12�18;75)2

18;75
+ (11�6;25)2

6;25
= 0; 02 + 0; 17 + 4; 86 +

7; 22 = 12; 27
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H0 kan f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. det �nns empiriskt st�od f�or att f�orkaste
den genetiska teorin.

31.3

Teorin s�ager att 50 % �aker bil till arbetet, 2
3
50 % = 33,3 % �aker kollektiv-

tra�ken och 1
3
50 % = 16,7 % cyklar eller g�ar till arbetet.

H0 : De anst�alldas resor till arbetet f�oljer teorin

HA : De anst�alldas resor till arbetet f�oljer inte teorin

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-goodness of �t test

Antal frihetsgrader = 3 grupper - 1 = 2

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (2) = 5; 99

Observerade frekvenser:

F�ardmedel Bil Kollektivt Cykel/g�a Summa
Frekvens 22 10 18 50

F�orv�antade frekvenser:

F�ardmedel Bil Kollektiv Cykel/g�a Summa
Frekvens 25 16,67 8,33 50

�2obs =
(22�25)2

25
+ (10�16;67)2

16;67
+ (18�8;33)2

8;33
= 0; 36 + 2; 67 + 11; 23 = 14; 26

H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. data antyder att de anst�allda v�aljer f�ardmedel
p�a ett annat s�att �an den angivna teorin.

31.4

Teorin s�ager att l�angden av kronbladen �ar N (� = 12; � = 1). Ett blad klas-
si�ceras som litet om dess l�angd �ar mindre �an 11 mm. Sannolikheten att
ett slumpm�assigt valt kronblad �ar litet �ar enligt teorin P

�
Z < 11�12

1

�
=

�(�1) = 0; 1587, d�ar Z � N (0; 1). Ett blad klassi�ceras som stort om dess
l�angd �overstiger 13 mm. Sannolikheten att ett slumpm�assigt valt blad �ar
stort �ar enligt teorin P

�
Z > 13�12

1

�
= 1�� (1) = 0; 1587. Sannolikheten att

126



ett slumpm�assigt valt blad �ar mellanstort �ar d�armed 1� 0; 1587� 0; 1587 =
0; 682 6.

H0 : Kronbladens storlek f�oljer teorin

HA : Kronbladens storlek f�oljer inte teorin

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-goodness of �t test

Antal frihetsgrader = 3 grupper - 1 = 2

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (2) = 5; 99

Observerade frekvenser:

Storlek Litet Mellan Stort Summa
Frekvens 5 35 10 50

F�orv�antade frekvenser:

F�ardmedel Litet Mellan Stort Summa
Frekvens 0,1587�50=7,935 0,6826�50=34,13 0,1587�50=7,935 50

�2obs =
(5�7;935)2
7;935

+ (35�34;13)2
34;13

+ (10�7;935)2
7;935

= 1; 09 + 0; 02 + 0; 54 = 1; 65

H0 kan inte f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. data ger inget st�od f�or att teorin
�ar fel.

31.5

H0 : Sjukfr�anvaron �ar lika f�ordelad �over veckans dagar

HA : Sjukfr�anvaron �ar inte lika f�ordelad �over veckans dagar

Signi�kansniv�a � = 0; 01

�2-goodness of �t test

Antal frihetsgrader = 5 grupper - 1 = 4

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;99 (4) = 13; 3
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Observerade frekvenser:

Veckodag M�andag Tisdag Onsdag Torsdag Fredag Summa
Frekvens 41 26 15 20 38 140

F�orv�antade frekvenser:

Veckodag M�andag Tisdag Onsdag Torsdag Fredag Summa
Frekvens 28 28 28 28 28 140

�2obs =
(41�28)2

28
+ (26�28)2

28
+ (15�28)2

28
+ (20�28)2

28
+ (38�28)2

28
= 6; 04+0; 14+6; 04+

2; 29 + 3; 57 = 18; 07

H0 f�orkastas p�a 1 %-niv�an, dvs. data ger st�od f�or att sjukfr�anvaron �ar olika
f�or olika veckodagar.

31.6

H0 : Plantorna ger rosa, vita och r�oda blommor i proportionerna 2:1:1

HA : F�ordelningen av f�arger �ar inte i proportionerna 2:1:1

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-goodness of �t test

Antal frihetsgrader = 3 grupper - 1 = 2

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (2) = 5; 99

Observerade frekvenser:

F�arg Rosa Vit R�od Summa
Frekvens 75 20 25 120

F�orv�antade frekvenser:

Det �nns sammanlagt 2+1+1=4 delar. Av 120 buskar f�orv�antas d�arf�or
2
4
120 = 60 buskar ge rosa blommor, 1

4
120 = 30 ge vita blommor osv.

M�arke Rosa Vit R�od Summa
Frekvens 60 30 30 120

�2obs =
(75�60)2

60
+ (20�30)2

30
+ (25�30)2

30
= 3; 75 + 3; 33 + 0; 83 = 7; 92
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H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. data antyder att f�argerna f�ordelar sig p�a
n�agot annat s�att �an i proportionerna 2:1:1

31.7

H0 : Efterfr�agan av tidskriften f�oljer sannolikhetsmodellen.

HA : Efterfr�agan av tidskriften f�oljer inte sannolikhetsmodellen.

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-goodness of �t test

Observerade frekvenser:

Efterfr�agan 0 1 2 3 eller 
er Summa
Frekvens 32 12 6 0 50

F�orv�antade frekvenser:

Sannolikheten f�or 0 efterfr�agade tidskrifter �ar f (0) = 0; 60;5
0

0!
= 0; 6

F�orv�antad frekvens med 0 efterfr�agade tidskrifter vid 50 veckor �ar 0,6�50=30

Sannolikheten f�or 1 efterfr�agad tidskrift �ar f (1) = 0; 60;5
1

1!
= 0; 3

F�orv�antad frekvens med 1 efterfr�agad tidskrift vid 50 veckor �ar 0,3�50=15

Sannolikheten f�or 2 efterfr�agade tidskrifter �ar f (2) = 0; 60;5
2

2!
= 0; 075

F�orv�antad frekvens med 2 efterfr�agade tidskrifter vid 50 veckor �ar 0,075�50=3,75

Sannolikheten f�or 3 eller 
er efterfr�agade tidskrifter �ar 1�0; 6�0; 3�0; 075 =
0; 025

F�orv�antad frekvens f�or 3 eller 
er efterfr�agade tidskrifter vid 50 veckor �ar
0,025�50=1,25

F�orv�antade frekvenser f�or utfallen 2 respektive 3 eller 
er �ar mindre �an 5
varf�or dessa grupper sl�as samman.

Efterfr�agan 0 1 2 eller 
er Summa
Frekvens 30 15 5 50

Antal frihetsgrader = 3 grupper - 1 = 2

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (2) = 5; 99
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�2obs =
(32�30)2

30
+ (12�15)2

15
+ (6�5)2

5
= 0; 13 + 0; 60 + 0; 20 = 0; 93

H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an, dvs. data antyder att efterfr�agan kan f�olja
den f�oreslagna sannolikhetsmodellen.

31.8

H0 : Antal nya objekt f�oljer den angivna frekvensfunktionen

HA : Antal nya objekt f�oljer inte den angivna frekvensfunktionen

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-goodness of �t test

Antal nya objekt Antal veckor F�orv�antat antal veckor
0 15 18,395
1 16 18,395
2 10 9,1975
3 6 3,0658

4 eller 
er 3 0,9467
Summa 50 50,000

F�orv�antat antal veckor med 0 nya objekt f�as genom f (0) � 50 = 0;3679
0!

� 50 =
18; 395

Observera att klasserna "3" och "4 eller 
er" har f�or f�a f�orv�antade veckor
(<5) s�a att de sl�as ihop med klassen "2". D�a �aterst�ar 3 klasser.

Antal frihetsgrader = 3 klasser - 1 = 2

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (2) = 5; 99

�2obs =
(15�18:395)2

18;395
+ (16�18;395)2

18;395
+ (19�13;21)2

13;21
= 0; 63 + 0; 31 + 2; 54 = 3; 48

H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an, dvs. data kan inte utesluta att antal nya
objekt f�oljer den f�oreslagna frekvensfunktionen
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31.9

H0 : F�ordelningen av anv�andningen av rabattkuponger �ar lika f�or de tre
butikerna

HA : Minst en butik har en annan f�ordelning av anv�andningen av rabat-
tkuponger �ar de �ovriga butikerna

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-homogenitetstest

Antal frihetsgrader = (3 klasser - 1)(3 butiker - 1) = 4

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (4) = 9; 49

Observerade frekvenser:

Anv�ander rabattkuponger Butik A Butik B Butik C Summa
Ofta 65 97 55 217
Ibland 98 89 77 264
S�allan 37 14 68 119
Summa 200 200 200 600

F�orv�antade frekvenser:

Anv�ander rabattkuponger Butik A Butik B Butik C Summa
Ofta 72,33 72,33 72,33 217
Ibland 88,00 88,00 88,00 264
S�allan 39,67 39,67 39,67 119
Summa 200 200 200 600

�2obs =
(65�72;33)2

72;33
+ (97�72;33)2

72;33
+ (55�72;33)2

72;33
+ (98�88)2

88
+ (89�88)2

88
+ (77�88)2

88
+

(37�39;67)2
39;67

+ (14�39;67)2
39;67

+ (68�39;67)2
39;67

= 0; 7428+8; 4143+4; 1522+1; 1364+0; 0114+1; 375+0; 1797+16; 6108+
20; 2316 = 52; 8542

H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. ger ett st�od f�or att f�ordelningen f�or hur
rabattkuponger anv�ands �ar olika f�or olika butiker
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31.10

H0 : Politikern �ar lika popul�ar i alla delar av valdistriktet

HA : Politikern �ar inte lika popul�ar i alla delar av valdistriktet

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-homogenitetstest

Antal frihetsgrader = (4 klasser - 1)(2 m�ojliga svar - 1) = 3

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (3) = 7; 81

Observerade frekvenser:

�Ostra Norra V�astra S�odra Summa
Sympatis�orer 21 29 23 16 89
Ej sympatis�orer 39 41 27 24 131
Summa 60 70 50 40 220

F�orv�antade frekvenser:

�Ostra Norra V�astra S�odra Summa
Sympatis�orer 24,27 28,32 20,23 16,18 89
Ej sympatis�orer 35,73 41,68 29,77 23,82 131
Summa 60 70 50 40 220

�2obs =
(21�24;27)2

24;27
+ (29�28;32)2

28;32
+ (23�20;33)2

20;33
+ (16�16;18)2

16;18
+ (39�35;73)2

35;73
+ (41�41;68)2

41;68
+

(27�29;77)2
29;77

+ (24�23;82)2
23;82

= 0; 44 + 0; 02 + 0; 38 + 0; 00 + 0; 30 + 0; 01 + 0; 26 + 0; 00 = 1; 41

H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an, dvs. data tyder inte p�a att f�ordelningen av
sympatis�orer �ar olika i olika delar av valdistriktet.
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31.11

H0 : F�ordelningen av politiska sympatier �ar lika vid b�ada m�attillf�allena

HA : F�ordelningen av politiska sympatier �ar inte lika vid b�ada m�attillf�allena

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-homogenitetstest

Observerade frekvenser:

jan 2015 jan 2016 Summa
S 30 34 64
V 7 12 19
MP 7 9 16
M 25 40 65
C 6 10 16
L 5 9 14
KD 4 6 10
SD 13 27 40
FI 3 3 6
Summa 100 150 250

F�orv�antade frekvenser:

jan 2015 jan 2016 Summa
S 25,6 38,4 64
V 7,6 11,4 19
MP 6,4 9,6 16
M 26 39 65
C 6,4 9,6 16
L 5,6 8,4 14
KD 4 6 10
SD 16 24 40
FI 2,4 3,6 6
Summa 100 150 250

F�orv�antade frekvenser �ar f�or f�a f�or KD och FI. Dessa f�ors d�arf�or samman till
en klass med observerade frekvenser 7 respektive 9 och f�orv�antade frekvenser
6,4 respektive 9,6.

133



Antal frihetsgrader = (8 klasser - 1)(2 f�ordelningar - 1) = 7

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (7) = 14; 1

�2obs =
(30�26;6)2

26;6
+ (34�38;4)2

38;4
+ (7�7;6)2

7;6
+ (12�11;4)2

11;4
+ (7�6;4)2

6;4
+ (9�9;6)2

9;6
+ (25�26)2

26
+

(40�39)2
39

+ (6�6;4)2
6;4

+ (10�9;6)2
9;6

+ (5�5;6)2
5;6

+ (9�8;4)2
8;4

+ (13�16)2
16

+ (27�24)2
24

+ (7�6;6)2
6;4

+
(9�9;6)2
9;6

= 0; 76 + 0; 50 + 0; 05 + 0; 03 + 0; 06 + 0; 04 + 0; 04 + 0; 03 + 0; 03 + 0; 02 +
0; 06 + 0; 04 + 0; 56 + 0; 38 + 0; 02 + 0; 04 = 2; 66

H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an, dvs. data tyder inte p�a att f�ordelningen av
sympatis�orer �ar olika vid de tv�a tidpunkterna.

31.12

H0 : F�ordelningen av r�okvanor �ar lika f�or m�an och kvinnor

HA : F�ordelningen av r�okvanor �ar inte lika f�or m�an och kvinnor

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-homogenitetstest

Observerade frekvenser:

Kvinnor M�an Summa
R�oker ej 121 123 244
1-5 cigg/dag 18 3 21
6-15 cigg/dag 10 17 27
mer �an 15 cigg/dag 3 5 8
Summa 152 148 300

F�orv�antade frekvenser:

Kvinnor M�an Summa
R�oker ej 123,63 120,37 244
1-5 cigg/dag 10,64 10,36 21
6-15 cigg/dag 13,68 13,32 27
mer �an 15 cigg/dag 4,05 3,95 8
Summa 152,0 148,0 300
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F�orv�antade frekvenser �ar f�or f�a f�or klassen "mer �an 15 cigg/dag" och f�ors
d�arf�or samman med klassen "6 - 15 cigg/dag".

Antal frihetsgrader = (3 klasser - 1)(2 f�ordelningar - 1) = 2

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (2) = 5; 99

�2obs =
(121�123;63)2

123;63
+ (123�120;37)2

120;37
+ (18�10;64)2

10;64
+ (3�10;36)2

10;36
+ (13�17;73)2

14;73
+ (22�17;27)2

17;27

= 0; 06 + 0; 06 + 5; 09 + 5; 23 + 1; 26 + 1; 30 = 12; 99

H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. data tyder inte p�a att f�ordelningen av
r�okvanor �ar olika f�or kvinnor och m�an.

31.13

H0 : M�an och kvinnor ger lika betygsf�ordelning

HA : M�an och kvinnor ger olika betygsf�ordelning

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-homogenitetstest

Observerade frekvenser:

M�an Kvinnor Summa
D�alig 6 11 17
Mellanbra 14 27 41
Bra 10 22 32
Summa 30 60 90

F�orv�antade frekvenser:

M�an Kvinnor Summa
D�alig 5,67 11,33 17
Mellanbra 13,67 27,33 41
Bra 10,67 21,33 32
Summa 30 60 90

Antal frihetsgrader = (3 klasser - 1)(2 f�ordelningar - 1) = 2

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (2) = 5; 99

�2obs =
(6�5;67)2
5;67

+ (11�11;33)2
11;33

+ (14�13;67)2
13;67

+ (27�27;33)2
27;33

+ (10�10;67)2
10;67

+ (22�21;33)2
21;33

135



= 0; 02 + 0; 01 + 0; 01 + 0; 00 + 0; 04 + 0; 02 = 0; 10

H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an, dvs. data tyder inte p�a att betygsf�ordelningen
�ar olika f�or kvinnor och m�an.

31.14

H0 : Stockholm och G�oteborg har samma f�ordelning av politiska sympatier

HA : Stockholm och G�oteborg har inte samma f�ordelning av politiska sym-
patier

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-homogenitetstest

Observerade frekvenser:

Stockholm G�oteborg Summa
M 184 94 278
C 8 6 14
FP 39 22 61
KD 12 3 15
MP 71 40 111
S 104 67 171
V 20 29 49
SD 5 4 9
�Ovriga 4 4 8
Summa 447 269 716
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F�orv�antade frekvenser:

Stockholm G�oteborg Summa
M 173,56 104,44 278
C 8,74 5,26 14
FP 38,08 22,92 61
KD 9,36 5,64 15
MP 69,30 41,70 111
S 106,76 64,24 171
V 30,59 18,41 49
SD 5,62 3,38 9
�Ovriga 4,99 3,01 8
Summa 447 269 716

F�orv�antade frekvenser �ar f�or f�a f�or SD och �Ovriga. Dessa f�ors d�arf�or sam-
man till en klass med observerade frekvenser 9 respektive 8 och f�orv�antade
frekvenser 10,61 respektive 6,39.

Antal frihetsgrader = (8 klasser - 1)(2 f�ordelningar - 1) = 7

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (7) = 14; 1

�2obs =
(184�173;56)2

173;56
+ (94�104;44)2

104;44
+ (8�8;74)2

8;74
+ (6�5;26)2

5;26
+ (39�38;08)2

38;08
+ (22�22;92)2

22;92
+

(12�9;36)2
9;36

+ (3�5;64)2
5;64

+ (71�69;30)2
69;30

+ (40�41;70)2
41;70

+ (104�106;76)2
106;76

+ (67�64;24)2
64;24

+ (20�30;59)2
30;59

+
(29�18;41)2

18;41
+ (9�10;61)2

10;61
+ (8�6;39)2

6;39

= 0; 63 + 1; 04 + 0; 06 + 0; 10 + 0; 02 + 0; 04 + 0; 74 + 1; 23 + 0; 04 + 0; 07 +
0; 07 + 0; 12 + 3; 67 + 6; 09 + 0; 25 + 0; 41 = 14; 59

H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. det �nns empiriskt evidens f�or att f�ordelningen
av politiska sympatier �ar olika i Stockholm och G�oteborg.
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31.15

a)

H0 : F�ordelningen av resvanor till och fr�an arbetet �ar lika f�or m�an och kvinnor

HA : F�ordelningen av resvanor till och fr�an arbetet �ar lika f�or m�an och kvinnor

b)

Observationer p�a resvanor p�a de 50 m�annen och 50 kvinnorna �ar oberoende
av varandra. F�orv�antade frekvenser ska vara st�orre �an 5.

c)

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-homogenitetstest

Observerade frekvenser:

M�an Kvinnor Summa
Egen bil 22 6 28
Buss 4 21 25
Cykel 16 11 27
Annat 8 12 20
Summa 50 50 100

F�orv�antade frekvenser:

M�an Kvinnor Summa
Egen bil 14 14 28
Buss 12,5 12,5 25
Cykel 13,5 13,5 27
Annat 10 10 20
Summa 50 50 100

F�orv�antade frekvenser �ar tillr�ackligt stora i alla klasser.

Antal frihetsgrader = (4 klasser - 1)(2 f�ordelningar - 1) = 3

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (3) = 7; 81

138



�2obs =
(22�14)2

14
+ (6�14)2

14
+ (4�12;5)2

12;5
+ (21�12;5)2

12;5
+ (16�13;5)2

13;5
+ (11�13;5)2

13;5
+ (8�10)2

10
+

(12�10)2
10

= 4; 57 + 4; 57 + 5; 78 + 5; 78 + 0; 46 + 0; 46 + 0; 40 + 0; 40 = 22; 43

H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. det �nns empiriskt evidens f�or att m�an och
kvinnor vid f�oretaget har olika vanor vad betr�a�ar resor till och fr�an arbetet.

31.16

H0 : F�ordelningen av �skarter �ar lika olika m�anader

HA : F�ordelningen av �skarter �ar inte lika olika m�anader

Signi�kansniv�a � = 0; 05

�2-homogenitetstest

Observerade frekvenser:

Juni Juli Augusti September Summa
R�oding 31 27 29 24 111
Forell 134 125 148 120 527
Harr 62 51 71 49 233
Summa 227 203 248 193 871

F�orv�antade frekvenser:

Juni Juli Augusti September Summa
R�oding 28,93 25,87 31,61 24,60 111
Forell 137,35 122,83 150,05 116,77 527
Harr 60,72 54,30 66,34 51,63 233
Summa 227 203 248 193 871

F�orv�antade frekvenser �ar tillr�ackligt stora i alla klasser.

Antal frihetsgrader = (3 klasser - 1)(4 f�ordelningar - 1) = 6

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (6) = 12; 6

�2obs =
(31�28;93)2

28;93
+ (27�25;87)2

25;87
+ (29�31;61)2

31;61
+ (24�24;60)2

24;60
+ (134�137;35)2

137;35
+ (125�122;83)2

122;83
+

(148�150;05)2
150;05

+ (120�116;77)2
116;77

+ (62�60;72)2
60;72

+ (51�54;30)2
54;30

+ (71�66;34)2
66;34

+ (49�51;63)2
51;63
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= 0; 15 + 0; 05 + 0; 21 + 0; 01 + 0; 08 + 0; 04 + 0; 03 + 0; 09 + 0; 03 + 0; 20 +
0; 33 + 0; 13 = 1; 35

H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an, dvs. det �nns inget empiriskt st�od f�or att
f�ordelningen av �skarter �ar olika vid olika m�anader.

31.17

H0 : Det �nns inget beroende mellan utbildning och inst�allning till �aktenskap

HA : Det �nns ett beroende mellan utbildning och inst�allning till �aktenskap

Signi�kansniv�a � = 0; 05

Test av oberoende med �2-metoden

Observerade frekvenser:

Utbildning Inst�allning till �aktenskap
Mycket d�alig D�alig God Mycket god Totalt

Grundskola 18 29 70 115 232
Gymnasium 17 28 30 41 116
Universitet 11 10 11 20 52
Totalt 46 67 111 176 400

F�orv�antade frekvenser:

Utbildning Inst�allning till �aktenskap
Mycket d�alig D�alig God Mycket god Totalt

Grundskola 26,68 38,86 64,38 102,08 232
Gymnasium 13,34 19,43 32,19 51,04 116
Universitet 5,98 8,71 14,43 22,88 52
Totalt 46 67 111 176 400

F�orv�antade frekvenser �ar tillr�ackligt stora i alla celler.

Antal frihetsgrader = (3 rader - 1)(4 kolumner - 1) = 6

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (6) = 12; 6

�2obs =
(18�26;68)2

26;68
+ (29�38;86)2

38;86
+ (70�64;38)2

64;38
+ (115�102;08)2

102;08
+ (17�13;34)2

13;34
+ (28�19;43)2

19;43
+

(30�32;19)2
32;19

+ (41�51;04)2
51;04

+ (11�5;98)2
5;98

+ (10�8;71)2
8;71

+ (11�14;43)2
14;43

+ (20�22;88)2
22;88
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= 2; 82 + 2; 50 + 0; 49 + 1; 64 + 1; 00 + 3; 78 + 0; 15 + 1; 97 + 4; 21 + 0; 19 +
0; 82 + 0; 36 = 19; 94

H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. det �nns empiriskt st�od f�or att inst�allning
till �aktenskap och utbildning �ar beroende.

31.18

H0 : Uppfattning om r�okning �ar skadligt �ar oberoende av om man r�oker eller
ej

HA : Uppfattning om r�okning �ar skadligt �ar inte oberoende av om man r�oker
eller ej

Signi�kansniv�a � = 0; 05

Test av oberoende med �2-metoden

Observerade frekvenser:

R�okare Anser r�okning �ar skadlig
Ja Nej Totalt

Ja 80 80 160
Nej 25 15 40
Totalt 105 95 200

F�orv�antade frekvenser:

R�okare Anser r�okning �ar skadlig
Ja Nej Totalt

Ja 84 76 160
Nej 21 19 40
Totalt 105 95 200

F�orv�antade frekvenser �ar tillr�ackligt stora i alla celler.

Antal frihetsgrader = (2 rader - 1)(2 kolumner - 1) = 1

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (1) = 3; 84

�2obs =
(80�84)2

84
+ (80�76)2

76
+ (25�21)2

21
+ (15�19)2

19

= 0; 19 + 0; 21 + 0; 76 + 84 = 2; 01
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H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an, dvs. det �nns inget empiriskt st�od f�or
beroende mellan uppfattningen om r�okning �ar skadlig och om man sj�alv
r�oker.

31.19

H0 : Det �nns inget beroende mellan stadsdel och teatervanor

HA : Det �nns ett beroende mellan stadsdel och teatervanor

Signi�kansniv�a � = 0; 05

Test av oberoende med �2-metoden

Observerade frekvenser:

Antal Stadsdel

teaterbes�ok S�odermalm Kungsholmen Norrmalm �Ostermalm Totalt
Inga 54 45 50 40 189
1-2 36 32 28 29 125
>2 27 18 16 25 86
Totalt 117 95 94 94 400

F�orv�antade frekvenser:

Antal Stadsdel

teaterbes�ok S�odermalm Kungsholmen Norrmalm �Ostermalm Totalt
Inga 55,28 44,89 44,42 44,42 189
1-2 36,56 29,69 29,38 29,38 125
>2 25,16 20,43 20,21 20,21 86
Totalt 117 95 94 94 400

F�orv�antade frekvenser �ar tillr�ackligt stora i alla celler.

Antal frihetsgrader = (3 rader - 1)(4 kolumner - 1) = 6

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (6) = 12; 6

�2obs =
(54�55;28)2

55;28
+ (45�44;89)2

44;89
+ (50�44;42)2

44;42
+ (40�44;42)2

44;42
+ (36�36;56)2

36;56
+ (32�29;69)2

29;69
+

(28�29;38)2
29;38

+ (29�29;38)2
29;38

+ (27�25;16)2
25;16

+ (18�20;43)2
20;43

+ (16�20;21)2
20;21

+ (25�20;21)2
20;21

= 0; 03 + 0; 00 + 0; 70 + 0; 44 + 0; 01 + 0; 18 + 0; 06 + 0; 00 + 0; 14 + 0; 29 +
0; 88 + 1; 14 = 3; 86
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H0 f�orkastas inte p�a 5 %-niv�an, dvs. det �nns inget empiriskt st�od f�or ett
beroende mellan stadsdel och teatervanor.

31.20

H0 : Det �nns inget beroende mellan inkomst och konsumtion

HA : Det �nns ett beroende mellan inkomst och konsumtion

Signi�kansniv�a � = 0; 05

Test av oberoende med �2-metoden

Observerade frekvenser:

Konsumtion Inkomst
L�ag Mellan H�og Totalt

L�ag 29 25 3 57
Mellan 12 35 11 58
H�og 1 9 15 25
Totalt 42 69 29 140

F�orv�antade frekvenser:

Konsumtion Inkomst
L�ag Mellan H�og Totalt

L�ag 17,10 28,09 11,81 57
Mellan 17,40 28,59 12,01 58
H�og 7,50 12,32 5,18 25
Totalt 42 69 29 140

F�orv�antade frekvenser �ar tillr�ackligt stora i alla celler.

Antal frihetsgrader = (3 rader - 1)(3 kolumner - 1) = 4

F�orkasta H0 om �2obs > �
2
0;95 (4) = 9; 49

�2obs =
(29�17;10)2

17;10
+ (25�28;09)2

28;09
+ (3�11;81)2

11;81
+ (12�17;40)2

17;40
+ (35�28;59)2

28;59
+ (11�12;01)2

12;01
+

(1�7;50)2
7;50

+ (9�12;32)2
12;32

+ (15�5;18)2
5;18

= 8; 28 + 0; 34 + 6; 57 + 1; 68 + 1; 44 + 0; 09 + 5; 63 + 0; 90 + 18; 63 = 43; 55
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H0 f�orkastas p�a 5 %-niv�an, dvs. det �nns empiriskt st�od f�or att det �nns ett
beroende mellan inkomst och konsumtion.
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32. BESLUTSTEORI

32.1

F�orv�antad vinst �ar 35 � 1
37
+ 0 � 36

37
= 35

37
. Insatsen �ar 1, dvs. f�orv�antad vinst

�ar mindre �an insatsen varf�or man b�or avst�a fr�an att spela.

32.2

Beslutsmatrisen �ar

Antal best�allda Efterfr�agat antal tidningar F�orv�antad
tidningar 16 17 18 19 20 21 vinst
Sannolikhet 0,05 0,12 0,16 0,18 0,36 0,13
16 64 64 64 64 64 64 64,00
17 58 68 68 68 68 68 67,50
18 52 62 72 72 72 72 69,80
19 46 56 66 76 76 76 70,50
20 40 50 60 70 80 80 69,40
21 34 44 54 64 74 84 64,70

F�ors�aljaren b�or best�alla 19 tidningar

32.3

Sannolikheten att vinsten blir 2 kr �ar 1
2
, sannolikheten att vinsten blir 4 kr �ar

1
4
osv. s�a att sannolikheten att vinsten blir 2n �ar 1

2n
. Den f�orv�antade vinsten

blir d�arf�or

2 � 1
2
+ 4 � 1

4
+ : : :+ 2n 1

2n
+ : : : = 1 + 1 + : : :+ 1 + : : :

dvs. den f�orv�antade vinsten �ar o�andligt stor. Eftersom f�orv�antad vinst �ar
st�orre �an insatsen (1000 kr) b�or man delta i spelet.

F�or att nettot fr�an spelet ska vara positivt m�aste vinsten �overstiga insatsen,
1000 kr. Detta intr�a�ar om vinsten �ar 1024 kr eller mer. Eftersom 210 = 1024
kr�avs det d�arf�or att det intr�a�ar minst 9 krona innan klave intr�a�ar f�or f�orsta
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g�angen. Om det blir 8 eller f�arre klave innan krona intr�a�ar f�or f�orsta g�angen
g�or man en f�orlust. Detta intr�a�ar med sannolikheten

1
2
+ 1

22
+ 1

23
+ 1

24
+ : : :+ 1

29
= 0:998 05

dvs. sannolikheten att spelet slutar med f�orlust �ar mycket stor och man b�or
av den anledningen inte delta i spelet.

Detta �ar en paradox eftersom den f�orv�antade vinsten �ar o�andligt stor, men
med n�astan praktisk s�akerhet kommer man att f�orlora.

32.4

Beslutsmatrisen �ar

Handlings Naturtillst�and Minsta St�orsta F�orv�antad nytta
alternativ F�arskt �agg Surt �agg nyttan nyttan enl. Laplace

Anv�and �agget 5 0 0 5 2,5
Anv�and inte �agget 4 4 4 4 4
Maximal nytta 5 4

Den minsta nyttan maximeras om man inte anv�ander �agget, dvs. enligt
maximinkriteriet ska vi inte anv�anda det extra �agget

Den st�orsta nyttan maximeras om man v�aljer att anv�anda �agget, dvs. enligt
maximaxkriteriet ska vi anv�anda det extra �agget

Regretmatris:

Handlings Naturtillst�and Maximal

alternativ �Agget �ar f�arskt �Agget �ar surt regret
Anv�and �agget 0 4 4

Anv�and inte �agget 1 0 1

Maximal regret minimeras om man inte anv�ander �agget, dvs. enligt minimax-
regretkriteriet ska vi inte anv�anda det extra �agget

Den f�orv�antade nyttan enligt Laplacekriteriet maximeras omman inte anv�ander
�agget, dvs. enligt Laplacekriteriet ska vi inte anv�anda det extra �agget
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32.5

Beslutsmatrisen �ar

Antal best�allda Efterfr�agat antal l�ador Laplace
l�ador 25 26 27 28 29 30 min max
25 250 250 250 250 250 250 250 250 250,00
26 245 260 260 260 260 260 245 260 257,50
27 240 255 270 270 270 270 240 270 262,50
28 235 250 265 280 280 280 235 280 265,00
29 230 245 260 275 290 290 230 290 265,00
30 225 240 255 270 285 300 225 300 262,50
max 250 260 270 280 290 300

Enligt maximinkriteriet ska 25 l�ador best�allas

Enligt maximaxkriteriet ska 30 l�ador best�allas

Enligt Laplacekriteriet ska 28 eller 29 l�ador best�allas

Regretmatris

Antal best�allda Efterfr�agat antal l�ador
l�ador 25 26 27 28 29 30 max
25 0 10 20 30 40 50 50
26 5 0 10 20 30 40 40
27 10 5 0 10 20 30 30
28 15 10 5 0 10 20 20
29 20 15 10 5 0 10 20
30 25 20 15 10 5 0 25

Enligt minimax regretkriteriet ska 28 eller 29 l�ador best�allas
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32.6

a) Beslutsmatris:

Investerings Naturtillst�and/marknadens utveckling F�orv�antad
alternativ Stark utveckling Moderat utveckling Svag utveckling vinst
Sannolikhet 0,2 0,5 0,3
Obligationer 12000 12000 12000 12000
L�agriskfond 43000 12000 -6000 12800
H�ogriskfond 66000 8000 -15000 12700

F�orv�antad vinst f�or obligationer: 0,2�12000+0,5�12000+0,3�12000=12000

F�orv�antad vinst f�or l�agriskfond: 0,2�43000+0,5�12000+0,3�(-6000) = 12800

F�orv�antad vinst f�or obligationer: 0,2�66000+0,5�8000-0,3�15000 = 12700

Den f�orv�antade vinsten maximeras omman v�aljer att investera i l�agriskfonden.

32.7

Ink�opt m�angd V�ader vid julmarknaden Laplace
gl�ogg Regnigt Mulet Solsken min
50 liter 2500 2500 2500 2500 2500,00
100 liter 0 5000 5000 0 3333,33
150 liter -2500 2500 7500 -2500 2500,00
max 2500 5000 7500

a) Enligt maximinkriteriet ska Nisse best�alla 50 liter

Regretmatris

Ink�opt m�angd V�ader vid julmarknaden
gl�ogg Regnigt Mulet Solsken max
50 liter 0 2500 5000 5000
100 liter 2500 0 2500 2500
150 liter 5000 2500 0 5000
max 2500 5000 7500

b) Enligt minimax regretkriteriet ska Nisse best�alla 100 liter

c) Enligt Laplacekriteriet ska Nisse best�alla 100 liter
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32.8

Beslutsmatris:

Charlies Pizza Queens alternativ Minsta F�orv. nytta
handlingsalternativ Liten Mellan Stor nyttan enl. Laplace

Liten 60 50 20 20 43,33
Mellan 50 60 10 10 40
Stor 90 60 0 0 50

St�orsta nyttan 90 60 20

a) Den minsta nyttan maximeras av en liten annons, dvs. enligt maximinkri-
terier ska Charlie v�alja en liten annons

b) Regretmatris

Charlies Pizza Queens alternativ St�orsta
handlingsalternativ Liten Mellan Stor regret

Liten 30 10 0 30
Mellan 40 0 10 40
Stor 0 0 20 20

St�orsta regret minimeras av en stor annons, dvs. enligt minimaxregretkri-
teriet ska Charlie v�alja en stor annons

c) F�orv�antad nytta enligt Laplace kriteriet �ar f�or liten annons: 1
3
60+1

3
50+1

3
20=43,33,

f�or mellanstor annons 1
3
50+1

3
60+1

3
10=40 och f�or stor annons 1

3
90+1

3
60+1

3
0=50,

dvs. enligt Laplacekriteriet ska Charlie v�alja en stor annons.

32.9

a) Beslutsmatris

F�ors�akringsalternativ Laplace
Olycka St�old Inget h�ander min

Olycksfall -100 -8100 -100 -8100 -900
St�old -8150 -1150 -150 -8150 -330
Allrisk -200 -1200 -200 -1200 -300
Ingen f�ors�akring -8000 -8000 0 -8000 -880

b) M�ojlig kostnad minimeras om han tecknar en allriskf�ors�akring

c) F�orv�antad kostnad minimeras om han tecknar en allriskf�ors�akring
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32.10

Beslutsmatris:

Best�allda Efterfr�agan Minsta
exemplar 10 11 12 13 14 nyttan
10 150 150 150 150 150 150
11 135 165 165 165 165 135
12 120 150 180 180 180 120
13 105 135 165 195 195 105
14 90 120 150 180 210 90

Minsta nyttan maximeras d�a Viktoria best�aller 10 tidningar, dvs. enligt
maximinkriteriet ska hon best�alla hem 10 tidningar.
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