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Introduktion

1.1

Storningen &r temperaturen pa det ingéende vattnet 75,,. Se i ovrigt nedanstaende blockschema, dar vi kan
notera att det 4r G3 som representerar sjilva processen som ska regleras. Forstarkaren fungerar bade som
jamforare och som en P-regulator, dir borvirdet ges av spinningen pa potentiometern. Virmespiralen &r
aktuatorn som effektuerar styrsignalen.

Tm
G, = Forstarkare

R +
—»O—»| G ’—V G, P G

Tut >~ G, = Viirmespiral

G3 = Tank med omrorare

H = Temperatursensor

1.2

Nedanstaende blockschema ger 16sningen, dér vi speciellt noterar att borvirdet r, det 6nskade avstandet,
beror av hastigheten v, vilket ger en extra aterkoppling. Integrationssymbolen infors for att integrera fram
hastigheten v fran accelerationen, och avstdndet y = [(vy — v) dt.

Den framforvarande bilens fordndringar i hastighet 4r storningen som kan innebira avstandsvariationer
som regulatorn forsoker att kompensera.

Notera ocksa den positiva aterkopplingen, d v s ett 6kat avstand kriver en 6kad acceleration, men dére-
mot dyker det upp ett minustecken nir avstandet y ska tas fram. Ett reglersystem innehéller i allminhet en
multiplikation med —1 négonstans i aterkopplingsslingan, oftast i jimforaren mellan borvirde och drvirde
(r—u).
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1.3

En 16sning ges av nedanstidende blockschema dir borvirdet genereras via en potentiometer. Notera att syste-
met innefattar terkoppling fran inomhustemperaturen, men dven framkoppling fran utomhustemperaturen.
Den senare temperaturen dr processtorningen, som regulatorn m h a framkopplingen kan kompensera for,
innan foréndringar i utomhustemperaturen slagit igenom pé inomhustemperaturen. Aterkopplingen behovs
dock for att i det langsammare tidsperspektivet halla temperaturen kring det 6nskade borvirdet.

Utetemp.
|
Lige . + Innetemp.
i» g‘gfe"rt‘o' ——»()—| Regulator —»| Element —=| Stuga »

Temp. giv|@———
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Reglersystemet dr av traditionell typ, (se blockschemat i figur 1.12 i ldroboken och blockschemat till uppgift
1.1) dér vi betraktar kursvinkeln som den signal som ska regleras. Storningen dr vindbyarna. Regulatorn
antar vi finns i vindsurfarens hjdrna, medan kroppen tillsammans med seglet och masten fungerar som
styrdon.

Det annorlunda med detta system ur reglersynpunkt ir att regulatorn har flera styrsignaler till sitt forfo-
gande. Bade seglets vinkel i forhallande till bridan samt mastens och kroppens vinkel paverkar kursvinkel,
men ocksa farten. Slutsatsen #r att detta system har flera styrsignaler, men ocksa flera utsignaler i form av
prestandaegenskaper. For somliga dr exempelvis farten viktigare én kursvinkeln, fast da handlar det snarare
om att maximera hastigheten &n att halla en konstant niva.

Vindsurfarens mojlighet att uppticka vindforandringar genom att observera krusningar pa vattenytan
innebir en framkoppling, d v s storningen upptiicks innan den paverkar farten och kursriktningen.

Detta sitt att renodla en trevlig fritidssysselsattning i reglertekniska termer kan naturligtvis diskuteras.
Systemlosningen kan tolkas pa flera olika sitt. Forhoppningsvis leder dock den hér typen av resonemang
till nya upptéckter av reglertekniken i vardagen.



1.5

Felet med systemet ér att aterkopplingen agerar i fel riktning. En 6kning av hojden innebir minskat utflode
och didrmed ytterligare hojdokning, i ndgon mening en positiv aterkoppling. I nedanstaende figur agerar
styrningen ddremot i kompenserande syfte, d v s en 6kning av hojden i tanken innebir ett okat utflode och
ddrmed en minskning av hojden (negativ aterkoppling).
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Linjara modeller for
dynamiska system

21
a)
29(t) + 4y(t) = 8u(t)
o Overforingsfunktion: Laplacetransformation ger
2sY (s) +4Y (s) = 8U(s)
Y(s)(4+2s) = 8U(s)
Overforingsfunktionen blir da
Y 8 4 2
G(s) = (s) _ - -
U(s) 4+42s 2+4+s 1+0.5s
e pol: s = —2; inga nollstillen
o tidskonstant: T' = 0.5 sekunder
o statisk forstdrkning: K = 2
e stegsvar: Insignalen ir u(t) = ugo(t) — U(s) = “2.
Stegsvaret blir da
y(t) = L7HG(s) - U(s)}
— -1 4u
=L s(s+02)}
o
= 2ug (1 —e?
o y(00) = limy_ o y(t) = 2ug = K - up.
b)

§(t) +59(t) + 6y(t) = 3u(?)



c)

d)

Overforingsfunktion: Overforingsfunktionen blir d&

Y (s) 305
U(s) s2+5s+6 1+ 25+ 152

poler: s + 55 + 6 = 0 ger poler s; = —2 och s = —3; inga nollstillen
tidskonstant: T7 = 0.5, Ty = %
statisk forstdrkning: K = 0.5

stegsvar: Insignalen &r u(t) = uoo(t) — U(s)

Stegsvaret blir da
y(t) =

Il
w
<

y(00) = lims—, 00 y(t) = 0.5up = K - ug.

ii(t) + 63(t) + 9y(t) = 2u(t) + 3u(t)
Overforingsfunktion: Overforingsfunktionen blir d&

Y(s) 25+3
U(s) s2+6s+9

poler: (s + 3)? = 0 ger poler 51 2 = —3;
nollstillen: 2s + 3 = 0 ger nollstille: s = —3

tidskonstant: tiljare: T = %; ndmnare: 17 o = %
statisk forstdrkning: K = %
stegsvar: Insignalen ar u(t) = upo(t) — U(s) = “2.
Stegsvaret blir da

y(t) = L7HG(s) - U(s)}

L~ 1 2ug 3ug

s(s+3) s(s+3)2

1) _2ug _ wo 4 wo _1 1

5(s+3)  3s T 3 543 Jr“0(s+3)2}
= 2% (1 — e*3t) — %4 %e’?’t + ugte 3t
=2 (1 — e’3t) + ugte 3

\
[

y(oo) = limyooy(t) = % = K - ug, eftersom e~ gr snabbare mot noll &n ¢ gér mot

odndligheten.

29(t) + 4y(t) + 4u(t) — 8u(t) =0
Overforingsfunktion: Overforingsfunktionen blir d&

Y(s) 8-—4s :2(2—5) :2(1—0.55)

G(s) =

U(s) 2s+4 (2+9) (14 0.5s)

pol: 2+ s =0 ger polen s = —2;
nollstille: 2 — s = 0 ger nollstille: s = 2
tidskonstant: ndgmnare: T' = 0.5

statisk forstirkning: K = 2



o stegsvar: Insignalen ir u(t) = uoo(t) — U(s) = “2.

Stegsvaret blir da
y(t) = L7HG(s) U(s)}
= LTl s(iifz)

—2ug + 4ug (1 — e2")
= 2ug (1 —2e?)

o y(00) = limy_, o y(t) = 2ug = K - up.
2.2
a)

Impulssvar med U (s) = 1 blir i detta fall:

v =90 = £ (60 e { g} =5 e

Nir vi later t — oo sé fas:
. 2
y(o0) = limi—ooy(t) = 3

Samma svar fas genom att anvinda slutvérdessatsen i Laplace:

) ) 4s 2
y(oo) = lims—osY (s) = lims_0sG(s) = m|s:0 =3
b)
3
Gle) = 731

Impulssvar med U (s) = 1 blir i detta fall:

) =90 = £ (60} = £ { 5oy b = S

Nar vi ldter t — oo sd far vi att y(oo) = lim;—.oy(t) i detta fall inte &r definierat eftersom y(t) ar
en oddmpad svingning.

Trots detta ger slutvirdessatsen i Laplace en 16sning:

3s
= lima08Y (5) = lims 0sG(s) = ———|s—p = 0
y(o0) = lims—_osY (s) = lims_0sG(s) o 4| 0
Vi kommer ihég att slutvirdessatsen i Laplace endast fungerar for signaler X (s) d& sX (s) har samt-
liga poler strikt i VHP.
23
Overforingsfunktion G(s) = Si = kan vara en modell for en virmeprocess (uppvérmning av tank), farthal-

lare fran drivkraft till hastighet, mm.

y(t) = yo + Ay(t)
= G(0O)up + L7 {G(s)AU(s)}
= 10427 {522
=4+3(1-e™)o(t)
= 2(21—e?)o(t)

Da #ndringen i insignalen intriffar vid en godtycklig tidspunkt, ¢t = 7, giller:

yt) =yo+ Ayt —7) =4+ % (1 - e_s(t_T)) o(t—7)
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a) Insignal/Utsignalrelationen &r given med hjilp av differentialoperatorn p. Detta motsvarar foljande

b)

overforingsfunktion i Laplace:

(o) Y (s) 1 L
S) = = =
F(s) ms2+bs+k 52+£5+%

m

Denna 6verforingsfunktion kan jamféras med den generella modellen for ett andra ordningens sys-
tem. )
K
G(s) = “n

82 4 2Cwps + w2
Identifiering av de respektiva variablerna ger:

k
Wy = —
m
‘= b b 1
T 2mw, 2/mk
1
L1
K = m — _
w2 ok

Okning av k leder till snabbare, mindre diimpat system med mindre stationir forstirkning.
Okning av m leder till 1angsammare (w,,) och mindre dimpat system.

Okning av b leder till ett bittre dimpat system.

Enligt formler (2.26) och (2.27) i boken giller:
k b2
Wd:wn\/l—g2: E—W
b
“ = wnl= g,

Med hjilp av dessa variabler kan 6verforingsfunktionen G(s) dven skrivas som

K (a2 + w?l)

O = Gr ot

Processens poler kan nu beriknas genom att sétta nimnarpolynomet lika med noll.

s +2as+a®+ w2 =0

Da fas polerna till
S$12 = —a £ jwg
Detta innbir att a och wg anger det komplexa polparets real- (—a) och imaginirdel (£wy).

Stegsvaret for systemetdab =m =k = 1:

1
G —
(s) s24+s+1
medfor att

wn, = 1

1
¢ =3
K =1



Amplitude

2.5

Pol diagram A: tva poler i vinster halvplanet (VHP) innebéir monotont 6kande stegsvar med bestidmt slut-
virde, dvs stegsvar C.

Pol diagram B: komplexkonjugerat polpar i VHP innebir stegsvar med avklingande svingningar kring slut-
vérdet, dvs stegsvar A.

Pol diagram C: en pol i VHP och en i origo innebir stegsvar som asymptotiskt ndrmar sig kt for nagot k,
dvs stegsvar B.

2.6

Foljande system &r givet
Ke—sTd K e—sTd
T 14Ts Ts+1)T

Impulssvaret ges av
Y(s)=G(s)U(s) dir U(s)=1

Inverslaplacetransformering ger
y(t) = yoe” TUTO(t — T,) dar yo = K/T
0(t) dr stegfunktionen. Ytan under impulssvaret ir
00 0o — = (t—Ty4) ] ®
A= / y(t)dt = / yoe_%(t_Td)dt = %Yo |:€Tl:| = y()T =K
0 Ta T Tq

Tidskonstanten T kan dérfor skattas genom T' = A/yg, dvs genom att dels méta ytan A under impulssvaret
och dels miita y vilket &r virdet av y(t) vid Ty enligt ovan.

Notera att ytan under impulssvaret dr detsamma som grinsvirdet nir tiden gar mot odndligheten av
stegsvaret, eftersom

A= /OO y(t)dt = lim ty(T)dT = lim SG(S) = lim sG(s)U(s), dir U(s)=1/s
0

t—o00 0 s—0 S s—0

Den nist sista likheten fis med slutvirdessatsen.

2.7

I denna uppgift ska en andra ordningens process med tva reella poler (tidskonstanter) approximeras av en
forsta ordningens process. Detta dr mojligt da de tva tidskonstanterna dr av olika storleksordning.

Ga(s) = 2 _ 4 + B
T A+ s)(147s) s+1 1+7s




Partialbraksuppdelning resulterar i

2 2r
G _ 1—7  _1-7
2(5) 1+s 147s
2 _2
_ 1—7 _ 1—7
1+s s+1

2 1 1
S l-7\1+s s+1

Impuls- och stegsvar:

Med 7 = 0.01 far vi

2
yi70_01(t) = m [eft _ 6*10015} ~9 (eit)
Yso01(t) = T—ggp 1 =001 —e™"+ 0.01e '] ~2(1-¢")
och med 7 = 100
) — 2 —t _ ,—0.01t] i —0.01¢
viaoo(t) = 755 [ — e A g5 ()
Ysa00(t) = 7 _2100 [1-100 — e™" +100e™ %] ~ 2 (1 — 1)

En generell forsta ordningens process har féljande impuls- och stegsvar:

t
Yy = e T

K(1-e )

Den andra ordningens process kan diarmed approximeras av foljande forsta ordningens processer:

Ys

2

:1+5
2 2
 1+47s 1+ 100s

7=0.01 : Gi(s)

7=100 : Gi(s)

Den langsammare tidskonstanten &r alltsa alltid dominerande och den snabbare tidskonstanten kan forsum-
mas om skillnaden mellan de tva tidskonstanterna ir tillréikligt stor.

2.8

Lat G(s) vara Laplacetransformen av viktfunktionen ¢(t). Impulssvaret da ett extra nollstille i s = —b
inkluderas blir

L7H(s +0)G(s)} = ¢'(t) + by (t).

10



Stegsvaret blir

cl{“l‘b)G(s)} = ﬁl{ <1 + 2)(:(3)} = g(t) + b/otg(T)dT

Speciellt da g(t) = te™t fés

LY (s +b)G(s)} —te P et tbte = {(b— 1)t + 1}e "

t
El{wg(s)} = tet+ b/ Te~ Tdr = {partiell integration }
0

s
re 7] ¢
= te_t—i—b({ ] +/ €_Td7'>
~1 0

= te t—bte P —be t+b
=b—{(b—Dt+ble"

Notera att impulssvaret dr derivatan av stegsvaret.

2.9

Vi(s)
U(s)
Newtons lag ger (ma = X F)

a) Sokt G(s) =

t)+ —u(t) = —ul(t
B+ —o(t) = —u(?)
Laplacetransformering ger
b 1
% —V(s)=—=U
SV(s)+ -V (s) = —-Us)
vilket innebir att sokt overforingsfunktion &r
1% 1 1
U(s) s+b/m s+0.25
0, t<0
b) Berikna v(t) foru(t) =< t, 0<¢t<1
1,t>1

Skriv u(t) med hjilp av stegfunktioner
u(t) =t0) -0t —1)+10(t—1)=t0(t) — (t —1)0(t — 1)

Laplacetransformering av u(t) ger

V() fas som produkten av G(s) och U(s) enligt

1 (1-e®)

V) =GOV = (w2

Genom att partialbréksuppdela V' (s) kan dess inverstransform enkelt fés ur tabell. Dérfor anstts

(1—e®) _(A B C
V)= 2005 — ¢ )<s+sz+s+o.25)

11



c)

Koefficienterna identifieras genom att gora liknimnigt och sitta likhet mellan vinster och hoger led.
Da fas (C kan bestimmas med handpalidggning)

As(s40.25) + B(s +0.25) + Cs* = 1

Salunda maste foljande vara uppfyllt

$2:A+C=0 A=—-16
s':024A+B=0 = B=4
s9:025B=1 C =16

V() kan dérfor skrivas som

V(s) = (1—65)(—lf+;42+s+1o§25> =

(it n)) - (o))

Inverslaplacetransformering ger

v(t) = 4{(t —4(1 — e ")) — (t — 1 — 4(1 — e~ 2ED o — 1)}

0 t<0
Beriikna v(t) foru(t) = ¢ 1/h 0<t<h
0 t>h

Skriv u(t) med hjilp av stegfunktioner

Laplacetransformering av u(t) ger

11—ehs
U(s) = —
(5) =3 —
och V(s) fas som
1 11—ehs 1 4 4
Vv = G(s)U(s) = .- — (1l Py 2o =
(8) = COUE) = 03 7 s plt—e )<s 5+0.25>

SN N T U & SN S P
h s s+0.25 s s4+0.25

dir nist sista likheten 4r en partialbréksuppdelning av V'(s) pa samma sitt som ovan. Béda koeffici-
enterna kan bestimmas med handpaliggning. Inverslaplacetransformering av V' (s) ger

o(t) = —{(1 = e "PN(t) — (1 — e OBt — )}

For att studera vad som hénder d& h — 0 definieras f(t) = 4(1 — e=%25)(t). v(t) kan da skrivas

som
o = O =S

Grinsvérdet dd h — 0 (fran hoger) dr detsamma som definitionen av derivata, dvs

. d
i, v(t) = 2, /(1)

12



Dirfor kan grinsvirdet beridknas genom att derivera f(t). Da fas

. d d —0.25¢

Jim o(t) = - f() =S {41 —e 0200(t)}
= e 0BhY(p) 4 4(1 — e OB 5(1)}

= e OB+ 4(1— %) 5(2)

——
0
_ 6_0'25t9(t)
Om u(t) i stillet dr en impuls u(t) = §(t) fas
1
V(s) =G(s)U(s) = 51025

vars inverslaplacetransform &r
v(t) = e 0259(¢)

Grinsvirdet da h — 0 for insignalen ovan och impulsfunktionssvaret ger med andra ord samma
resultat.

d) Linjdra system innebir att signaler kan superponeras (adderas). Detta innebir att utseendemissigt
ser alla signaler lika ut men virdena skiljer sig &t med en konstant faktor. I fallet d& man utgar fran
hastigheten v(¢) = 20 m/s och styrsignalen forindras lika mycket som innan, innebér detta att alla
utsignaler dr samma forutom att 20 m /s maste adderas till signalen v(t).

2.10

For ett fjader-massa system ir den hastighetsproportionella dimpningen inte alltf6r stor (beroende pa frik-
tion, luftmotstand, mm). b #r i alla fall storre 4n eller lika med noll. Ar systemet friktionsfritt s& ar b = 0.

a) Vi later
1
u(t) =o(t) — U(s) =
s
Differentialekvationen Laplacetransformeras och vi far

sV (s) + bV (s) + éV(s) =U(s)

s2V () 4+ bsV (s) + V(s) = sU(s)

Overforingsfunktionen blir séledes

o(t) = £ {G(S)}




b)

U(s) s24+bs+1

Systemets poler ges av ndmnarpolynomen
2 4+bs+1=0

och blir séledes

b [
SR AN
%127 7y 1

Systemet ér alltsé stabilt for alla b > 0.

Processen har ett nollstille i origo. Detta kan tolkas som att stegsvaret av G(s) #r derivatan av stegs-

varet av systemet
1

Gi(s) = s24+bs+1

9)
= limsY (s) = 1i 1V
o) = lim ¥ (s) = Ty 52V ()
= 1111(1) G(s)-U(s)
s 1

lim —— =
sli%s?ererls
=1

Jamforelse med resultatet i uppgift a) visar att detta stimmer enbart da b > 0, dvs. da svingningens
. b o o . . et . . .
amplitud avtar (e~ 2%). I sa fall gér hastigheten mot noll och dirmed positionen mot ett @ndligt virde.

2.11

Laplacetransformering av
§—y(t) = u(t) — bu(t)
resulterar i
s°Y (s) = sy(0) = §(0) = Y(s) = U(s) — b{sU(s) —u(0)}
Stegsvaret studeras allmént i fallet da «(0) = 0 och ¢(0) = 0. Da fas

1 20(0) — bs + 1
(f_UY@FWM®+;—b=iﬂQ?Ei7
och foljaktligen
Y(s) = 5°y(0) —bs + 1 _ s2y(0) — (bs — 1)
s(s? = 1) s(s+1)(s — 1)
O R S S B R
s 2 s+1 2 s—1

Den sista likheten dr en partialbriksuppdelning av Y (s). Koefficienterna kan bestimmas med handpéligg-
ning. Inverslaplacetransformering ger

(O)J;b+1e_t+ y(O)—2b+ Loy

y(t) = (- 147
vilket resulterar i
a) y(0)=0,b=1=y(t) = (=1 +e74)0(t)
b) y(0)=1,b=1= y(t) = (—1 + 1.5e"* + 0.5¢")0(t)
©) y(0)=0,b#1=y(t) = (—1+ et + =2rlet)o(t)
Den instabila polen kancelleras bort i fallet nir y(0) — b+ 1 = 0.

14



2.12

Ke_STd

1+Ts
samma resultat fas i fallet 7;; = 0. Utsignalen &r da

ro=aont - Lt (2 )

Systemet dr G(s) = och insignalen ett steg U(s) = 1/s. Stigtiden ir oberoende av dodtiden, dvs

Den sista likheten ir en partialbraksuppdelning av Y (s). Koefficienterna kan bestimmas med handpéligg-
ning. Inverslaplacetransformering ger

y(t) = K(1—e /T)o(t)

For att beriikna stigtiden behovs slutvirdet. lim; . y(t) = K. Lét t9y och tgqy beteckna tiderna nir
slutvirdet uppnatt 10% respektive 90% av sitt slutvirde. Foljande ekvationer fas

y(tron) = 01K = K(1 — e 10%/T) = t150, = —T1In0.9 =T1n1/0.9
y(toon) = 0.9K = K(1 — e t0%/T) = tg50 = —T1In0.1 = T1n1/0.1

Salunda kan stigtiden ¢4 beriknas enligt

ts = too — tio = TIn10 —TIn1/0.9 = TIn9 = 2T In 3

2.13

Laplacetransformering av
T = —T+u
Yy = 2y+zrz+u

resulterar 1

sX(s)=—-X(s)+U(s) = X(s) = oy 1U(s)
sY(xz) =-2Y(s) + X(s) + U(s)
Insittes forsta uttrycket i andra fas
1 5+2
2)Y(s) = —— =
(s+2)Y(s) = =7 U(s) + U(s) = 250(9)
dvs Y(s) 1
U(s) s+1
Systemet &r stabilt ty pol i vénstra halvplanet.
Rampsvaret blir
1 1
Y(s)= s 1U(s) dir U(s) = 2

vilket, efter partialbraksuppdelning, resulterar i

Inverslaplacetransformering ger

2.14

A-3: Initialt ger steget upphov till hopp i A

B-1: Filtrerad signal A

C-2:  Fitrerad signal B

D-4: Integrerad signal C med slutvirde 1 som steget

15



2.15
Insignal till termometern &r u(t) = kt, diar k = 0.1. Laplacetransformering ger U (s) = 0.1/s%. Termome-
tern har tidskonstant T=20 sekunder, vilket motsvarar en 6verforingsfunktion

1
-~ 1+20s

G(s)
Felvisningen AT'(t) #r skillnaden mellan verklig och miitt temperatur, vilket innebér

AT(s) = U(s) — G(s)U(s) = (1 - G(s)U(s)
1 01 1420s—-101  0.1-20s 2

= 1— —_— | = T -

( 1+208) 52 14+20s s2  s2(14+20s) s(1+20s)
2
s 1+4+20s

Den sista likheten fas genom partialbraksuppdelning. Koefficienterna kan bestimmas med handpalidggning.
Inverslaplacetransformering ger
AT(t) = 2(1 — e 290(¢)

och den stationira felvisningen blir
tlim AT(t) =2

Detta resultat kan alternativt erhallas ocksé genom att tillimpa slutvirdessatsen pa AT(s).

2.16

Ur figurerna fas
a) tlim y(t) = 2, reella poler, inga nollstillen i hégra halvplanet.

b) flim y(t) = 1.5, reella poler, minst ett nollstélle i htgra halvplanet.
[ — 0O

c) tlim y(t) = 1, komplexkonjugerat polpar och gradtal i nimnare som ér storre 4n 2.

1
Slutvirdessatsen ger tlim y(t) = lirr(1) sY(s)— = lir% Y (s)

s
Overforingsfunktion lir% Y (s) Poler Nollstille
(€)) 2 —0.5,-3 2
) 2 -0.5,—2/3 -
3) 1 —0.44+,10.84 -
(@) 1.5 —2/3,-0.5 -
5 1.5 —2,-3 2
(6) 1 —1/3,-0.05+,+/0.9975 -
Uteslutningsmetoden ger
a) och (2)
b) och (5)
¢) och (6)
2.17
a) Stegsvaret utan aterkoppling innebir att vi endast betraktar integralprocessen som har verforings-
funktionen Y(s) %
s
G = = —
(s) U(s) s
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b)

9

2.18

a)

b)

9

Ligg mirke till att v(¢) antas vara noll sa vi endast ir intresserade i sambandet mellan u(t) och y(¢).

K1 K
Y(s)=G(s) - U(s) = —-=—
(5) = Gls) - Uls) = =~ = 5
Inverslaplacetransformation ger
y(t) = Kto(t)

For att beriikna G-, sitter vi igen v(¢) = 0.

Det aterkopplade systemets pol &r
s=—-K,K

Polen flyttas lingre t vénster i s-planet dd [}, 6kar. Detta medfor att systemet blir snabbare (forsta
ordningens system).

Stegsvaret for det aterkopplade system:

r(t) = o(t) — U(s) = %

_ KK 1 _ K,K
Y(s) = Gr(9) RS) = S = S, K 4 9)

Inverslaplacetransformation med hjilp av formelsamlingen ger
y(t) = (1—e ™ ) a(t)
Om polen flyttas ldngre at vinster i VHP Okar systemets snabbhet (snabbare tidskonstant for detta
forsta ordningens system).
KK 1 K

G’I‘: = — =
YUKK+s 1+ gg 1+Ts

U(s) K, Kps

R(s) 1+L(s) s+K,K
Polen for det aterkopplade system ligger som i uppgift 2.17is = —K, K.

Gryu(s) =

Med insignalen
1
r(t) = o(t) — R(s) = -
s

blir styrsignalen

u(t) = L7 {Gruls) - R(s)} = £ {j{K} _ o KKt

Ligg mirke till att styrsignalen &r storst vid ¢ = 0.
Vi beriiknar u(0) till foljd av ett referenssteg med hjilp av begynnelsevirdessatsen i Laplace
u(0) = Slingc sU(s) = ShﬂrgO $Gry R(8)
=l Gru =K,
Detta stimmer 6verens med resultatet i del b)
u(0) = lim u(t) = K,
Hog regulatorforstarkning gor alltsé att polen vandrar at vénster i VHP, systemet blir snabbare (tids-

konstanten blir snabbare) men styrsignalen blir storre (aggressivare styrning). Priset for ett snabbt
aterkopplat system #r hoga styrsignaler.
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2.19

a)
Gre(s) igg - 1+1L(s) - s+§{pK
b) Lat
r(t) =o(t) — R(s) = -
Da far vi 1
E(s) = Gre(s) - R(s) = STRK

vilket efter inverslaplacetransformation ger

¢) Kiriteriet kan 6versittas till Laplace

. 1 1
Jr = lim e(r)dr = igl}) s;E(s) = E(0) = KR

t—o0 0

Ju hogre K, ju bittre foljs referenssignalen.

2.20

a) For att berdkna storoverforingsfunktionen G, sitter vi (¢) = 0.

_Y(s) —-K
V(s) s+ K,K

b) Det kvarstdende virdet pa utsignalen y(¢) efter en stegstorning, dvs.

W(t) = o(t) =— V(s) = %

blir med hjilp av slutvirdessatsen i Laplace:

y(oo) = lims—oY(s)
= lims_0SGuy - V(s)
-K 1
s+ K,K s
-K

= lims .o————
M0 TR K

= lims_s

Ky

Ju hogre forstirkning ju mindre kvarstende fel. Ligg mirke till att vi far ett kvarstaende fel efter
stegstorning trots att det finns en integration i processen. Det krivs en integration i regulatorn for att
fa bort kvarstaende fel efter stegstorningar.

¢) Den nya regulatorn beskrivs av
K;
Overforingsfunktionen Gy blir i detta fall

—Ks
s+ K,Ks+ K, K

Gvy(s) =

18



Detta kan jaimforas med den generella 6verforingsfunktionen for andra ordningens system:

2
Klwn

o) = Tt T

Identifierar man variablerna sa far man:

wn = VK

K
KK [K
= =0.5K,4/ —
C an P Kz

VK
K, ~ VK

p

:

Speciellt noterar vi att { = 0.5 da

d) Det kvarstaende virdet pa utsignalen y(t) efter en stegstorning, dvs.

1

o(t) =a(t) — V(s) = -
s

blir med hjilp av slutvirdessatsen i Laplace:
y(oo) = lims_ oY (s)

= lims—05Gyy - V(s)

_ —Ks 1

= Z?’TLs~>OSS2 +KPK5+K1K5

li —Ks
= tMms—
'+ K,Ks+ K, K
=0
Eftersom vi utgick ifran att 7(¢) = 0 sa blir slutvirdet noll.
2.21
a) Aterkoppling ger
K
K itsT 1
0(s) 1+ Kihgs K,K/T
0,(s) X 1 o 1+EK;K KK
—+sT
1 + K —="52 s° + T S+ T

P 1+ Ky 71—£T S
Identifiering av nimnaren med en dubbelpol i s = —a ger

1+ KK KK
g2yt el oy B

T T =(s+a)? dir K=3,T=05
vilket innebdr att Lt KK T 1 )
+ Ky al — o —
— =20 = K4= =
T @ d K 3
K,K 9 *T  a?
T ¢ PR 6
Sélunda fas
a? 3
0s) 6 05 _ o
0-(s)  (s+a)?* (s+a)?



b) Stegsvaret dr

a® 1 1 1 o
M) = rars s Gra) Grap

Den sista likheten &r en partialbréksuppdelning av Y (s). Inverslaplacetransformering ger
Ot)=1—e " —ate™™ t>0
vilket innebdr att
a=1 = 0t)=1—-ct—tet t>0
a=5 = 0t)=1—e -5t t>0

Overforingsfunktionen mellan referenssignalen 6,.(s) och styrsignalen U (s) kan fs genom bloch-
schematransformationer enligt

0, u
+ Ky +2 g
Kq
1 w K
s }+ sT
0, u
) ) K
+ +'A\T/ P
Kd/Kp
1 K
s }—i— sT

vilket resulterar i

U(s) K, _sEy(s+1/T)  o®s(s+2)
0r(s) 14 Kp(5t+ 1) s (5 + )2 6 (s+a)?
Stegsvaret dr
a?s(s+2)1 a’s+a—a+2 o 1 a? 2—a
U6 = Gt s = § e = et 5 e
6 (s+a)2s 6 (s+a) 6 s+a 6 (s+a)
Inverslaplacetransformering ger
a2 2
u(t) = Ee_o‘t +—2-a)te™ t>0
vilket innebér att
1., 1,
a=1 = u(t)zae —&—6756 >0
25 25
a=5 = u(t)zge ot 5t 5t t>0
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Speciellt &r initialvérdet
o? a=1, u(0)=1/6
u0) =% = { a=5, u(0) =25/6

Motsittningen som rader 4r att ju snabbare system (« storre) desto hogre styrsignalsaktivitet.

2.22

a) Lit L(s) = F(s)G(s) beteckna kretsoverforingsfunktionen. Dé fés foljande dverforingsfunktioner
med hjilp av aterkoppling

4 KPS+K1‘

Gry(s) = L(s) _ Tn > _ Kys + K;
" 1+ L(s) 14 1-&45 K,Js:-K,, 52 1+ LHE, 1+4K st K,
Gru(s) = F(s) Koot B 7K +M + K
ru 1+ L(s) 1+ 1;145 Kps:K,v, 2 1+4K s+ K,
4
Goyls) = — G(s) _ T+4s _ —s
T TS T T S A
b) Felet E(s) = R(s) — Y (s) beror pa R(s) och V(s) enligt
4
! Gls) 1 1+4s
E(s) = — _G0) v §
(s) 15 2(s) R(s) + T+ L(s) V(s) I o R(s)+ . TR (s)
1+ 1+
1+4s s 1+4s s
1 s(144s) s
! 1+4K R(s) + 1+ 4K, Vi(s)
<82+TPS+KZ) 52+TPS+KZ‘

vilket fas genom aterkoppling. Kvarstaende felet dr

es = tlim e(t) = lin%) SE(s)
dir sista likheten enbart giller for stabila system. I fallen borvirdeséindringar och laststorningar fas
foljande.

I) Borvirdesindringar, v(t) sitts lika med 0.

)

1 1 1
R(s)=1/s = es=lims————-=0 (OmK, =0sae; = ——
(s)=1/s e 1m81+L( s (Om sde 17K,

1
R(s)=1/s* = e, =lims (Om K; =0sé ey — 00)

1
0"1+ L(s) s2 4K
II) Laststorningar, r(t) sétts lika med 0.

G(s

~

. 1 !
V(S):l/siegzl%Smg—O (OmKi—Osaes—m)
G 1 1
V(S):1/82:> 6522%8]%52:& (OmKl:OS?ieSHOO)

c) Styrsignalens startvirde ges av begynnelsevirdessatsen

1
w(0) = limu(t) = lim sU(s) = lim sG,u(s)— = lim G,,(s) = K,

t—0 §—00 $§—00 S 85— 00

Foljande slutsatser kan dras
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o Ju storre K, desto hogre styrsignalsaktivitet (u(0)) for bade P och PI-reg.

o | fallet P-reg, ju storre K, desto mindre kvarstdende fel vid steg i r eller v. Dock gér felet mot
odndligheten vid rampformade borvirden och laststorningar.

o [ fallet PI-reg, integralverkan innebir O i kvarstaende fel vid steg i r eller v, och ett konstant
vérde for ramp. Det konstanta virdet dr mindre ju hogre K; ar.

2.23

a) Oppna systemet

Overforingsfunktionen fran R(s) till Y (s) dr

K
CEW(S)—fB%(Tj;;yZ

Stationdrvirdet y, for konstant borvirde fas med slutvirdessatsen enligt

. r
Ys = hn%) $Gry— =1Gry(0)

S§— S

vilket skall vara ekvivalent lika med r enligt uppgift. Detta innebiir att G,.,(0) = 1, dvs lagfrekvens-
forstarkningen maste vara 1. Eftersom G, (0) = K, K innebir detta att K, = 1/K = 0.5.

b) Oppna systemet

Slutvérdessatsen ger att
. . 1
thm y(t) = 1111’(1) SG,-y(S)g = G,y(0) = 0.5K

Slutna systemet

For det slutna systemet blir dverforingsfunktionen

K
K —
Gry(s) = D Syl
AT K  (1+s)m+ KK
1+ K,——— P
(1+s)m

Slutvirdessatsen ger

K,K

. s 1 B
lim, (1) = lim sy ()] = Gy (0) = 5

t—o00

Foljande skillnader mellan 6ppna och slutna systemet fas

e Oppna systemets slutvirde 6kar med okande K,
o Slutna systemet slutvirde gar mot 1 ndr K, K &r stort, dvs genom att ha hog forstirkning K, i
regulatorn sa dr slutna systemets slutvirde nira 1.

c) Felet ér definierat enligt
E(s) = R(s) = Y(s) = =Y (s)

dir sista likheten foljer eftersom inverkan av laststorningar skall studeras vilket innebir att R(s) = 0.

Oppna systemet
Y (s) beror av V() enligt

Y(s) = ~Guy(s)V(s) dar Guy = grom
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och foljaktligen fas

Det kvarstaende felet blir
. K 1
es=llms———- =
S0 (14s)ms

Slutna systemet

For det slutna systemet beror Y'(s) av V() enligt

_K
) (1+s)m K
Y(s) = —=Gyy(s)V(s), diar Gyy(s) = = -
y T S (SRR
(1 _|_s)m

och foljaktligen fas
E(s) = Guy(s)V(5)

Det kvarstaende felet blir

i K 1 K
s — 11m - =
G AT+ K,Ks 1+ KK

under forutsittning att systemet &r stabilt. Systemet &r stabilt om K, /K + 1 > 0 for bdde m = 1,2
(dvs K, > 0, K > 0 tillrickligt for stabilitet).

d) aterkopplade system med m = 2; K, =99 och K =1

Nimnarpolynomen for det dterkopplade systemet ges av
99 + 14 2s+s° = s° + 25+ 100
Detta kan jaimforas med en generell 2:a grads polpolynom
§2 + 2Cwps +w?

Identifiering av koefficienterna ger
wp, = 10
2

=—=0.1
< 2wy,

aterkopplade system med m = 1, resten som ovan

Nimnarpolynomen for det slutna system ges i detta fall av
9 +s+1=s5+100

Systemet har alltsé en reell pol i s = —100, dvs. systemet svinger inte och har en fasmarginal av
minst 90 grader.
Oppna systemet
Oberoende hur vi viljer m s kommer det 6ppna systemet i vart fall alltid ha reella poler och dirmed
en dimpning ¢ > 1. Systemet kommer alltsa aldrig att svinga.

e) Foljande slutsatser kan dras

e Fordelar 6ppen styrning: Inga stabilitetsproblem om processen stabil
e Nackdelar 6ppen styrning:  Kinslig for parametervariationer och storningar

e Fordelar aterkoppling: Okinslig for parametervariationer vid hog kretsforstarkning
(K, K); och storningar for hog regulatorforstirkning ().

e Nackdelar aterkoppling: For hog kretsforstiarkning (K, K) minskar stabilitetsmarginaler-
na och kan leda till instabilitet.
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En forsta ordningens process som styrs av en ren P-regulator kan aldrig fa en dimpning som ér mindre
an 1. Fasmarginalen kommer alltid att vara minst 90 grader.

Diremot kan en forsta ordningens system snabbas upp med hjélp av P-reglering jamfort med ppen

styrning.
2.24
wr € u r ,[p
+ GRr(s) Gs(s) Go(s) .
Yg
—HE)
Regulator: u = 0.5¢e = Ggr(s)=0.5

0.1 0.02

Roderservo: or +r =0.1u = G4(s) = Pl 5102
5 5+0.

0.1 1-1073

Fartyget: 1004 +¢) = 0.1M = G(s) = 100s2 +s  s(s+0.01)

Givare: g = 0.12 = H(s)=0.1

Omv. faktor: M, = 1-10%r = Go(s)=1-10°

e Kretsoverforingen L(s) dr

L(s) = Gr(s)Gs(s)Go(s)Gf(s)H(s) = 0.5 0.02 e 1.10-3

. 0.1
s+0.2 s(s+0.01)

dvs alla 6verforingsfunktioner i aterkopplingen
Utsignalen v (s) beror av ,.(s) och M, (s) enligt
P(s) = G1(8)Pr(s) + Ga(s) My (s)
dir G1(s) och G(s) sokes.

o Gi(s) = 5((2)), M, =0, Genom aterkoppling fés

02 1.1073
0.02 o5 1-10

0.5 —_
Chls) = GrG:GoGy _ s+0.2 s(s+0.01)
N T 14 GrGL.GoGRrH 105 002 | e 11078
Ts+0.2 s(s+0.01)
B 0.01 B 0.01
~ s(s+0.2)(s+0.01) +0.001 53 +0.2152 4 0.002s + 0.001
5

500s3 4 10552 + s + 0.5
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Sambandet mellan v och ),- kan dven beskrivas med en differentialekvation

500¢) + 105¢) + v + 0.5 = 5,

o Ga(s) = Vls) . ¥, =0, Genom aterkoppling fas

M,(s)’
1-1073
Gy 5(s40.01)
G - =
28) = T GRG.GoGrl 0.02 . 1-10°
140.5 1-10
s+1.2 s(s +0.01)0.1
B 1-1073(s +0.2) 0.5(s +0.2)

" s(s+0.2)(s +0.09) +0.0001 _ 500s® + 10552 + 5 + 0.5

Motsvarande differentialekvation

5000 + 105¢) + v + 0.5¢ = 0.5M,, + 0.1M,

2.25

fo(s)

Bestidm overforingsfunktionen 0:(s) genom blockschematransformationer.
(s
K2

Aterkoppling ger att G (s) enligt figur blir

0; N O + 1 90‘
Q: 0.7 s2+403s+1
- +
Gi(s) 1 04 [
Ks
-1
-1 -1 —0.5
Gi(s) = 1+281 _ _ _
1+2s+05 25415 s+40.75
1+0.5
1+ 2s
Pa samma siitt fas G2(s) enligt figur som
1
Gals) = s24+03s+1 _ s+ 0.75 _ s+ 0.75
T N 1 0405 (24035 +1)(s+0.75) + 0.2 5*+ 1.05s% + 1.2255 + 0.95

4
s24+0.3s+1 s+ 0.75
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0; Oe 0o
0.7 Ga(s)

Ks

0
Slutligen fas QOES)) genom Yytterligare aterkoppling
S
o (s +0.75)
0i(s) _ _ 07Ga(s) " s34+1.05s2 + 1.2255 + 0.95
Oo(s) 14 0.7G3(s)K s (s +0.75)
1+0.7 K
T S 10557 1 12255 1 0.95
0.7(s +0.75)

~ 534 (1.05+0.7K)s? + (1.225 + 0.525K)s + 0.95
Kretsforstiarkningen &r

(s +0.75)
L(s) = 0.7G2(s)Ks = 0.7 K
(s) 2K = 0T G 7 T 12955 7 0.95

2.26

a) Aterkoppling ger att z beror av 7 och v enligt

FGWG: GuG. . GuG. o G, .
"1 Y F,G.G.F. "1 Y FE,G,G.F, "1+ F,G,G.F,

= F,r,
& 1+ F,G,G.F.

Overforingsfunktionen fran 7 till z blir, genom att sitta v = 0

G.G.

rz — FrFu Fr—
Cre = (BBt )i GG

och overforingsfunktionen fran v till z blir, genom att sitta r = 0

G

Gow = Ur Gt G GG T

Kretsforstirkningen L(s) blir
L(s) = F,G,G,F,

b) Om Fy,G, + G, = 0sa beror ¢j z av v, dvs lat

Fr, =—-G,/Gy

G.G.

mzlsﬁérz:r,dvslﬁt

Om (F,F, + Fy,)

1+ FuGuG.F:

]- Fz*FrFu uTz
Fpy = FF, - + ( VE.G.G

G.G. G.G.

Komplikationer i sammanhanget:
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e Savil Fy, och FY, blir instabila om G, har minst ett nollstille i hogra halvplanet.
F'y, blir instabil ocksd om G, har minst ett nollstille i hogra halvplanet.

e Sévil Fy, och Fy, kan blir icke-propra (dvs gradtalet i tiljaren storre &n gradtalet i nimnaren).

-1 -2
Exempelvis om G, = —(S 5 ), Gy, =1, G, = s och F, = F, sé ir
s (s+1)(s+2)
2 2 1 2
Fro = s P s (s+1)(s+2)
s—1 (s—=1) (s—2)

vilka bada ir instabila och icke-propra.

2.27
_ Y1+ FuGuGy G.G.
z = FoC.C r+ G, I v
1+F“Z1+FMGUGIGzFZ + G.G.( +GZ) G

Den andra 6verforingsfunktionen fas genom att flytta knutpunkten vid z till z och kompensera med 1/G..
Aterkoppling, som for den forsta dverforingsfunktionen, ger ovan resultat.

Forenkling ger
1+ FuGuGy + Fu. P F.GL,GLG., 14+ FuxGuGy + Fu  Fun F.G,G G,
Grz Guz

Kretsoverforingen ar
L(S) = FuoGuGy + P Fua .G GG,

2.28
Lat P(s) = A(s)C(s) + B(s)D(s). Aterkoppling ger att
D(s) B(s)
_ C(s) A(s)  _ - B(s)D(s)
Gl = B " p@ B ~ PG
" C6) AG)
B(s)
G AG)_BECE)
W)= D6 B T PG
1+
C(s) A(s)
D(s)
G O AEDE)
nls) = K Gy By TR
C(s) Als)
_B(s) D(s)
_ __Als) C(s) _  B(s)D(s)
Gvu(s) - s D(S) . B(s) - P(S)
C(s) Als)

Forstiarkning K.
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Lagfrekvensforstirkning 1 fran r till y innebir att

. B _ . BO)D() _
fim Gy (s) = Gy (0) = Ko =5 55— =1
vilket medfor att P(0)
N TONI0)

Egenskaper C(s)
Kvarstaende fel efter stegstorningar skall undvikas. Detta medfor att

1
lim y(t) = lir% 5Guy(s)— =0
S— S

t—oo

vilket innebdr att

B(0)C(0)

=0
dvs C'(0) = 0 (integralverkan i regulatorn). Slutvirdessatsen ovan giller under forutsittning att systemet 4r
stabilt, dvs P(s) har samtliga poler i vinstra halvplanet.

Da

D(s) 2(s+1) B(s) _ 1
C(s) s 7 A(s) (s+1)2
blir
P(s):(s+1)25+1-2(8+1):(s—|—1)(52—|—3—|—2):(s—&—l)(s—&—%—kjg)(s—&-%—jg)

1 7
dvs poleri —1 och —3 :i:j£

2
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3

Tillstandsmodeller

Notera att valet av tillstand i en tillstandsrepresentation inte ir unika; flera 16sningar dr mojliga.

3.1
a)

Lat exempelvis

zy(t) = y(t)
za(t) = y(t)
Derivering ger
in(t) = g(t) = a(t)
ia(t) = §(t) = —y(t) +ult) = —wa(t) +u(t)
eller pd matrisform
x(t) [8 _11 ] x(t) + {(1)] u(t)
y(t) = [10]a()
b)
24(t) 4+ 3y(t) + 2y(t) — bu(t) =0
Lat exempelvis
zy(t) = y(t)
za(t) = y(t)
Derivering ger
i (t) = y(t) = 22(t)
a2(t) = §(t) = 5 (=2y(t) = 3y(t) +5u(t)) = —z1(t) — Sx2(t) + Fu(t)

eller pa matrisform
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9

40(t) + 5v(t) = 2u(t)
y(t) +2y(t) = 5v(t)
Lat exempelvis
x1(t) = v(t)
za(t) = y(t)
Derivering ger
ii(t) = 0(t) = 2(=bBo(t) +2u(t)) = —3z1(t) + u(t)
Zo(t) = yt) =  bo(t) —2y(t) = bx1(t) — 2x5(t)

eller pa matrisform

d)

o(t) + 20(t) = 3u(t)
§t) +7y(t) +4y(t) = 5v(t)
Lat exempelvis
z1(t) = v(t)
za(t) = y(t)
z3(t) = ()
Derivering ger
z1(t) = 0(t) = —2u(t) + 3u(t) = —2x1(t) + 3u(t)
da(t) = y(t) = 3(t)
3(t) = Sv(t) —4y(t) —Ty(t) = Swi(t) — dwa(t) — Tws(t)

eller pa matrisform

-2 0 0 3
z(t) = { 0 0 1 ]x(t)—l— [0 u(t)

5 —4 =7 0
(01 0]a(t)

<

—~
~+

=

€)
> () +6i(t) + 3y(t) + 4y(t) = 2u(t)

Lat exempelvis

zi(t) = y(t)
wa(t) = y(t)
z3(t) = §(t)
Derivering ger
i(t) = yt) = a2(t)
is(t) = §(t) = walt)
a3(t) = y*(t) = —Ay(t) —3y(t) — §(t) + 2u(t) = —da1(t) — 3wa(t) — 23(t) + 2u(?)
eller pa matrisform
0 1 0 0
z(t) = [ 0 0 1 ]x(t)+ [0 u(t)
-4 -3 -1 2
y(t) = [10 0]x(t)
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G(t) + 3y(t) = 2a(t) + 10u(t)

Lat exempelvis
z1(t) = y(t) — 2u(t)
Derivering ger

#1(t) = §(t) — 2a(t) = —3y(t) + 10u(t) = —3(y(t) — 2u(t)) + 4u(t) = 31 (t) + 4u(t)

vilket dr samma som

z(t) = —3x(t) + 4u(t)
y(t) = () + 2u(t)
3.2
a)
4548 25 +4 2 0

G(s)

:252+6s+4:(s+l)(s—|—2) s+1+s—|—2

Tillstandsmodell pa diagonalform:

() = {01 _02]x<t)+ [ﬂu@
y(t) = [1 1]a(t)

Notera att det sker en pol/nolstilleskancellation for s = —2. Tillstaindsformen kan dirfor reduceras
med bibehallet in/ut-signal samband.

b)
3 _3/2 3/2

Gls) = (s+2)(s+4) s+2 s+4

Tillstandsmodell pa diagonalform:
i(t) = {‘02 _04]33(t)+ [f’%]mo
y(t) = [1 1]x(t)

c)
s+1 2 543 2 2 2 2

G = = — =1 —
(s) s+3+s+4 s+3 s+3+s+4 s+3+s+4

Tillstandsmodell pa diagonalform:

d)

G(s) 252 +10s+4  2(s*+3s+1) 45+ 2 4s+2

S) = = = _—
s24+3s+1 s24+3s+1 s24+3s+1 s2+3s+1

Tillstandsmodell pa styrbar kanonisk form:

-3 -1
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e)
() +ij(t) + 3u(t) + dy(t) = 2ii(t) + u(t) + 2u(t)

Laplacetransformering ger (det dr mojligt att direkt vilja tillstand som i uppgift 3.1. Vi viljer dock
hir att Laplacetransformera forst):

Y (s) 252 +5+2
U(s) s34+52+3s+4

Tillstandsmodell pa styrbar kanonisk form:

-1 -3 —4 1
z(t) = 1 0 0 [z()+ |0 ul)
0O 1 0 0
y(t) = [2 1 2]a(r)
3.3
Y(S) = 1+425X(S)
X(s) = 1+1(')?55U(s)

a) Motsvarande differentialekvationer &r:

29(t) +y(t) = 4a(t)
0.5i(t) + z(t) = L1.5u(t)

Lét tillstdnden vara

z1(t) = y(t)
xa(t) = x(t)
Derivering ger
#(t) = 9(t) = 3 (-y(t) +42(t) = —z1(t) + 222(t)
io(t) = @(t) = g5 (—x(t) + L5u(t) = —2xa(t) + 3u(t)
eller pd matrisform
i) = | 7 2] a0+ [ § ]
y(t) = [10]z()
b)
G(s) = Y(s) Y(s)X(s) 4 L5 6 B 6
S U(s) X(s)U(s) 1+2s1+05s (s+0.5)(s+2) s2+25s+1
Tilstandsmodell pa observerbar kanonisk form:
i(t) = [ff Hx(tn [g}u(t)
y(t) = [10]x(t)
9

CY(s) 6 4 4
) =6 TG0+ 5405 s+2

i(t) = {‘8'5 _02}90@)—1— [_{Ju(t)

y(t) = [1 1]=(t)
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34

Overforingsfunktionen ges av G(s) = C(sI — A)~! B, vilket med givna A, B, C och D matriser ger:

A RERIN AR
= [2 -1] [5;2 894}1[H+1=

o s=4 0 1[1] ..,
= (52)(54)[21][ _3 3_2} o | T1=

G(s)

= e [2s - +3 —(s—2)] [”H
O TP STy
a (s —2)(s—4) 1 (5—2)(8—4)+1 (s—2)(s — 4)

3.5

6(t) + 010(t) + ar(t) = né(t)
Z(t) + 020(t) + anz(t) — go(t) = gdo(t)

a) Vilj exempelvis tillstainden:

zi(t) = 0(t)
wa(t) = 6(1)
x3(t) = x(t)
za(t) = @(t)
och 1at u(t) = 6(t) och y(t) = 6(t). Derivering ger
() = 0(t) = za(t)
To(t) = 0(t) = —010(t) — aqi(t) + nd(¢) = —o122(t) — arza(t) + nu(t)
Fa(t) = a(t) = za(t)
24(t) = Z(t) = —020(t) — and(t) + gh(t) + go(t) = ga1(t) — oaxa(t) — avxs(t) + gu(t)
eller pa matrisform
01 0 O 0
i) = |0 O 0 TN e+ | | ul)
g —o2 0 —a g

y(t) = [1 00 0]=x(t)

b) Overféringsfunktionen kan beréiknas med G(s) = C(sI — A)~!B. Nar dimensionen r storre eller
lika med tre blir det dock ganska mddosamt att invertera matrisen (s — A) for hand . Vi 16ser dirfor
detta tal genom att Laplacetransformera bada differentialekvationerna och sedan eliminera X (s).

$20(s) + o150(s) + arsz(s) = nd(s) = sx(s) = a% (—5%0(s) — o150(s) + nd(s))
s2x(s) + 0250(s) + aasz(s) — gb(s) = gé(s) = sx(s)(s + az) = —a250(s) + gb(s) + gd(s)
Stoppa in den forsta ekvationen i den andra ger:

S (—s0(s) — 0150(s) +nd(s)) (s + az) = —o250(s) + g0(s) + g6(s)

(€3]

vilket dr ekvivalent med

—5%0(5) — (01 4 2)5%0(5) — o10250(5) +n55(5) +nawd(s) = —a10250(s) + gar0(s) + gay (s)
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eller

(s° + (01 + a2)s® + (201 — 102)s + gai) 0(s) = (ns + nas — gay) §(s)

Overforingsfunktionen blir:

@ _ ns + nag — gag
(s) 83+ (014 a2)s? + (ago1 — a102)s + gan
3.6
o(t) +z(t) = u(t)
y(t) —y(t) +22(t) = u(t)
a) Lat tillstanden vara
xz1(t) = z(t)
z2(t) = y(t)
Derivering ger
z1(t) = @(t) = —x(t) + u(t) = —z1(t) +u(?)
ia(t) = y(t) = —2x(t) +y(t) +ut) = —221(t) + z2(t) + u(t)
eller pa matrisform
) = | ] #1 ]
y(t) = [0 1]ax(
Overforingsfunktionen ges av G(s) = C(sI — A)~ 1B vilket med givna A, B, C' och D matriser
ger:
50 —1 01\ ' [1]
oor= o132 [35)) 1)
s+1 0 17'[1
o]t f-
-1 0 1
= e [0 1][ 2 s—|—1} 1]~

1
= eme [ 2 ”1]{1]

—2+s+1 s—1 _ 1
s+ (s—1) — (s+D)(s—1) _ s+1

b) Stabiliteten hos tillstandsmodellen bestdms av polerna som ges av det(sI — A) = 0, vilket i detta fall

blir s = —1 och s = 1, vilket implicerar att systemet &r instabilt ty en pol i hogra halvplanet.

Stabiliteten hos dverforingsfunktionen ges av polerna, vilket i ovanstdende fall med kancellerad pol i
hogra halvplanet innebir ett stabilt system ty den aterstaende polen ligger i vinstra halvplanet.

Skillnaden ir att tillstindsmodellen ir en intern representation av systemet dir samtliga poler ingar.
Overforingsfunktioner beskriver enbart relationen mellan insignal till utsignal och dirmed inte alltid
systemets fullstindiga dynamiska beteende, som illustrerats i detta exempel genom kancellationen av
den instabila polen.

3.7

Ur figuren fas:

1+55X2( )

1+2$(
Xi(s)

34
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Motsvarande differentialekvationer ér:

,TQ(LL) + 2{,.62@) = 10u(t) — 0.6!1)1@)

|

=]
N
—

~
N

y(t) = x1(t)
eller
i‘l(t) = —0.21‘1(t) +0.2$2(t)
j?g(t) = —O.3J)1(f) — O.5J32(t) + 5u(t)

som pé& matrisform blir
i = 22 92 o+ 2]
y(t) = [1 0]2()

Egenvirdena ges av det(A] — A) = 0, vilket ger:

A+02 02 ]
det{ 0.3 A+0.5]_0

eller
(A+02)(A+05)+006=0 = A 4+0.7A4+0.16 =0

som har I6sningen

A= —0.35£35v0.0375

Systemet &r stabilt ty bada egenvirdena (polerna) ligger i vinstra halvplanet.

3.8

a) Genom att utfora deriveringen i den andra ekvationen fas:

1 ) ) . =27 (t)w(t) 1
—— (2 2 - - i
r(t)( r(&)r()wt) + r @t)w(t)) =ua(t) =  w(t) =0 + 74(15)u2(t)
Vilj exempelvis tillstianden
zi(t) = r(t)
za(t) = (1)
z3(t) = w(t)
Derivering ger
z1(t) = 7(t) = z2(t)
a(t) = #(t) = —Hg +rt)W’ ) Twt) = — g + e (O23(t) + ua(t)
B(t) = @(t) = —220500 4 o, (1)
eller pa (olinjir) matrisform (ingen utsignal angiven)
i1 (t) . ()
i) | = | s+ O30 +ur(0)
J 2xo(t)xs(t
3(t) - 2351)@)3( Lt a:ll(t) us(t)
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b)

3.9
a)

Linjérisering ger (Taylorutveckling)
Az(t) = AAz(t) + BAu(t)

dir Az(t) = x(t) — xo, Au(t) = u(t) — ug och
of of
= —_— B = —-—
Oz ’ ou

(z0,u0)

A

(z0,u0)

Zo och ug ir arbetspunkten, vilket i detta exempel &r en jimviktspunkt vilket innebér att f(zq, ug) =

0. Den sistndmnda relationen ger:

oo = 0
—k 4 21023 + w10 =0
Tio

_ QIQQI;;O 1
Z10 + 10 u20

vilket med w1 = ugp = 0 ger foljande virden pa z19 och xo:

220 =0
k 2 2 \1/3
— 2z T T10T30 + U0 = 0 = =z10= (k/xzso)

__ 2m3omzo 4 1 _
10 + IlOUQO O

Berikning av A och B ger (dir x30 = wy):

r ofi(xz,u) Ofi(z,u) Of1(z,u) 7
Dfaliu) Dfe(iw) Ofsituw) ) ! 0
4= afgfiyu) afgﬁiu> 6;9%2’“) HE e 20 22x1x3 B
T,u T,u T,u — — —
| Myned Offew) Ohfra) | | Zeows/wi —uafay —Zvafw —2wa/ui [ .,
[0 1 0 0 1 0
= | 323 0 2r10730 | = | 3wh 0 2(kwo)1/3
0 72$30/I10 0 ] 0 —2]{1_1/3&)(5)/3 0
Ofi(z,u) Of1(z,u
ohlrw) 2htrn 0 0 0 0 0 0
B = 8f(g)(z7u) 8]%(@&) =11 o0 =11 o0 - |1 0
U1 U2
Ofs(x,u) Ofs(z,u 2\—1/3
fgsi1 ) fgésiz ) (QZO;UO) 0 1/:1:1 ($07u0) 0 1/$1() 0 (k/wo)

Egenvirdena ges av det(A\ — A) = 0 vilket ger

A -1 0
det | —3w§ A —2(kwo)? | =0
0 2k 1/3u° A

vilket dr ekvivalent med
AN+ 4wd) =3 =N+ =0 = AN +wd)=0

dvs egenvirderna ar A = 0, A = £jwyp. Insittning av wy = ﬁge‘oo i ovanstaende ger losningen.

Ur figur fas bakre hjulens hastighet vy (¢) = v cos u(t). Definitionerna pa sinus och cosinus ger:
1 = op(t)sinp(t) = vcose(t)sinp(t)
o = wsin(u(t) + ¢(t))
23 = vceos(u(t) + o(t))
dar
t) — t
sinp(t) = za(t) — 21 (1) 7 z1(t)
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b) Linjdrisering for smé vinklar w(t) och ¢(t) innebir att cos u(t) =~ 1 och sin(u(t) + ¢(t)) ~ u(t) +
o(t), vilket ger:

T = Uim(t);zl(t) = —jwi(t) + Foa(t)
Ty = vu(t) +vp(t) = —Fa1(t) + Fa2(t) +vu(t)
@3 = (Y

Vid beridkning av 6verforingsfunktionerna noteras att tredje ekvationen enbart beror av den konstanta
hastigheten v medans den forsta och andra ekvationen inte beror av x3(t). Om vi dérfor viljer

| ol

vilket #r matrisformen nir sista tillstindet negligeras, sa kan dverféringsfunktionerna beriknas med
G(s) = C(sI — A)7'B, diir Gz, (s) fas med y(t) = z1(t) = Crz(t) = [1 0]z(¢) och Gy, (s) fés
med y(t) = z2(t) = Cox(t) = [0 1]z(t), vilket blir

N
|
1
\
[aNISEN[S]
~Sles|e

1 -
s 0 - 0
G = [10] ([5 0] - [ZEE]) 0]
v v -1
7 S_Z v
_v 0
= 1 10 [S RN { }
oerrE O e ]
v 2
— i[l 0] C o, _ v/t
2 v 32
s vs + Y
2

Guzg(s):%[o 1] €, _ vt /L

Insatt med siffrorna £ = 5 och v = 8 blir

Guz,(5) = 1§é8
Gua:g(s) = w

Bada polernas placering i origo innebir att systemet ir en dubbelintegrator, vilket dr rimligt ty dndring
i styrvinkel ger upphov till en acceleration av trucken. Forklaringen till nollstillet s = —v/¢ i den
senare overforingsfunktionen kommer sig av att framhjulen &r styrbara, vilket ger ett extra bidrag pga
hjulens vridning.

3.10

s
—~~
o~
~
+
!
—~~
o~
~
I
LS

w
—~
o~
~
<
—~
o~
~

<
—~
~
~—
|
=]
—~
~
~—
(=)
—~
~

a) Lat exempelvis

Derivering ger

#(t) = pt) = —pO + P ult) = —ea(t) + 23 (u(?)
B2(t) = 4(t) = —2q() + 2™ (t) = —Zwa(t) + e ud(t)

eller pa (olinjér) matrisform

(O] 20 A 1 e

Ta(t) —éxg(t) + ée“(”u2 )|
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Utsignalen blir y(¢) = p(t)q(t) = z1(t)z2(t) = g(x1, x2).

Da ¢ = 0 dndras dynamiken sa snabbt hos x5 (t) = ¢(t) att éindringen kan antas intriiffa 6gonblickli-
gen. Detta far till foljd att vi kan betrakta relationen ¢(t) = e u?(t) eller x5(t) = e*2Mu?(t) som
statisk och antalet tillstandsvariabler reduceras till enbart en som ges av ekvationen

i1 (t) = —z1 () + o5 (t)u(t)
dir zo(t) = e®2(u?(t).

b) Arbetspunkten (po, go, uo) dér pg = x19 = 0.5 dr ett stationirtillstind fas genom att sitta alla deri-
vator till noll i tillstdindsformen. Detta resulterar i

—$10+$§0U0 =0
—Zoo + €%20ud = 0
eller
x
u = 3°
20
7
eT20 — T20 — T30
2 2
Uo Tio

eller insatt med virden e*20 = 423, som enligt uppgift har 16sningen x50 = 0.9380. Detta resulterar
iug = 73 = 0.6058.
20

¢) Linjdrisering ger (Taylorutveckling)
Az(t) = AAz(t) + BAu(t)
dir Az(t) = z(t) — xo, Au(t) = u(t) — ug och

_of
A=

_ Y

’ C_Gac

(wo,u0)

(zo,u0) ’ Ou (zo,u0)

Berikning av A, B och C' ger

Ofi(zu) Ofi(zw)
A= afla(ﬁc1 ) zafla(gc2 ) ] = {_1 1 fxgoqio 2 ] = [_1 13?%0%

o (z,u 2(x,u _1 _ 20 _ 1 _
om0 J(some) 0 —zll=eu) 0 —el-om)

B =

Of1(z,u) 3
ou — 20
Ofz(@,u) - [ 2eT204y, }
(z0,u0)

ou €

C = |: dg(z,u) 9Og(z,u)

Brs 9z Lwo,uo) = [ @20 10 ]

Egenvirdena ges av det(A] — A) = 0, vilket blir

det { A+1 —323,ug ]

1
0 /\‘Fg(l—l‘go)
dvs A =1och A= —1(1—zy) =—-2220.Die — 0 gir A — —oo.

d) Overforingsfunktionen ges av G(s) = C(sI — A)~'B, vilket med givna A, B, C och D matriser
resulterar i

s+1  —=3x35u a3,
G(s) = [cho 3310] { 0 s+ L(1—aa0) { 26I20u0] —
1> €

_ 1 s+ =(1 —x20) 3x35u0 T3y B
T G+ L(1—220)) [ 220 210 ] 0 s+ 1 2209 |

€

1.3
[ @20(s + (1 = w20)) 3adguo + z10(s +1) | { 2gma0y, | =
g

- 1

- (s+1)(s+%(17120))

230 (5+ 1 (1—m20))+ 8 28,e"20ud+ 2w10(s+1)e™0ug _ a3, (s+21(1—w20))+ a3+ 2(s+1)a3,
(s+1)(s+2(1—w20)) - (s+1)(s+1(1-w20))

— gh (AFD)s+2(9=220) _ 4 ((24€)s+(9=w20))

T 720 (s+1)(s+1(1—>20)) ~ 20 (s+1)(es+(1—x20)
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Tidskonstanterna blir 1, 1_‘;20 och 92_220. Da ¢ — 0 reduceras alltsa systemets dimension med 1,

motsvarande egenvirde gar mot co och tidskonstanten mot 0 vilket innebir ett statiskt samband.

Notera att G(s) har ett nollstélle i s = — 2 720 som blir s = —2=220 43 ¢ — 0. Anledningen till att
detta nollstille dr kvar dd ¢ — 0 &r att y(t) = x1(t)xo(t) ddr x2(t) ér en statisk funktion av ().
Denna direkterm i utsignalen y(t) visar sig med ett nollstélle i dverforingsfunktionen G(s).

3.11

Losningen till en modell pa tillstandsform dr
y(t) = L7HC(sI — A)~'BU(s)}
Dé u(t) &r en impuls, dvs U(s) = 1, och y(t) = sint blir resultatet
y(t) = L7HC(sI — A)7'B) = sint

eller vid Laplacetransformering

C(SI — A)_lB = m

Vidare giller att systemet &r av andra ordningen samt att 4 (t) = x2(t) enligt uppgift. Vi kan dirfor ansitta

A=l o=lnl o= [2]
al ag bg C2

Vi far didrmed att

-1
_ S -1 b1
ﬁ:C(SI_A) 132[0102][_(11 s —an {bz}:
o 1 S —az 1 b1 o
= Somaw—a €1 2] [ ar S] [bz} -
b 1Cc1(s—az 101¢€21Tb2€1T02C28
= m[cl(s — az2) + caay ¢1 + c28] |:b1 :| _ bic(s—a );fal;sc,ﬁ c1tbac
2
Foljande relationer maste dérfor vara uppfyllda
b101 + bQCQ =0
—a2b101 + a1b162 + b2c1 =1
—ay = 0
—a1 = 1

Detta ger 16sningarna a; = —1, ae = 0 samt

bici + baco 0
—bicy +boc; = 1

Detta &r ett ekvationssytem med 4 obekanta och 2 ekvationer, vilket leder till en mingd olika l6sningar.
Exempelvis kan C viljas till C' = [1 0], vilket resulterar i B = [0 1]7.

3.12

Dynamiken hos massan fas genom att utnyttja sig av rorelsemomentbalansen som s#ger att

Andring av .
. N & Drivande Belastande
rorelsemédngdsmoment | = —
. krafter krafter
per tidsenhet

Dé underlaget #r friktionsfritt finns inga belastande krafter. Om y(¢) anger massans position fran viggen
fas foljande dynamik (y(t) och F'(t) ér riktade bort frén viiggen):

mij(t) = F(t)
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Viljer vi exempelvis tillstinden

ger derivering att
o (t) = y(t) = z2(t)
ia(t) = §(t) = F(t)/m

Om u(t) = F(t) blir detta pa matrisform
i(t) = {8 H 2(t) + { U ] ult)

y(t) = [10]a(t)

Kroppen befinner sig vid tidpunkten ¢ = 0 pa ett avstind y(¢t) = x1(t) = 1 meter fran viggen med
hastigheten () = z2(t) = 1 meter per sekund, dvs initialtillstdnden dr

-
Kroppen skall styras in mot viggen sa att den efter {; = 10 sekunder befinner sig exakt vid viggen,
z1(ty) = 0, med noll i hastighet, z5(t¢) = 0, dvs
0
x(tf) = l: 0 :|

Losningen till tillstandsekvationerna #r
t
x(t) = ®(t)x(0) + / ®(t — 7)Bu(r) dr
0

dir

O(t) = L(sI—A) =L {8 ‘81]1 _

RIS (KRS | St
Styrsignalen ir enligt figur
u(t)=—-1{c(t) —o(t—t1)} +{o(t —t2) —o(t —t5)}

Denna styrsignal insatt i 16sningen ovan dér ¢ = ¢; ger pa matrisform

o= [0t [+ [0 37 [ v 7[5 7] 1| 100

dir integralen har delats upp i de tva delarna dir styrsignalen dr —1 respektive 1. Matrismultiplicering samt
losning av integralen elementvis ger

{o} _ [ml(O)—l—tfxg(O)] 1 [tﬁ—r?/gr+ 1 {m_f?/zr

0 22(0) T 0 m T

m ts

vilket ir ekvivalent med

[0} B [xl(o) +tpwa(0) — E(tpty — 17/2) + (67 — 15/2 — tsto + 13/2) }
0| IQ(O)—itl‘Fi(tf—tQ)

m m

Insatt med virdet ¢ = 10 fas ekvationerna

11— 10t; +t2/2+50 — 10ty +3/2 = 0
1l—t;—ty =0

Ur andra ekvationen fas ¢; = 11 — ¢, vilket insatt i forsta ekvationen efter forenkling ger
12— 11ty +11.5=0
med 16sning t5 = 5.5 + /18.75 = 9.83 sekunder. ¢; blirda ¢; = 11 — 5.5.4/18.75 = 1.17 sekunder.
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3.13

a) Foljande blockschema ger 16sningen.

A\

r u 1 Yy
PO m e O
4 P 1+0.5s s

Tillstindsmodell for den 6ppna icke-reglerade processen och styrdon
Processen ir given av

y(t) = F(t) = Fu(t) — Fu(t)
ddr F,,(t) ér utsignal frén styrdonet med dverféringsfunktion

F.(s) 05

Guls) = U(s) 1+0.5s

Motsvarande differentialekvationer dr

0.5F,(t) + Fu(t) = 0.5u(t)
y(t) = Fu(t) - Fv(t)

Lat exempelvis

wa(t) = y(t)
Derivering ger
i1(t) = F,(t) = —2F,(t) +u(t) = —221(t) +u(t)
ia(t) = Y(t) = Fu(t) = Fo(t) = x1(t) — Fu(t)

eller pa matrisform

Tillstandsmodell for det aterkopplade systemet
I detta fall tilkommer u(t) = r(t) — y(t), vilket resulterar i

0.5F,(t) + F,(t) = 0.5(r(t) — y(t))
y(t) = Fu(t) — Fyu(t)

eller

Lat som ovan tillstanden vara

za(t) = y(t)
Derivering ger
B1(t) = Fu(t) = —2Fu(t) +r(t) = y(t) = —2u1(t) — 22(t) + (1)
¢2(t) = y(t) = Fu(t)_Fv(t) = ‘rl(t)_Fv(t)
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eller pa matrisform

b) Oppna icke-reglerade processen
Polerna ges av det(sI — A) = 0, vilket blir

s+2 0| _
det{ 1 S]—s(s+2)—0

dvs polerna liggeri s = 0 och s = —2.

Overgéngsmatrisen ges av

—1
1 A-11 _ p—t s+20 _ - 1 s 0 _
R R R I T FE S R =

— 5—1{[0? OTS (1)” = [0.5(16—2;”) (1)}

Initialtillstanden y(0) = x2(0) = 1 och §(0) = F(0) = F,,(0) — F,(0) = 21(0) —0 = 1 tillsammans
med alla insignaler som ir noll ger en 16sning till tillstindsekvationen

(1) (0) = [0,55:2;—%) ﬂ { ! ] = [o.a; _> }

Aterkopplade processen
Polerna ges av det(SI — A) = 0, vilket blir

o(t)

det[sjf H —s(s+2)+1=s2+2s+1=(s+1)>=0

dvs dubbelpol i s = —1.

Overgéngsmatrisen ges av
s+2 1] s —1
_ p-1 _ N1y -1 _ -1 1 - _
®t) = LI A =L {[ ~1 s] } £ {(s+1>2{1 s+2”
s+1-—1 1 -
R i R A
GIDZ  (5+1)2 te (I+t)e"
Losning till tillstindsekvationen blir i detta fall (samma initialtillstind som tidigare)

w0 =2e0)= | 0T ] [ =[G

~—|

3.14

Insignalen u(t) kan betraktas som om den vore genererad som utsignalen fran en modell G, (s) som drivs
av en impulssignal §(¢). Om G,,(s) beskrivs av en tillstandsrepresentation A,,, B, C,, och A, B C och D
ar den ursprungliga tillstindsrepresentationen, erhalls féljande utokade tillstindsmodell

] - éﬁi][(ﬁ} ]
v® = | pe | |4
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Tidssvaret kan dérefter som vanligt beriknas med (initialtillstdanden antas vara noll)

{58)] — (1) {;}?3)} +/0t<1>(t—7) Bﬂ } 5(r) dr = ®(¢) []gu]

() = £ {((31— [‘3 i(i“ D_l}

Dd u(t) = to(t) blir U(s) = %, dvs Gy(s) g(((s) = & vilket blir s?°U(s) = 6(s) eller i tidsplanet
i(t) = o(t). Vilj exempelvis

Derivering ger

eller pa matrisform

. 01 0
Ty (t) = {O 0} xu(t) + [ 1 } 5(t)
Da u(t) = cos(wt)o(t) blir U(s) = 357, dvs Gu(s) = g((SS)) = o5z vilket blir s°U (s) + w?U(s) =

50(s) eller i tidsplanet ii(t) 4+ w?u(t) = §(t). Vilj exempelvis

ZTy1(t) = u(t)
Tua(t) = a(t) — (1)

Derivering ger
Fur(t) = u(t) = wua(t) +0(¢)
Fua(t) = di(t) —5(t) = —w?u(t) = wxy1 (1)

eller pa matrisform

3.15
Systemet
(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)
regleras med en Pl-regulator
K, +K
U(s) = =22 (R(s) = Y (5))

som i tidsplanet blir

Om vi infor ett tillstand

fas

och vi kan skriva



Vi far dirfor

B(t) = Ax(t) + Bu(t) = Ax(t) + BK,(r(t) — Cx(t)) + Kz (t)) = (A — BK,C)a(t) + Kize(t) + BK,r(t)
ic(t) = r(t)—yt) = r(t)—Cx()
y(t) = Cx(t)

vilket kan skrivas pa tillstandsform som

2] - [+ 5[0 [

0
v = [co]] 70
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4

Dynamiska modeller for
tekniska system

4.1

a) Vid jamvikt giller
) ! g kE(yo — £o) = mg + o

dvs
_ mg+ kly + ug

Yo = I
b) Avvikelser fran jimviktspunkten paverkar massan (Au = u — ug, Ay =y — yo)
my = Au — kAy — by

Utnyttja att Ajj = ¢ och Ay = g . Laplacetransformering ger

AY(s) 1 B 1/m
T ms? o b k
AU(s) ms2+bs+k 2l
m m
Relativ dampning ( = b och oddmpad egenvinkelfrekvens wy = UE

4.2

Newtons lag (ma = X F') ger mij = b(@ — §) + k(z — y)

Notera att vid jamvikt, y = 0, ir fjidern utténjd med lingden yo = —mg/k pga tyngdkraften mg
Laplacetransformering ger

ms?Y (s) = b(sX(s) — sY(s)) + k(X (s) = Y(s))
dvs
(ms® 4+ bs + k)Y (s) = (bs + k) X (s).
Den sokta overforingsfunktion blir
Y(s) bs + k
X(s) ms2+bs+k
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4.3
a)

b)

¢

Motorn och lasten kan slas ihop eftersom de ér stelt forbundna med varandra.
Totala troghetsmomentet #r dé J,,, + Jp och totala dimpfaktorn blir B,,, + By.
Newtons lag (J 6=x Moment) ger

(Jm + Jo)be = Ty — (B + By)bs.
Laplacetransformering ger
(Jo + J0)8204(s) = Tu(s) — (B + By)se(s)

dvs
S((Jm + JK)S + (BnL + BK))GZ(S) = Td(s)

Den sokta 6verforingsfunktion blir

9[(8) 1

Tu(s)  s((Jm + Je)s + B + By)

Newtons lag (J6 = ¥ Moment) ger

Jmém = Td - Bmém - Tm
Jby = T, — B,

Ideal viixel utan energiforluster, dvs

eller
0 = N8Oy, T,,=Ty/N

Sitts in i ekvationerna ovan, dir den andra ekvationen multiplicerats med 1/N

TN,
Jiby/N

Ty — BNOy —T;/N
Ty;/N — By0;/N

Summering medfor att

(JmuN + Jo/N)by = Ty — (BmN + Be/N )b,

Multiplicering med 1/N och Laplacetransformering ger
(Jm + Jo/N?)s?0,(s) = Ta(s)/N — (B, + Be/N?)s0,(s)

dvs
$((Jm + Je/N?)s + By, + By /N?)0,(s) = Ty(s)/N.

Sokt verforingsfunktion blir da

0e(s) 1/N

Ta(s)  s((Jm + Jo/N2)s + By, + Be/N?)

Newtons lag (J 6=% Moment) ger

Jmbm = Ty — By — K (0 — 60y)
Jiby = K(6,, —0;) — By
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Laplacetransformering

T80 (8) = Ty(s) — BinsOm(s) — K (0 (s) — 0e(s))
Jo5204(s) = K(Om(s) — 0e(s)) — Besby(s)

dvs
(Jms* + Bps + K)0p(s) = Tu(s) + K0(s)
(Jes® 4 Bys + K)0i(s) = K0,,(s)
Multiplikation ger
(Jm8% 4+ Bms + K)(Jes® + Bys + K)0,,(5)00(s) = (Tu(s) + K0y(s)) K0 (s)
dvs
9[(5) - 1
Tu(s) B (Jm52 + B,,s + K)(JgSQ + Bys+ K) K
K
Med J,, = 0och B, =0 fas
Oe(s) _ 1
- B/"L
Ta(s) S(LK 82+ Jps + Bm)

4.4

Lat y vara strickan bilen rort sig. Massan m flyttar sig strickan x relativt y, dvs = + y med absolut refe-
renspunkt enligt figur

a) Newtons lag (ma = X F) ger

m(E+§) = b(y — (& +9)) + k(y — (z +y))
dvsmed a =y
m(& + a) = —bi — kx
Laplacetransformering
m(s2X (s) + A(s)) = —bsX (s) — kX (s)

dvs <82 . %H Z)X(S) = —A(s).

Sokt overforingsfunktion &r
X(s) 1

Als) _52+£s+£
m m

b k
b) Identifiering s* + —s + — = 5% + 2Cwos + wi ger att wy = /k/m och 2Cwy = b/m , dvs
m m
b= 2¢wy - m = 2¢\/k/m - m = 2¢{v/km. Med numeriska virden fds b = 2,/10-0,1 = 2
1 B 1
524205+ 100 (s +10)2

G(s) =

Stegsvaret ges av

11 _ 1/100  1/100 1/10

Y = — _ =
)= ~GF107 5 s s+10 ' (s+10)2

Inverslaplacetransformering ger

(1 —e 1% —10te=10)0(t)
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4.5

Newtons lag for de bada delsystemen ger
mj = bjn —§) +k(y1 —y)
mifn = —b(gr — ) — k(yr —y) + ka(u — 1)
Laplacetransformering ger
A(s)Y(s) = B(s)Yi(s)
A1(s)Y1(s) = B(s)Y(s) + k1 U(s)
dar
A(s) = ms* +bs+k
Ai(s) = mis® +bs+k+ ky
B(s) = bs+k
Genom att multiplicera forsta ekvationen med A; (s) och den andra med B(s) erhalls
A(s)A1(5)Y (5) = B(s)A1(5)Y1(s) = B*(s)Y (s) + k1 B(s)U(5s)
vilket slutligen ger dverforingsfunktionen
Y(s) k1B(s)

U(s)  A(s)Ai(s) — B%(s)

4.6
Newtons lag for roterande system kan skrivas som
d
T (rdrelseméingdsmoment / tidsenhet) = Z yitre moment

Rorelsemidngdsmomentet H for systemet ér givet, H = Jw + Jogi} . Det yttre momentet bestims av tyngd-
punktens obalansvinkel ¢ , Ty = mghsin ¢, dvs tyngdkraftens momentgivande komponent. Balansekva-
tionen for sma vinklar blir da

dH

o =Jo+ Jod = mghsin ¢ ~ mghg

Svénghjulets moment dr styrsignal
u=Jw

Vi far ekvationen )
u+ Jop = mgho
Vilj tillstandsvariabler x1 = ¢, 2o = é Det ger tillstindsmodellen
l"l = X2
1
oy = J—(mghxl —u)=1-(5-10-0.521 —u)
0
= 25x1 —u

I matrisform

r 25 0 —1

y=Czx=[1 0Oz

astpu= gl oo | O]

Ta fram 6verforingsfunktion genom Laplacetransform av u + Joéﬁ. = mgh¢

(2 = 25)0(s) = ~U(s) = G(s)= [q;((z; - (s + 5;(13 —5)

vilket visar att systemet har en instabil pol i s = 5.
G(s) kan ocksa fas genom tillstindsmodellen, G(s) = C(sI — A)"'B
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4.7

Krafter som verkar pd masssan

Fy=mg

Fy =2-103y + 10543 (fjader)
F3=b-y (dédmpning)
Fy=u (extern kraft)

a) Kraftjamvikt
mi =mg — (2-10%y + 105%) — by + u

Jamviktslidge da u(t) = 0, sitt j = =0

0=mg—2-10%y, — 10%3 = 4o =0.0323
b) Linjdrisera f(y) = 2 - 103y + 10y runt arbetspunkten yo

fw) ~ F) +j—=’; (v—w0) = f(yo) + Af

Af = (2:10° +10° - 3y5) Ay = 5.13-10°Ay
Fo6r sma variationer runt arbetspunkten

mAj = —(2 -10% + 106 - 3y§)Ay — bAY + Au
b 5.13- 103 A

Aj+ A+ 2 Ay = =
m m m

Ay + 10Ay + 513Ay = 0.1Au

Laplacetransformering ger 6verforingsfunktionen

AY (s) 0.1

AU(s)  (s2+10s+ 513)

Resonansfrekvens w, = /513 = 22.6 rad/s och relativ dimpning ¢ = 0.22

4.8
For att markera att positioner och hastigheter r avvikelser fran arbetspunkten (y1o = 0, y29 = 0 etc.) ersiitts

y1 och yo med Ay, = y1 — y10 och Ay = yo — yog etc. Notera att loket kor med konstant hastighet vilket
innebir att lokets avvikelser fran arbetspunkten &r noll (Ayrox = Yok — YLoko = 0).

Ay = Avy, Ay = Ay

mAvl = 7]€Ay1 — bA”Ul -+ k(AyQ - Ayl) —+ b(A'UQ — A’Ul)
mAvy = —k(Ays — Ayq) — b(Avy — Avy) + F
Ay
x Ay =
A
AUQ
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A’Ul _ —% —Es % % AUl + 0 F
Agpo 0 0 0 1 Ayo 0
Ay A i I RACE m
Ay
Av1
=|10-10 =Ay; — A
Yy [ } Ay, Y1 Y2
A’Ug
4.9
a)
6 = w
ml?o = mglsinf — ml cosu
Tillstdndsmodell:

9‘ w
[']: gsintﬁ)fgcos@
v 0 ;
Linjérisera kring (6p, ug)

Arbetspunkt:

0o = wo =0 wo = gsinfy — ugcosfy =0
vilket ger

ug = gtanfy

0
Af
[Aw} + [—2COSHO]AU

Den linjdra modellen blir

j 0 1
A(.Q =19 uo .
Aw 7 cos By + A sinfy 0

b)

6o = 0 och 6y = 7 motsvarar ug = 0

g
0 1 S -1 9 g + f’
A= 19 = det(sI—A) = det q:g < :sxzzo = 5= N7
f Z i] R
L
4.10
a) Spinningsdelning ger att
Ry
Y(S) = R 1 U(S)
Ry + L sC
R+ &



dvs sokt overforingsfunktion dr

1
Gioy— Y _ Ry S
CU(s) Ri-& Ry + Ry
Ro+ e s+ TLED
Ry + % R1RC
Nollstillet ges av
1
*T R C
Polen ges av
Ri+ Rs 1 Ry
= — = — 1 —_—
5 RlRQC Rlc( + R2>

Om R; # 0 ligger polen till vinster om nollstillet i det komplexa talplanet.
Stegsvaret ges av (anvind PBU)

1

Y(s) = RO 1_ (R 1 g !
_8—|—R1+R2 s Ri+Ry/ s R+ Ry S+R1+R2
R1R2C RlRQC

Inverslaplacetransformering ger

Rs Ry _Ri+Ry,
t) = RiR2CY ) 9(t
o0 = (7 + e B ot

Impulssvaret ges av

1 Ri+ Rs 1 R+ Ry 1

Yio) = TR T RRC L RO RRC _ | RC
_S+R1+R2_S—|—R1+R2 S+R1+R2 o S—|—R1+R2
RiRaC RiRaC RilaC RaRaC

Inverslaplacetransformering ger

1 _Ri1+Ro t
y(t) = 8(t) — (e HRE")o(e)
(Fas alternativt genom att derivera stegsvaret)

C beter sig som ledare initialt, vilket innebar att en impuls i « implicerar en impuls i y.

Kirchoff ger

1
- I+ —1I =
U+R -I-SC 0

-U+RI+Y+RI =0

I kan exempelvis 16sas ut ur forsta ekvationen och sittas in i den andra, sa fas

1
(- 7

Y—U—2R[=U—2R—C :(1_ 251 )U:_RlCU
RC

T
F+ G RC

Sokt dverforingsfunktion dr, med RC' = 2
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Nollstillet ges av

5s=0.5
Polen
s =-0.5
Stegsvaret ges av
(s—05)1 1 2
Y = /- = _
() (s+05)s s s+05

Inverslaplacetransformering ger
y(t) = (1-2¢7"2)0(t)
Impulssvaret ges av

— 0. . 1
Y(s):—(s 05):_(8+05)+
s+0.5 s+ 0.5 s+ 0.5

Inverslaplacetransformering ger
y(t) = —0(t) + e O20(t).

(Fas alternativt genom att derivera stegsvaret)

4.11

Kirchoff’s 2:a lag ger

U=RI+FE
U=RI+aRI+Y
Y =—-A(s)E

Loses E ut ur forsta ekvationen och I ur den andra fas

Y(s) = —A(s)(U(s) — RI(s)) = —A(s) (U(s) _ RU<S>—Y<S>)

R(a+1)
dvs As) )
s
1 Y(s)=-A 1-—
< +a+1) (s) (S)< a+1>U(s)
Sokt overforingsfunktion ar
!
Y(s) axi’®
0 ", A
a+1
K
Med A(s) = fa
ed A(s) T3 7, 188
@ ( K ) aK
Y(s)  a41‘1+4Ts’ aK _ l+a+K
o 1 K - - nr
U(s) 1+ ) (a+1)Q+Ts)+ K 1+ (a+1) <
a+1'1+Ts l+a+ K
. o e . Y (s) , )
D4 K — oo fés overforingsfunktionen 06s) = —a, dvs Y (t) = —aU (t). Tidskonstanten 7 ér
(a+1)T
T = —
l1+a+ K
For stora virden pa K kan 7 approximeras med
_(a+1)T
YK

Speciellt for a = 0 fas 7 = T/K, och dd o« = 1 fas 7 ~ 2T/K vilket med insatta virden ger 7 ~
2.0.01/10° = 2107,
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4.12

Med inforandet av beteckningen x for utgangsspinningen fran den forsta operationsforstirkaren giller att

dédr Z; (impedansen i framkopplingen) och Z5 (impedansen i aterkopplingen) for den forsta operationsfor-
stiarkaren bestims av sambandena

1 1 1 Rs+Ri+os
A Ry + Clls Rs Rs(R1 + C%S)
11 1 RidRetgy
Zy Ry + C125 Ry R4(Ry + C%S)

For den andra operationsforstirkaren erhalls pa samma sitt direkt

Y(s) = —%X(s)
Eliminering av X ger foljande resultat for hela kretsen
V() _ Ry % Ry RilFatdh) RatRitdh
Uls) ~ Bs  Zv Ry RatRe+g; Ra(Ri+gy)
Ry ReRa(l+min) (Bt RBy) (1 + o)
© Rs (Re+ Ra)(1+ griess) RiRs(1+ 51)

RoRy Ri+Rs Rg (S + R21CQ) (S + (Rl+}{3)01)

Ro+Ry RiRs Rs (s+ (R2+}?,4)02) (s+mer)

Parametrarna K, aq, ..., a4 ges av detta uttryck.
4.13
. dig, dig, Ry . 1
_ L—L — oL M —
ut R Logm=0= L'rt
1 de.
u+R2<R36¢+C at ) +e.=0
N deic _ 1 n 1 n 1
it~ \R,C " RsC)°“ " R0
dcl B Rs + Rs3 0 1
dt _ RoR3C |: ec :l RyC
= . + U
diy , bl
dt L L
4.14
Enligt uppgift ar
q = klu — kQAp
F = AAp
Newtons lag (ma = X F") ger dessutom att
my = F
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dar friktionen forsummats enligt uppgift.
Flodesjamvikt for oljan medfor att

Laplacetransformering ger

Ekvation (2) och (3) innebir att

AP(s) = %SQY(S)

Siittes detta och ekvation (4) ini (1) fas

AsY (s) = kU(s) — k2%32Y(s)

dvs S(A+k2izs>y(s)=k1U(8)

Sokt overforingsfunktion dr

Y(s) _ k1 _ k1/A
U(s) s(A—l—k:g%s) S(l+k’2%8)

4.15

a) Materialbalans ger att
upplagrad molmdangd = molflode in — molflode ut

dvs

n="ni — Ny
Allménna gaslagen giller i tanken
_
RO

dir 6 dr konstant (isotermiska forhéallanden) och V' ir konstant.
(VY _ Vo
"= at\Rro) ~ Ro"

n = kivpr—p
fy = keu®\/p— pa

pV =nRO eller n
Derivering medfor att

Tillsammans med ekvation (1) och

fas
) RO 9
p=flpu)= 7(161\/1?1 —p—kau”V/p —p2>
b) Stationirvirden ges av f(po, ug) = 0, dvs

k1v/Pro — po — kaudv/po — p20 =0
vilket medfor att

k1 /P10 — Po

Uy = -

k2 /Do — D20
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¢) Linjdrisering innebdr att

=10 = fonw) + 5 o)+ G )

Po,uo Po,uo

Lﬁta:—a—f ochb:g

Po,uo

, Ap=1p —po, Au=u—1ug

Po,uo

Eftersom Ap = p fas
Ap = —alAp + bAu

Laplacetransformering ger att

SAP(s) = —aAP(s) + bAU(s)

dvs
(s +a)AP(s) = bAU(s)
eller
AP(s) b
AU(s) s+a
a och b blir
of 1 RO 1 9 1
= - oo e
P | py o 2V VP10 — Po vPo — P20
0 Ro
b = a—f = —2—Fkouo\/po — P20
u Po,uo V

Sokt overforingsfunktion med vérden &r darfor

RO
AP(s) —27/@%0\/}?0 — P20
AU(s) 1R0< 1 , 1 >
s+ —— | b1 —— + kouf———=
2V \""Vbwo—po Vo P
vilket med wug ovan ger
RO
AP(s) —27\//€1k2\/p10—p0\/p0 — P20
AU(s) st 1RO K (1 n (10 —p0)>
2V Vpio—po (Po — p20)
4.16
Allminna gaslagen
pV =nR0O
R = gaskonstant, n = antal mol , nR &r konstant for en given gasméngd.
Ap = p—po 0,
Lit<{ A6 = 6 —6p varaavvikelser frin 6nskad arbetspunkt, py = nRV
AV = V-V 0
Serieutveckla, dvs linjédrisera uttrycket for trycket
0 0
PPt (0—b) + o (V=)
00,Vo 00,Vo ——~—"
1 -1
For gascylindern giller att % =nR v samt 8871]; = nRH(W), dvs
nR nROy
Ap = —A0 — ——AV
P=% V2
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4.17

Energibalans innebér att
upplagrad energi | tidsenhet = effekt in — effekt ut

dvs p
_ -0,)=P—-P,

Eftersom C' #r konstant och P,,; = k(0; — 0,,) fas

do;

Cdt

P — k(6; — 6.)

Laplacetransformering ger

Cs0;(s) = P(s) — k(©;(s) — Ou(s))

dvs
(Cs +k)O;(s) = P(s) + kOy(s)
eller ) 1k
O,(s) = O.(s) + P(s
(5) 1—|—%s (s) 1—|—%3()
De sokta overforingsfunktionerna ér déarfor
Oi(s) 1
Ou(s) 1+ gs
k
@1(8) 1/k
Ga(s) =
P(s) 1+ gs
k
Blockschema for ugnen ser ut som
Ty
P 1 ++ 1 T;
- & 1+ Fs "

vilket enklast inses genom att skriva ©;(s) som

4.18
For den tunna pléten giller

engergiinnehdll / m* = pedfy ,  [y/m?]
Andringen i energin fs genom Bolzmanns lag

dé,
PCdE = 0(93 - 9%)

Linjidrisera kring arbetspunkten 6 (ugn och plat samma temperatur)

NG, = 6, —0
Ay = 6y — 0
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A
pcd% = 0463 (A0y — Ab,)

Laplacetransformering
AB(s) 1 & ped

ABy(s)  1+7s P
Da arbetstemperaturen 6 dkar blir systemet snabbare

4.19

= Energiinnehall [J]
Volym  [m?]

Flode [m?/s]

Temperatur  [K]

= Densitet [kg/m?]

¢p = Virmekapacitivitet 4.18 [kJ/kgK]

T oxw <
I

Andring i upplagrad energi beror pa volym och temperaturindring i tanken

dE  d av dbs ds
e ﬁ(Vch,Gg) = Epcpeg + Vpcpg = (q1 — qg)pc,ﬂg + Vpcpﬁ

Andringen kan dven formuleras som skillnaden mellan tillférd och bortford effekt

dE
g q1pcpf1 — gapcpls + P
Kombineras uttrycken fas ett uttryck for systemdynamiken
dbs
VPCPE = *(Ch - (JQ)PCp92 + (Q191 - QQez)pCp +P
av
dat Q1 —q2

Dynamiken forenklas genom antagandet g; = g2 = ¢, dvs V konstant
de
Vpcpd—; =qpcy(0y —02) + P

a) Val av stationérpunkt ( 0y = 0), 010 = 20°C, 039 = 40°C, dvs
Py+qpcy(0; —02) =0 = P, = 0.01-10°-4.18-10°-20 = 8.4-10° [W]
b) Laplacetransformera
Vpe, sABa(s) = gpe, (AO1(s) — AB4(s)) + AP(s)
dir AP(s) = k(ABg(s) — ABOa(s))

efter omflyttning

1
A =
©als) apcp + (Vpcp)s

Se blockschema pa nista sida.

(qpcpAG)l(s) + k(ABy(s) — A@g(s)))

1

¢) Givaren beskrivs med dverforingsfunktionen H (s) = )
S

Jamfor med tidskonstanten i tanken
Vv
Tiank = — = 100 [sek]
q

Temperaturgivarens dynamik 4r snabb i jimforelse med tankens dynamik, T}, > 2. Givarens dy-
namik kan darfor approximeras med en konstant.
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ATy

apcp

ATy AT»

1/(qp‘gp)
: 1+ ;s

4.20

Vi vill studera det termiska energifiédet per areaenhet genom viggen. Energiflodet mellan omgivningen
och ytskiktet ges av virmeovergangstalet &« medan flodet mellan angriinsande skikt bestims av materialets
varmekonduktivitet \.

Andring Effekt Effekt
av energi
per arcaenhet =< per ars:aenhet — < per areaenhet
per tidsenhet mn ut
For det forsta skiktet av viggen fas da
d A A A
%{cpdxl} =au + Stz oz — Sr = alu; — 1) + E(mg — 1)
Andring av energi Effekt in Effekt ut
Enligt uppgift &r ¢, p konstanta och vi far
@ A

. A «
b= Jor+ gt g

cpd  cpd? cpd

Pa liknande sitt fas for resten av viggen

Ty = A Ty — 2 T2 + A T
- cpd? ! cpd? 2 cpd? 3
Ty = ——x9+ (—i — L)m
2 cpd? 2 cpd  cpd? 3
Yy = axg
Formulera pa tillstandsform
_ v -
e 0
“Td 4 1
1 A 2 A a
cpd d d d cpd
A A 0
R R
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Inséttning av numeriska virden ger

21 2 0 1
1 1
- — | 2 -4 2 — o
T T 150 T+ 1500
0 2 -21 0
y=1[0001]a

4.21

De krafter som verkar pa flottdren ir

T Fi=A(u—y)pg (lyftkraft, undantriingd vattenméngd)
| Fa=Ah(p/2)g (Ahp/2 = flottorans tyngd)
I Fy=c(i-g) (dampning)

a) Kraftjamvikt
my =F —F, + F3

ARLjj = Alu—y)pg = AhLg+c (i~ )

b) Antag att systemet drivila,dvsy =y =1 =0
Jamviktsnivderna ges av

A(uo — yo)pg — Ahgg =0
= Uy — Yo = h/2
¢) Sma forindringar kring jamviktsliget y = yo + Ay, u = up + Au
Eftersom §j = Ajj, y = Au och u = Au fas
AREAjj = A(Au = Ay)pg + ¢ (A — Aj) + [Aluo — yo)pg — AhLg]

Valet att ligga runt jamviktsldget gor att sista parentesen blir noll, dvs man behover inte ta hénsyn till
ug, Yo, bara avvikelserna Au, Ay.

Ah,
TpAgj + cAy + ApgAy = cAu + ApgAu

Laplacetransformering ger 6verforingsfunktionen

C
AY (s) (cs + Apg) Apg

— Ah h
AU(s) (Tp32+cs+Apg) 1+%8+—gs

4.22

a) Flodesbalans innebir att
upplagrad volym / tidsenhet = flode in — flode ut

dvs

Eftersom
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dér A dr konstant och w = av, didr v = \/2gh enligt Bernoulli, fas

Ah =u — a\/2gh
eller ]
h =~ (u—ay/2gh) = f(h,u)

vilket med insatta virden ger

.1
h:ﬁ(u_g.lo—‘l 2.10-h) =2u —1.789-10"3Vh

Linjdrisering innebdr att

. 3] 0
h:f(h,u)%f(ho,uo)—i—a—f (h—ho)—i—a—f (u — ugp)
ho,uo u ho,uo
ddr f(hg,ug) = 0 &r arbetspunkten. Lét
a:_% , :g ,Ah:h—ho,Au:u—uo
O o N o

Eftersom h = Ah fas )
Ah = —aAh + bAu

eller

(s +a)AH(s) = bAU(s)

vilket medfor att overforingsfunktionen blir

AH(s) b
AU(s) s+a
a och b blir
ofl _el 1, _a \/? L
T . A2V20R 0T AN 2 ke
0 1
b / —
O |0 o
dvs sokt overforingsfunktion dr
AH(s) 1/A
AU(s) g 1
S+ —5 7=
a\'2 Vi
I fallet hg = 0.4 fés
AH(s) 2 2

AU(s) ¢4 054/ F_s+141 10-3

och for hg = 0.8 fas
AH(s) 2

AU(s) 5—1—2104 /OF s+1-1073

Tidskonstanten T = \/7 \/>
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Cror(s) 4+ E(s) U(s) Mo(s) Mi(s) C(s)
Fpi(s) Gu(s) Gp(s) —| Gr(s)
Regulator Ventil Transportor Tank
H(s)
Givare

4.23
Blockschema over systemet ser ut som
beteckningar
Chrisr(8) ir borvirdeskoncentrationen

C(s) dr koncentrationen i blandningstanken och dven i utflodet eftersom ideal omrérning antas.

E(s) dr skillnaden mellan Cy;,-(s) och miéitt koncentration. Givaren antas ideal (utan dynamik), dvs
H(s) = 1, vilket innebir att E(s) = Cps,-(s) — C(s).

U(s) ar styrsignalen frén regulatorn till ventilen. Det antas att U (s) dr samma som M(s), dvs G, (s) = 1.

Eventuell forstirkning kan “lyftas” in i regulatorn.
My(s) Pulvrets massflode ut frén ventilen.

M (s) Pulvrets massflode ner i tanken
Overforingsfunktioner enligt nedan:
Regulatorn given enligt upgift.

Bandtransportoren fordr6jd 2 minuter innebér att
ml(t) = mo(t — 2)

Laplacetransformering ger
My (s) = My(s)e™2*

Materialbalans i tanken innebir att

upplagrad massa | tidsenhet = massflode in — massflode ut

dvs p
%(VC’) =my —qC
eller i
VE =my —qC

eftersom V' @r konstant. Laplacetransformering ger
VsC(s) = Mi(s) — qC(s)
eller

(Vs +4q)C(s) = Mi(s)
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dvs
C(s) 1 1/q

Mi(s) - g+ Vs 14 (V/q)s

vilket med vérden ger
10

1+ 5s

Gr(s) =
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Analys och specifikation i
tids- och frekvensplanet

5.1

De tre fallen kan sammanfattas i

as+ 2

A PR P

a=0,4,-2

Stegsvaret ges av
Y(s) =

Inverslaplacetransformering ger

as+ 2 171 a—2 1—a
(s+1)(s+2) s

IR R
y(t) = (14 (a—2)e "+ (1 —a)e *")0(t)
Impulssvaret ges av

as + 2 (a—2) 2(1-a)

Yis) = (s+1)(s+2) T s+l s+2

Inverslaplacetransformering ger
y(t) = (~(a—2)e™" —2(1 —a)e*)0(t)

Notera att impulssvaret dr derivatan av stegsvaret.
Da nollstillena ligger nira imaginiraxeln jamf6rt med polerna giller att nollstéllen i vinstra halvplanet
ger en extra oversving medan nollstéllet i hogra halvplanet ger en undersving.

5.2
Antag enligt uppgiften ett forsta ordningens system, som allmént har formen

KesTa

Gls) = 1+Ts
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Med de standardméssiga in- och utsignalbeteckningarna w(¢) och y(t) blir stegsvaret dé insignalen éndras
fran nivan wg till w1 vid tidpunkten noll (visa sjilv)

y(t) = yo + K (1 — e T Mo (t — Ty)(ur — uo)

dér yq dr den konstanta nivan som insignalen ug orsakar.

En uppritning av stegsvaret givet data i uppgiften, se heldragen linje i fig. 5.1, visar att starten &r lite mjuk
och forsiktig, vilket beror pa att dynamiken i realiteten #r av hogre ordning (ytterligare tidskonstanter), jmf
fig. 5.5 och fig. 5.7 i liroboken. Ett approximativt sitt att fanga upp denna dynamik #r att modellera den
med en transportfordrojning motsvarande den tid det tar for stegsvaret att na upp till 10% av dess slutvirde.
Om vi utgr fran att utsignalen foréindras fréan 50 till 80, motsvarar 10%-nivan 50 + 0.1 - 30 = 53, vilket
intriffar efter drygt 3 minuter. Vi viljer darfor transportfordrojningen Ty = 3.

Tidskonstanten 7" lises av vid 63% av slutnivén, d v s vid nivan 504 0.63 - 30 ~ 69. Denna niv4 intriffar
efter drygt 12 minuter. Avdrag av transportfordrojningen ger da 7' = 12 — T; = 9 minuter.

Slutligen bestdms den statiska forstirkningen K genom kvoten mellan skillnaden i sluttemperatur och
initialtemperatur och skillnaden i slutvérdet av styrsignalen och initialvirdet, dvs

80— 50 30 )
K=——""=""=75 [°C/m4]
Overforingfunktionen blir med dessa virden
7.5e738
G(s) =
() 1+9s
Temp
80

70

60

507

0 10 20 30 40 50
t (min)

Figur 5.1 Verkligt stegsvar (heldragen linje) och modellens stegsvar (streckad linje).

53
Overforingsfunktionen
5
G = Sats)

kan delas upp i

((s) = C1(5)Cals)Gs(s) dir G (5) = 5, Gals) =+ och Gls) =+

S)=G1(S 2(S 3(S) da 18—,23—800 35—1+S/2
I de tre fallen giller att
G4(s) Légfrekvensasymptot 5 /G1(jw) =0

Ga(s) Lagfrekvensasymptot 1/s. Punkt pa asymptotkurvan }Hw:l =1 /Ga(jw) = —90°

Gs(s) Lagfrekvensasymptot 1. Brytfrekvens w = 2, ner, enkel. Korrigera /G35(jw) = — arctan(w/2)
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Gl
GZ
G
o
=]
210
i G
10" ‘
10" 10° 10" 10" 10° 10'
Frekvens Frekvens

5.4

2(1 0.5
R (E L)
s(1+s/4)
e Lagfrekvensasymptot 2/s. Punkt pd asymptotkurvan |2/w|y—2 = 1
e Brytfrekvenser
w1

0.5 wupp, enkel
wy = 4 ner, enkel

e Korrigera till “korrekta” amplitudkurvan. Faktorn (14-s/0.5) korrigeras med +3 dB vid w = 0.5
och +1 dB vid w = 0.25 och 1. Faktorn (1 4 s/4) korrigeras med —3 dB vid w = 4 och —1 dB
vid w = 2 och 8.

o /G(jw) = —90° + arctan(w/0.5) — arctan(w/4)

Amplitud

-90
10° 10' 10° 107 !
Frekvens

10° 10' ¥

Frekvens
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b)

c)

Qls) — 16 B 1
(s) = (s+4)(s24+085+4)  (1+0.25+ (s/2)2)(1 + s/4)

o Lagfrekvensasymptot 1

e Brytfrekvenser

w1 = 2 mner, dubbel
ws = 4 ner, enkel

e Korrigera till “korrekta” amplitudkurvan. Andragradsuttrycket korrigeras med hjilp av fig. 5.15

i laroboken for kurvan ¢ = 0.2, vilket ger korrigeringen +2.2 dB vid halva brytfrekvensen
w = 1, +8 dB vid brytfrekvensen w = 2 och +2.2 dB vid dubbla brytfrekvensen w = 4
(asymptoten har hér sjunkit med —2 - 6 dB).

Forstagradsuttrycket korrigeras med —3 dB vid w = 4 och —1 dB vid w = 2 och 8. Korrige-
ringarna adderas for brytpunkter “néra” varandra, i detta fallet for w = 2 och 4.

0.2
e /G(jw) = —arctan (sz)z) —arctan(w/4) (—180° for w > wq).
10° 0
=50
—-100r
g 122}
-T;l E-150¢
<
-200r
-250r
10° -1 0 1 2 -300 7 0 1 2
10 10 10 10 10 10 10 10
Frekvens Frekvens
Gls) = 4(s +0.5) - 0.5(1 + s/0.5)
Cos(s+4)(s2+s4+1)  s(1+s/4)(1+s+s2)
e Ligfrekvensasymptot 0.5/s. Punkt pa asymptotkurvan ‘%L:o.s; =1
e Brytfrekvenser
wi = 0.5 upp, enkel
wy = 1 ner, dubbel
w3 = 4 ner, enkel

Korrigera till “korrekta” amplitudkurvan. Andragradsuttrycket korrigeras med hjélp av fig. 5.15
i laroboken for kurvan ¢ = 0.5, vilket ger +1 dB vid halva brytfrekvensen w = 0.5, 0 dB vid
brytfrekvensen w = 1 och +1 dB vid dubbla brytfrekvensen w = 2 (asymptoten har hir sjunkit
med —2 - 6 dB). Forstagradsuttrycket (1 + s/0.5) korrigeras med +3 dB vid w = 0.5 och +1
dB vid w = 0.25 och 1. Forstagradsuttrycket (1 4 s/4) korrigeras med —3 dB vid w = 4 och

—1 dB vid w = 2 och 8. Korrigeringarna adderas for brytpunkter “nédra” varandra, i detta fallet
for w = 0.5, 1 och 2.

/G(jw) = arctan(w/0.5) — 90° — arctan(w/4) — arctan (1_&}7) (—180° for w > ws)
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d)

—100f
< —150f
E w)
= <
[=%
g [S%
< —200f
-250F
10 -300
107 107" 10° 10" 10° 107 10" 10 10" 10
Frekvens Frekvens
2.5¢—04s He~0-4s
s+0.5 1+5/0.5
e Légfrekvensasymptot 5
e Brytfrekvenser w; = 0.5 ner, enkel

Amplitud
)

Korrigera amplitudkurvan med —3 dB vid w = 0.5 och —1 dB vid w = 0.25 och 1.

/G(jw) = —arctan(w/0.5) — 0.4w1:%0

—-100r

.~ 150r

Fa

-200r

—-250r

=300

‘ -350 ‘
10° 10' 107 10 10'

Frekvens Frekvens

_10(s+0.5)  0.2(1 + 5/0.5)
G = 2GTEE = (115

Lagfrekvensasymptot 0.2/s2. Punkt pa asymptotkurvan |S}%|w: vz = L.
Brytfrekvenser

w; = 0.5 upp, enkel

wy = D ner, dubbel

Korrigera till “korrekta” amplitudkurvan. Faktorn (1+s/0.5) korrigeras med +3 dB vidw = 0.5
och +1 dB vid w = 0.25 och 1. Faktorn (1 4 s/5) korrigeras med —6 dB vid w = 5 och —2 dB

vid w = 2.5 och 10.
/G(jw) = arctan(w/0.5) — 2 - 90° — 2 arctan(w/5)
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10°
0
'g 10
E
<107
107
10° —2 - 0 NI 2 ~280 1 0 1 2
10 10 10 10 107 10 10 10 10 10
Frekvens Frekvens
5.5
Om
Gls) = 7
§) = —"—7"—
(1+0.55)2

matas med insignalen u(t) = 3sin(2t) — e~ cos(0.5¢) blir utsignalen

y(t) = 3[G(52)|sin(2t + /G(52))

dir
1

|G (j2)] = A+ 05-27)

=05
och

/G(j2) = —2arctan0.5 -2 = —7r/2

dvs y(t) blir
y(t) = 1.5sin(2t — 7/2)

Notera att e~ cos(0.5¢) inte ger upphov till nigot virde i stationirtillsténdet eftersom denna del gar
mot noll da ¢ gar mot o#ndligheten.

5.6

e Lagfrekvensasymptoten #r 1/s2 enligt bodediagrammet.

e Brytfrekvenserna ér

wp = 0.5 upp, dubbel
Wo 2 ner, enkel
w3 = 5 ner, enkel

Eftersom systemet ir stabilt, utan dodtid och icke-minfas nollstiillen blir 6verforingsfunktionen sale-
des

= 52 (1—|—5/2)(1+S/5)

5.7
Med pol-nollstillesdiagram enligt figur blir 6verféringsfunktionen

o (s+1)(s+5) K(1+1/s)(1+5/s)
G =K =3 ~ (1+3/s)
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dir K bestims genom informationen att hogfrekvensasymptoten dr 0.5, vilket innebér att

lim G(s) =K =0.5

dvs K = 0.5. Overféringsfunktionen &r alltsd

0.5(s+1)(s+5) _ 2.5/3(1+s)(1+s/5)

G =5+ s (1+s/3)

Bodediagram

e Lagfrekvensasymptot

3
. Punkt pa asymptotkurvan |2'ij|w:2.5 ;3=1

e Brytfrekvenser

w1 1 upp, enkel

wg = 3 ner, enkel

we = 5 upp, enkel
e Korrigera

o /G(jw) = arctan(w) + arctan(w/5) — 90° — arctan(w/3)

Amplitud
Fas

10 ~100
> ! 10’ 10 10° 10 107 10° 10'

Frekvens Frekvens

5.8

I 6verforingsfunktionen
e 3"
C1+s
dr dodtiden T,; = 1/3. Faktorn e~ 4% approximeras med en Padé-approximation

G(s)

re 1—sTy/2  1-5/6

¢ T+ sTy/2 1+s/6

Med denna approximation fas
A 1—-s/6
G(s) = ———F———
&)= T+ +/6)
Bode

e Lagfrekvensasymptoten 1 i bada fall.

e Brytfrekvens
w1 = 1 mner, enkel (for bada)
Notera att |1 — /6] = |1 + s/6].

69

10



e Korrigera
e Fasvridning

1
/G(s) = —arctan(w) — gﬁ for exakta
i

/G(s) = —arctan(w) — 2arctan(w/6) for approximationen

10 0

=50

app

8
E-100f

Amplitud
S

—-150f G

app

-2
10~ -200 :
107" 10” 10' 107 10° 10'
Frekvens Frekvens

Slutsatser: |G(s)| och |G(s)| samma men faserna /G(jw) och /G (jw) skiljer sig for hogre frekvenser

Stegsvar
Exakta .
e”3°1 1, (1 1
Y = Z —e 3% 2 —
() 1+ss ¢ s(s s+1)
y(t) = (1— e 3)0(t —1/3)
Approximation
1—-5/6 1 6 — 1 1 1.4 0.4
(I1+s)(1+s/6)s (1+s)(s+6)s s s+1 s+6
y(t) = (1 — 1.de " 4 0.4e751)0(t)
5.9
Overforingsfunktionen
8
G =
() (s+2)4
skall approximeras med
A K
G) = ATy

sa att lagfrekvensforstirkningen och fasen vid —90° 6verensstimmer.
Légfrekvensforstirkning i de bada fallen &r

8

0.5, och G(0)=K

vilket innebir att K = 0.5
Fasvridningen —90° for det exakta systemet ges av

/G(jw) = —4darctanw/2 = —90°
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vilket ger frekvensen
w=2tan22.5° = 0.83

Fasvridningen —90° for approximationen ges av

/G(jw) = —2arctanwT = —90°

vilket for w = 2 tan 22.5° implicerar att

T= %tan45° = m =12
Overforingsfunktionen for approximationen blir sdlunda
A 0.5
G(s) = A+1292
Bode
Exakta 8 0.5
GO = G2 ~ U ts2)
e Lagfrekvensasymptot 0.5
e Brytfrekvens
w1 = 2, ner, 4 ggr
e Korrigera
o /G(jw) = —4arctan(w/2)
Approximation G(s) _ 0.5 :
(1 + (1/0.82)3)
e Lagfrekvensasymptot 0.5
e Brytfrekvens
w1 = 0.82, ner, dubbel
e Korrigera
e /G(jw) = —2arctan(1.2w)
10° 0
_s0t
—-100r
E _—150r
:% Li5—200»
=250
-300p
101%" 10" 10' TS

Frekvens
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Stegsvar

Exakta
o8 1_05 05 1 2 4
S (s+24ts s s+2 (s+2)2 (s+2)3 (s+2)4
y(t) = (0.5 — 0.5 —te™ — 272t — —3e72)0(1)
Approximation

0.343 1 05 0.5 0.414

Yig)= 0918 1 _05 _
()= 508825 5 537088 (570823

y(t) = (0.5 — 0.5 "5 — 0.414te= 052" )6(1)

Kommentar: Noggranheten hos approximationen samre for hogre frekvenser, vilket beloppskurvan och
stegsvaret visar.

5.10

Massbalans for tanksystemet
d
V- =a. ¢ —a.-c
dt ( ) Gin * Cin — qut * Cut
Antag ideal omrorning, dvs tankens koncentration dr samma som utflodets ¢ = c,. Konstanta floden
¢in = qut = ¢ ger konstant volym V. Detta innebir att Véye = q(cin — cus)

a) Laplacetransformering ger

C Cwls) 1
G(S) - Cin(s) - 1—|—S%

b) Insignlen ¢;,(t) = co+0.2¢o sinwt bestar av en konstant del som stationirt kommer att forstéirkas av
lagfrekvensforstirkningen G(0), och en oscillerande del som paverkas av frekvensfunktionen G(jw).
Lagfrekvensforstirkning G(0) =1 (s — 0)

Frekvensfunktionen ges av

1
Gjw) = —~
() 14 jw%
Stationirt fas
1
cut(t) = co - 14 0.2 cp————sin (wt — arctan(w%))
1+ w2(%)2

¢) For att uppfylla kraven +5% krivs

0.2 14
<005 = W (=)">15
T+ w(Y)2 q

Eftersom w = 27/T = 47 kriivs volymen

qv'15

V>
— A

~ 1.85 [m?]
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S5.11

Enligt uppgift 2.11 ir foljande 6verforingsfunktioner givna (se 16sning uppgift 2.11)

G o — a? _ 1
" st a) T (1+s/a)?
Gou = 02 /6 s(s+2) :15(1—&—5/2)
"u (s+a)? 3(1+s/a)?
For de tva dverforingsfunktioner fas

1 1s(1+s/2)
Gopog=—" Goy=—-o—"120
0T (11 s/a)? T 31+ s/a)?

eLagfrekvensasymptot

1 s/3. Punkt pa asymptotkurvan |%[,—3 = 1

eBrytfrekvens
wy = «, ner, dubbel w; = «, ner, dubbel
wo = 2, upp, enkel

eKorrigera

Amplituddiagram for o = 1, 5 for de tva overforingsfunktionerna enligt figurer.

0o
r

a=5

Amplitud
Amplitud

Frekvens

Frekvens

Slutsatser: Ju hogre o desto hogre bandbredd wy, (snabbhet), men ju hogre o desto hogre styrsignalsak-
tivitet.

5.12

For overforingsfunktionen

Grp (s) = m

e Lagfrekvensasymptot 1

e Brytfrekvens wy = 1, ner, dubbel

e Korrigera
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Amplituddiagram, se figur nedan. Bandbredden fés ur

1 1
|Grp (Gwn)l = 17 A IR
For overforingsfunktionen 1
Cnl) =Ty

ar
e Lagfrekvensasymptot 1
e Brytfrekvens w; = 1, ner, dubbel
e Korrigera, s? + 1.4s + 1 = s? + 2¢w; s + w? implicerar att ¢ = 0.7.
Bandbredden fas ur

1 1
===
-2+ (Ldw)? V2

|GLp,(Jws)| = wp = 1.01
Vv

Amplituddiagram, se figur nedan.

Slutsatser: fordel med komplexkonjugerade poler &r att bandbredden okar.
For overforingsfunktionen

452

Gpr(s) = (14 5/0.5)%2(1 4 s/10)2

ar
e Légfrekvensasymptot 4s2. Punkt p& asymptotkurvan |4w?|,—g5 = 1

e Brytfrekvenser

wy = 0.5 ner, dubbel
wg = 10 ner, dubbel

e Korrigera

Bandbredd fas ur (intervallet som beloppskurvan inte dr 3 dB under 1).

- w2 L forss
|G (jw)| I+ (@D0+(Z)?7) v {

NG 6.37
dvs
wp = [0.785  6.37]

10°
=
=
=]
£
<

G G
Gpp LP, Lp,
10™
107" 10° 10'
Frekvens
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Stabilitet och stabilitetsmarginaler

6.1

Impulsfunktionssvaret dr

Inverslaplacetransformering ger
y(t) = te"0(t)

Systemet stabilt for a = —1 (poler i vénstra halvplanet) men instabilt for a = 0 (poler i origo) och a = 1
(poler i hogra halvplanet).

6.2
Laplacetransformering ger

sX(s) = —X(s)+2U(s)
sY(s) = Y(s)— X(s)+U(s)

x 16ses ut ur forsta ekvationen och siittes in den andra. Da fas

2U(s) —24+s+1 s—1
—1)Y(s) = — —_-r°r- =
(s=1)Y(s) o +U(s) P} U(s) s—i—lU(S)
Sokt overforingsfunktion &r
Y(s) (s—1)

U(s) (s—1)(s+1)

Det dr mojligt att kancellera bort polen och nollstéllet i s = 1, vilket resulterar i den in-utsignal stabila
overforingsfunktionen
Y (s) 1

U(s) s+1

Emellertid dr systemet inte internt stabilt eftersom den instabila polen forkortas bort.
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6.3

2 +4s2+85+12=0

Koefficienterna i Routh-Hurwitz tablé ir

21
s2 4 12
2 ¢ O
SO do
dir ¢ och dy beriknas enligt
4.-8—-12-1
Cop = f =5
-12—-0-4
doy = U 12
Co

dvs systemet dr stabilt eftersom inga teckenvixlingar sker i forsta kolumnens koefficienter. Numerisk
berikning ger att polerna liggeri s; = —2.685, s93 = —0.6575 £ j2.0092

b)
s* 4652 +11s2+6s+10=0

Koefficienterna i Routh-Hurwitz tabla ir

st 1 11 10
2 6 6 0
82 Co C1
Sl do 0
86 €0
dir ¢, c1, dg och eg beriknas enligt
6-11—-6-1
CcCo — 6 =10
6-10—-0-1
c1 = leo
C()~6—Cl~6 10
dg = ———=6——-6=0
0 Co 10
do-c1—0-
eo = LOCO:CI:H)
do

dvs systemet dr marginellt stabilt, med poler pa imaginiraxeln, eftersom dy = 0 och 6vriga koeffici-
enter i forsta kolumnen ir strikt positiva.

Numerisk berikning ger polerna s; 5 = —3 & j, s34 = +J

c)
sP 465 +282+125+10=0

Koefficienterna i Routh-Hurwitz tabla blir

st 1 2 10
st 6 12 0
52 Co C1

Sl do 0

SO €o
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dar cg, c1, dg och eq berdknas

6-2—-12-1 0
C = — = —
0 6 €, €
6-10-0-1
o= ——F——=10
12 —¢1 -6 60
dy = u:12_77 e —0
Co €
d()'Cl—O'C()
€0 do

Déd ¢ — 0 gar dg — —oo, dvs antalet teckenvixlingar hos koefficienterna i férsta kolumnen ar 2,
vilket innebdr att 2 stycken poler ligger i hogra halvplanet.

Numerisk beridkning ger polerna s; = —5.9552, s = —0.7448 och s34 = 0.35 £ 51.4601

6.5

Stabiliteten avgors av rotterna till karaktéristiska ekvationen 1 4+ L(s) = 0 eftersom dessa ir poler i det
aterkopplade systemet.
Med overforingsfunktioner enligt uppgift fas

K 1
1+Ts s(1+0.1s)

1+ L(s)=1+

eller
(14+Ts)s(1+0.1s)+ K =0

vilket 4r samma som
017s* + (0.1 +T)s* +s+ K =0

Koefficienterna i Routh-Hurwitz tabla blir

53 0.1T7 1
2 01+T K
st Co 0
50 do
dir ¢g och dy dr
_ (01+T)1—-K-01T T
@ = 01+T - 1+ 107
dy = co- K —001+4+1T) K
co

Enligt uppgift & K > 0 och T' > 0 vilket innebir att 0.17 > 0, 0.1 4+7 > Oochdy = K > 0.
Stabiliteten beror alltsé pa co.
Routh-Hurwitz ger att systemet &r stabilt om dven ¢y > 0

T
R e 70
dvs or
10T +1 1
K<—m =10+ =
ST T
Forstiarkningen for att systemet ska vara marginellt stabilt ges av likheten
1
K=10+ =
+ T
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For att fa en amplitudmarginal till stabilitetsgrinsen minskas K

1 1
K= (10+?)/Am:5+ﬁ

dir A,, = 2 #r amplitudmarginalen 2 ggr.
Speciellt fas

K—5 dda T—
K—o00 dda T—0

6.6

Stabiliteten avgors av rotterna hos 1 4+ L(s) = 0 eftersom de &r poler hos det slutna systemet.

Studera dirfor
50

* s(s?/wd +0.02s + 1)

eller, efter att ha skrivit uttrycket med gemensam nidmnare
5(s? /w2 +0.025 +1) +50 =0

dvs

1
—5s°+0.025* + s+ 50 =0
wo

Routh-Hurwitz tabla blir

s 1jws 1
s20.02 50
82 C1

SO d1

dir

L 0.02:1-50/wf 2500
b 0.02 - w2
¢1-50—0-0.02

C1

d = 50

Routh-Hurwitz kriterium innebir att systemet dr stabilt om alla koefficienter i forsta kolumnen ar strikt
positiva, dvs

2500

2
wo

cp=1 >0

vilket implicerar att

wp > V2500 = 50

Systemet stabilt for wg > 50, marginellt stabilt om wg = 50.

6.7

= den kraft som verkar pa pendelen i vridningspunkten
= massans hdjdkoordinat

=

My = F'sinf
Mh = Fcos— Mg
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For sma 0 ir h ~ 0 och cos 8 ~ 1, vilket leder till F' = Mg, och

Mij = Mgsing = Mg? ; ‘.
Laplace transformering ger

Y(s)  —g/t —9.81
U(s)  s*2—g/t (s++/9.81)(s — 1/9.81)

Systemet &r instabilt med en pol i s = v/9.81.

b) Kretsoverforingen med PD-regulator

 9.81K,(1 + Tys)

L =
(5) $2— 981

Slutna systemet
Y (s) —9.81K,(1+ Tys)
R(s) s2—9.81—9.81K, — 9.81K,Tys

Karakteristiska ekvationen
s —9.81K,Tys — 9.81(1 + K,,) = s* + 2(wos + wi
2:a ordningens system, dvs stabilt da

-1+ K, >0
—KpTd > 0

Detta kraver att
K,<-1 och T3>0
For minimal amplitudmarginal A,,;,, = 0.5 vilj

-1
KP:E:

dvs kretsforstarkningens belopp (|L]) tillits minska med en faktor 2 (minimal amplitudmarginal)
innan systemet blir instabilt. Bestdm T; for att fa onskad dimpning

wo = /—9.81(1 4 K,) = V9.81

20wy = —9.81K, Ty =2-9.81T4

2wy 0.7vV081 0.7

T = =
4797981 9.81 V9.81

¢) Det finns en undre grins for forstarkningens belopp eftersom systemet blir instabilt da ingen ater-
koppling forekommer (regulatorforstarkning = 0)

6.8

Felet E(s) #r definierat som
E(s) = R(s) = Y(s)

I det aterkopplade systemet ér Y (s) = L(s)E(s), vilket ger

1 ) K 1
=TI L(S)R(s) ddr L(s) =
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Enligt uppgift skall felet e(¢) vara litet da utsignalen y(t) foljer ett borvirde som vixer linjért med hastig-
heten 0.2 volt/sekund, dvs
r(t) =02t, t>0

Laplacetransformering

Felet blir da
1 02  s(s+1)(s+2) 02

K 1 2 s(s+1)(s+2)+ K 2
+77
s+2s(s+1)

Under forutsittning att systemet #r stabilt ger slutvirdessatsen det stationira felet

E(s) =
1

s(s+1)(s+2) 02 04

o= i et) = i o00) =l S R T =

For ett fel som dr mindre dan 10mV krivs att

0.4
es:?<10-10_3 = K >40

Stabiliteten kontrolleras med Routh-Hurwitz. Stabiliteten avgors av rotterna hos 14 L(s) = 0 eftersom
de idr poler hos det slutna systemet. 1 + L(s) ir ekvivalent med nimnarpolynomet till E(s)/R(s)

s(s+1)(s+2)+K=0

$24+3824+2s+ K =0
Routh-Hurwitz tabla

52 1 2
2 3 K
51 C1
SO dl
dir
o — 3-2—K~1_2_5
L 3 R
K —0-
dlzw:[(
¢l

Systemet dr enligt Routh-Hurwitz stabilt om forsta kolumnens koefficienter dr strikt positiva, vilket impli-
cerar att

¢ =2-K/3>0
d = K>0

dvs 0<K <6

Systemet dr darfor instabilt for K > 40 . Kravet pa ett stationért fel mindre an 10mV kan dirfor inte
uppfyllas.

6.9

Den 6ppna kretsforstiarkningen Ke—s
L =

har inga poler i hogra halvplanet, dvs stabiliteten kan studeras med hjilp av Nyqvist forenklade kriterium.
Kriteriet sdger att systemet inte dr instabilt om

IL(jwr)| <1
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dir w, ges av
/L(jw,) = —180°

Detta kan avgoras grafiskt i ett Bode, alternativt Nyqvistdiagram, dir L(s)/K uppritas och amplitudmargi-
nalen avlises vilket ger K. I foljande 16sning 16ses dock detta numeriskt med hjilp av de tva ekvationerna
ovan. Borjar diarfor med att beridkna w,;

180°

/L(jwz) = —w — arctan bw = —180°
—_— 7r
= wr;=1.69
Beloppet av kretsforstiarkningen for w,:

K K
V14 (5we)?2 1+ (5-1,69)2

|L(jwn)|

sdtter en grins for K
K <85

Likhet ger det maxvirde som K kan ha for att systemet inte skall vara instabilt, dvs K,,x = 8.5 . Varken
Routh-Hurwitz eller polbestimning kan avgora stabiliteten eftersom systemet innehaller dodtid.

6.10

Allmint kan ett godtyckligt L(s) skrivas pa formen

dir a och b polynomen #r normerade sa att a(0)/b(0) = 1. K/s™ ir lagfrekvensasymptoten, dir K &r
kretsforstirkningen och n #r kretsens typsiffra, dvs antalet integrationer hos L(s).
Fasvridningen blir

[L(jw) = [K —n-90° + /a(jw)/b(jw)

Enligt figur har kretsforstirkningen L(s) en fasvridning pd —270° f6r w = 0.
Da kretsforstarkningen K dr positiv fis /K = 0, dvs

JL(j0) = —n - 90° = —270° — k360°

Typsiffrann = 3 + 4k ,dirk =0,1,2. ..
Stabiliteten studeras med fullstindiga Nyqvist kriteriet, dédr polerna i origo undviks genom

s=rel? —90° <9 <90°, r <1,

Det innebir n-1/2 varv med medurs omslingringar kring origo, vilket ger totalt antal omslingringarna kring
-1
—1lsom N =-1+ r

= 2k stycken. Da inga poler ligger i hogra halvplanet hos L(s) dr P = 0.
Z=N+P=2k k=0,1,2,....

dvs systemet #r stabilt dd k = 0 ty dd dr Z = 0, men instabiltdd k = 1,2, ..., tydadr Z > 0.

6.11

Notera att Nyqvist fullstindiga kriterium maste anvindas i bade a), b) och c) eftersom alla 6verforingsfunk-
tioner har en pol i hogra halvplanet, dvs P = 1.
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0.5
e

-0.5
-4 -15 -1 -0.5 0
Re
a)
4
L(s) = (s—1)(s+2)
4 B 402 + w?) _ dw
T Tt 1w T+ od)d T w?)

L(jw) = — - -
( (3G 2)
dir sista likheten fas genom komplexkonjugering och uppdelning i en realdel och en imaginirdel.

Ur figur fas
N=-1

vilket innebir att
Z=N+P=-14+1=0

dvs systemet &r stabilt enligt Nyqvist kriterium.

b)
2+
Lis) = s(2—s)
2+ jw 4 _,(4—w2)
T Ut ot

Low) = 5e =0

dir sista likheten fas genom komplexkonjugering och uppdelning i en realdel och en imaginérdel. For
r < 1fas

s =rel? dir —90° < 6 < 90°,

; 1
L(re!?) — —e9?
r
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Ur figur fas
N=0

vilket innebir att
Z=N+P=0+1=1

dvs systemet dr instabilt ty 1 pol ligger i hogra halvplanet hos det slutna systemet enligt Nyqvist

kriterium.
c)
1
L = —
() s3(1—s)
L(jw) 1 ny
w = = —

/ P —jw)  ?1+e?) B0 +e?)
dir sista likheten fas genom komplex konjugering och uppdelning i en realdel och en imaginirdel.
For s = rel? dir 90° < 6 < 90°, r < 1 fas

L(red? L _j3e
(re’?) — 3¢
,;f
i |
Eo i ;
-1 ' ’
0
Re
Ur figur fas N = 2 vilket innebdr att
Z=N+P=2+1=3
dvs systemet &r instabilt med 3 poler i hogra halvplanet hos det slutna systemet, enligt Nyqvist krite-
rium.
6.12

Kretsforstiarkningen dr
(s+1)
s(s—=1)(s+6)
Stabiliteten skall studeras med Nyqvist kriterium. Eftersom L(s) har en pol i hogra halvplanet, P = 1,
maste Nyqvist fullstindiga kriterium tillimpas.
For att det aterkopplade systemet skall vara stabilt enligt Nyqvist kriterium maste

L(s) = KG(s) = K

Z=N+P=0

dvs N = —P = —1, vilket innebir en moturs omslingring av —1.
Virdena pa K som ger ett stabilt system kan bestimmas genom att avbilda L(s) for K = 1 (dvs G(s))
langst Nyqvist vig
Jw+1 (11 + w?) ) (6 — 4w?)

U= e - DGw 8 A +e)E6+e7) I u(l+w?)(36 + )
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dir sista likheten fas genom komplexkonjugering och uppdelning i en realdel och en imaginirdel. Eftersom
gradtalet i tiljaren #r strikt mindre #n i nirmaren ger s = Re/? 90° < 6 < —90°, R >> 1 att

G(Re?) — 0
For s = —jw fés spegelbilden av G(jw) kring real-axeln. For s = ref? dir —90° < 6 < 90° r < 1 fas
—j6

6r

G(rel?) = —

For K = 1 ér systemet instabilt ty N = 1.
Vi vill att skiirningen med real-axeln skall vara till vinster om -1. Detta intriffar da
6 — 4w? B
w(l+ w?)(36 + w?)
dvs for w? = 6/4 = 3/2, vilket medfor att

K(11+3/2) 2K <1
(1+3/2)(36 +3/2) 15
dvs Kppin = 15/2. Om K < Ky, blir N = 1, om K > Ky, kommer N = —1, dvs systemet #r da
stabilt.
Jamfor nu med Routh-Hurwitz kriterium. Karakteristiska ekvationen 1 + L(s) = 0 resulterar i
(s+1)

e

eller
34552+ (—6+K)s+ K =0

Routh-Hurwitz tabla blir

21 —6+4+K
s 5 K
81 C1
SO d1
dir
5(-6+ K) - K 4K
= — = —6 —
“ 5 t5
K—0-
dl _ C1 0-5 - K
C1

Systemet ér alltsé stabilt enligt Routh-Hurwitz om K > 0 och

4K
cg=—6+—>0
5
avs 30 15
K>>=_
472
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6.13

Observationerna ger foljande information

w |GGw) e

0.4 1.0 —90°
1.5 0.3 —135°
2.0 0.5 —180°

Overkorsningsfrekvensen bestimmer fasmarginalen

w. =04
p=-90° — ¢, =180° —90° = 90°

Beloppet vid fasen —180 o bestimmer amplitudmarginalen

Wrp =2
|G(jws)] =05 — A, =2

Nyquists forenklade kriterium visar att det aterkopplade systemet ir stabilt.

6.14
a) Approximativ kretsoverforing
(0.3K) (2—2s)
(0.3s+ 1) (2+ 2s)

K infors for att kunna bestimma amplitudmarginalen med Routh-Hurwitz. Karakteristisk ekvation

L(s) =

0.3K(2—2s)+(0.3s+1)(2+2s) =0
0.652 + 5(2.6 — 0.6K) + 0.6K +2 = 0

Rouths tabla

52 0.6 24+ 0.6K
st 2.6 -06K 0
80 C1

For stabilt system krivs
26 —-0.6K >0 och 2+4+06K >0

vilket innebir att —3.3 < K < 4.3 dvs det gar att 6ka forstiarkningen i det ursprungliga systemet 4.3
ganger innan det blir instabilt. Amplitudmarginalen blir darfor

A, =43

b) Utan approximationen innebir dddtiden att Nyquists kriterium maste anvéndas

0.3
L _ Y =2
)= T 08¢
Bodediagram eller numerisk rikning ger
1 [e]
/L(jwz) = —arctan(0.3ws) — 2wy - 80° _ 1800

=  w, =138

1 1+ 0322
A, 05 561

| L(jwr)l 0.3

Kommentar: med Padé-approximationen far man for liberala marginaler.
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6.15

Kretsoverforing
L(s) = Ga(s)Ka(s)Ga(s)K, = ! P PR S P
s(14+0.5s) +2 0.1+0.2s
B 3
(1+i)(1+2-0.5f+i)
0.5 2 22

Det komplexkonjugerade polparet har wy = 2 och ¢ = 0.5

—50F
—-100r

8
E-150f

Amplitud

-200r

] —250}

10 : -300 ‘
0™ 10° 10 10 10° 10'
Frekvens Frekvens

Avlisning i Bodediagram ger ,,, = 40° och w. = 1.6 rad/s. En grov uppskattning av stigtiden ¢,. fis med
relationen t,.w. = 1, jmf (6.43) pa sid. 261 i liroboken, vilket ger

1
tr~—=06s
We
Den verkliga stigtiden 4r c:a 0.7 s.
6.16
Kretsoverforingen L(s) blir
Kz' —sT. ..
L(s) = —Ke *%¢ dir K = 200 kg/sek och Ty = 10 sek
s
dess belopp och fas
K
L(j = K,—
L(w)] = Ki
180
/L(jw) = —90° —wTy - —
—_— ™
Kravet @, > 40°
Enligt definition dr
©m = 180° + /L(jw.)
180° 507
— 1 o o (~T . > 4 o} c <
80° —90° — w1y e 0° = w.< 180T,
Eftersom w, ges av |L(jw.)| =1 fés
K We 507
Ki—=1 d Ki=—<—
e Vs K = 180T,K
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vilket med insatta virden ger
K; < /7200 = 4.36-10~*

Kravet A,, > 2.5 ggr
Enligt definition &r

1
JL(jws) = —180°, Ay = ——0
— " L(jwn)]
Forsta ekvationen implicerar att
180° 7r
—90° — w, Ty - =-180° = wr= =
@ d m w 2Td
dvs kravet A,,, > 2.5 ger
1 s us
Ay = = >25 d K; <
KKK © VSRS e R
Wr

vilket med insatta véirden ger
™
K;<——=314-10""
— 10000
Av de tva kraven stiller A,,, > 2.5 ggr stringare krav pa K;, dvs om K < K["** dir
K™ =3.14-107*

s& uppfylls bada kraven.

6.17

a) Infor beteckningen

rw) = [1+ L(jw)| = [S(w)| = ——

@)

VI 1775 R N

TGl = S5 = s = 18Ge)
1 1

2-r(we)/2 - 2sin(p,, /2)

b)
max(minr(w)) < min(max 1/r(w)) = min(max |S(jw)|)
¢) L(jw)innanfor B = r(w) <1 = |S(jw)| > 1
Dessutom kommer L(jw) att passera cirkeln med en fas motsvarande ,,, < 60°

max |S(jw)| <1 = L(jw) ej hamnar innanfor cirkeln B = ¢,, > 60° och 4,, = oo

6.18

Eftersom tjockleken = mits med en givare placerad d meter fran frashjulet och materialet ror sig med
hastigheten v = 1.25 cm/sek, &r tjockleken x fordrojd d/v sek.
Kretsoverforingen L(s) blir dérfor

0.1
I(s) — —(d/1.25)s
() 3(1—1—0.15)6

Stabilitet studeras med Nyqvist forenklade kriterium. Detta implicerar att systemet &r stabilt om

1
|L(jws)| <1 dvs 0 <1

wry/1 4 (0.1wy)?
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eller, om w; 16ses ut, w, > v/ —50 + v/502 4 1. Eftersom, enligt definition, /L(jw,) = —180° fés

_ dw, 180°
125 =

For ett stabilt system, d& w, > v/ —50 + v/502 + 1, giller att
dv/ =50+ 502 +1 180
- + Ry — 90° — arctan(0.1\/ =50 + /502 + 1) > —180°

1.25

—90° — arctan(0.1w,) = —180°

dvs, d ska uppfylla

1.25
d< (90° — arctan(0.11/ —50 + /502 4+ 1)) . T =195
180°4v/—50 + /502 + 1

dvs for d < 19.5 cm &r systemet stabilt.
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/

Principer foér dimensionering
av requlatorer I: Prestanda

7.1

Utan reglering
0(s) w
= G(s) =
(s) §2 4+ 2Cwps + wi
For ldga frekvenser (s — 0), G(s) & 1. Reglering ska dimpa storningen 50 ggr. Vid reglering antas stor
kretsforstirkning vid storningsfrekvensen, K,G (s)>1,dvs

0(s) G(s) 1 1

V() 11K,Gs) K, " 50

dvs K, > 50

7.2

Dé en process utsitts for laststorningar blir utsignalen vid aterkopplad reglering (closed loop) Y (s) =
S(s)Yyi(s), dir Y, (s) &r processens utsignal utan dterkoppling (open loop) och S(s) dr det aterkopplade

systemets kinslighetsfunktion.
1 s(s+1)

- 14+ L(s) TS +s+ K
En reduktion av lagfrekventa laststorningar w < 0.5 rad/s med en faktor 3 motsvarar dérfor ett krav pa
wvw? +1 1

S(jw)| = <=z
1S (jw)l K2 o 3

S(s)

for w < 0.5 rad/s. For laga frekvenser ir | S| en vixande funktion med avseende pa w (|S| =~ w/K). Dirfor
studeras olikheten vid w = 0.5 rad/s, d.v.s.

3wVw?+1< V(K —w?)? + w?
9-0.5%(0.5 + 1) < K* —2-0.5°K + 0.5* +0.5?
K? —0.5K —8(0.5* +0.5%) > 0

K >0.25+4++/0.252 +2.5 = 1.85
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Kravet pa undertryckning av lagfrekventa laststorningar ger dérfor en undre grins for K > 1.85.
Mitbrusets inverkan pa utsignalen |Y /W | ska reduceras i forhallande till inverkan pa den uppmiitta
utsignalen (|Y,,,/W| = 1)

Y L
S R
W  1+1L
K
T s(s+1) K
_1+ K 245+ K
s(s+1)

For hoga frekvenser (w > 3) giller |T| ~ |T|gr = K/w? (om brytfrekvensen /K < 3). Kravet pa ett
litet |T| vid hogre frekvenser ger en dvre grins for K

) K 1
IT(jw)| = <
(K —w?)24+w?2 4

dvs

1K < /(K —w?)? + w?
16K?2 < K2 —2.32K +3* +32
18 90

K2+ —=K-2=<0
15 15 <

K < —0.64++0.62+6=1.92

De béada kraven ger ett intervall for véirden pa K

1.85 < K <1.92

7.3
Kretsoverforingen L(s) = Fq - G - F, G= !
v g §) = I'r1 T2 _(S+1)2
L
7
I —
(s +1)2
S — (s+1)2 242541
(s + 1247 s24+2s5+8
- T
(s 1247 s2+2s5+8
1 1
GS = =
(s+1)24+7 s2+2s+38
IL.
I - 1.454—1' 1 _ 1.4
s (s+1)2 s(s+1)
g s(s+1)  s(s+1)
os(s+1)+14  s24+s+14
1.4 14
T: =
s(s+1)+14 s24+s+14
GS — s _ s

(s+1)(s(s+1)+14) (s+1)(s2+s+14)
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III.

S 1
T =0

1
GS = (s+1)2

Asymptoterna for frekvensfunktionerna

IS|lzr |S|lur |Tler |Tlar |GS|lLr  |GS|uF

1 7 7 1 1
I - 1 - — - —
8 8 2 8 w?

w 1.4 w

II. — 1 1 — — —
1.4 w? 1.4 2

1
II1. 1 1 0 0 1 —

w

Vid referenssignaléndringar med aterkoppling giller

E 1
[l

Vid referenssignaldndringar och 6ppen styrning (£, = 0)

Y =F.G-R
E 2+ 2s
—=1-FG= ———
R ! s24+2s4+1
E F
B> -
Rl p Rlyp

Vid processtorningar (V') och mitfel (W), R=0 == E=R-Y =-Y

E Y G
1= lvl <[z =1es

L
k|-

Eftersom brytpunkterna for S, T och GS ligger vil separerade fran w = 0.05, 20, sa ricker det att titta pa
LF, HF-asymptoterna.
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I I 11*)
a) v =enhetssteg

|GSLr(0)] 0.125 0 1
b) v =sin(wt)

|GSLr(50.05)] 0.125  0.0036 1

|GSHr(720)] 0.0025  0.0025  0.0025
¢) w = sin(wt)

|TL7(50.005)] 0.875 1 0

T (520)) 0.018  0.0035 0
d) r = enhetssteg

|SLF(0)] 0.125 0 0
e) 1 =sin(wt)

|SLr(70.05)] 0.125  0.036 0.1

|Sur(520)] 1 1 1

*)  Oppen styrning

Lagfrekventa processtérningar och stegstorningar kompenseras via aterkoppling, men ej vid dppen styrning.
Den effektivaste kompenseringen erhélls vid Pl-reglering da kvarstaende fel undviks vid stegstdrningar.
Hogfrekventa processtorningar paverkas inte alls av aterkopplingen, men kompenseras vl av processen.

Hogfrekventa matstorningar kompenseras via aterkoppling, medan lagfrekventa mitstorningar ej kom-
penseras av aterkopplingsmekanismen.

Referenssignalsteg ger kvarstaende fel vid P-reglering men ej vid PI-reglering och 6ppen styrning. Lag-
frekventa referenssignalvariationer kompenseras mest effektivt vid PI-reglering, medan hogfrekventa refe-
renssignalvariationer ej f6ljs av nagon styrstrategi.

7.4

Enligt figur
L ; G = ;
s(s+1) s(s+1)

a) Bodediagram, LF: P , brytfrekvens w =1

s
/L(jw) = —90° — arctan(w)
Bestidm overkorsningsfrekvens w, och ta fram fasmarginalen ¢,
IL(jwe)| =1 = K, = wey/w?2+1
Kg = wff —&—wg

1 1
2

= —— — K2
We 5 T\Va T

©m = 180° — 90° — arctan(w,)

Hogre K;,, — Hogre w. — Mindre ¢y,
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b)

)

7.5

T= 1fL B 32+[s{iKp Tler =1 |T|HF:%
G5 = 1fL:s2+sl+Kp |GS|LF:I;, |GS|HF:%

Foljning av referenssignal: E/R =1/(1+ L) =

eftersom |.S| da blir liten.

Processtorningar: Y/V = G/(1
liten.

Mitstorningar: Y/W = L/(1+ L)
Styrsignalens kénslighet for métstorningar: U/W = F/(1 + L) =

och dédrmed stort K.

Karakteristiska ekvationen

1+L(s)=0
Identifiering av ¢ och w,, ger
Polerna ges av
K, =
K, =
K, =

L)=GS,

=T, bra

S, stort K, ger bra foljning vid ligre frekvenser
stort K(,, ger bra kompensering, eftersom |G.S| da &r

kompensering dé |T'| #r litet, dvs da K, dr litet.
F'S', hoga nivaer for hogt F'S

= 245+ K,=5"+2w, +wli=0

wn = VK,

¢ = 1

2w, 2K,
1

s§=——= Zpr
0.25: 81’2:—0.5 5 CZl
1: S1,2 = — %iji, C:05
4: S1,2=— %ijg, ¢=0.25

Minskad dampning ger mindre fasmarginal. Okad 6verkorsningsfrekvens ger i allminhet 6kad snabb-
het. En enkel approximation ir att t,w. = 1, dér ¢,. dr stigtiden, jmf (6.43) pa sid.261 i liroboken.

Kretsoverforingen dr

L =

Polerna ges av den karakteristiska ekvationen

1+4L=0 =

Identifiering ger

Wy = 2\/ Kz

Sambandet mellan K, och K;

2
KP

K;
(Kp + S>

4

S

A(K; + sKp)
= 872

2+ 4K,s +4K; = 2+ 2Cwp s + wi =0
4K, K,
= = =0.7
C an vV Kl
= 0.49K;
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b)

Overkorsningsfrekvensen w,. ges av

4(Ki + jchp)

G| = | L

16(K? + 0.49K,;w?) = w?
W — T8AKW? — 16K? =0
w? = (3.92 + 5.60) K;
we = 3.086K;

Berikna fasmarginalen

=1 = 4/K}+Kwi=w

[L(jw:) =
= 65.2° — 180°

K;

i

dvs ¢, = 65°

Referenssignal: F/R=1/(1+L)=S

Processtorningarnas inverkan ges av: Y/V =G/(1+ L) =GS
Mitstorningar: Y/W =L/(1+L)=T

Styrsignalens kinslighet for métstorning: U/W = F/(1+ L) = F'S

1 s2 w?

S: = S =
1+L  $2+4(K + Kps) [Sler 4K,

d.v.s. stort K; forbittrar foljningen av lagfrekventa referenssignalidndringar.

GS

G 4s w
= = 5 GS = —
1+ L s2+4(K; + Kps) GSler K,

d.v.s. stort K; ger en effektivare kompensering av processtorningar.

L 4(K; + Kps) 4K,
1+L 24+ 4(K; + Kps) w
d.v.s. stort K, ger simre kompensering av mitstdrningar.
F K, + K
FS 8K+ Kps) \FS|pr = K,

T1+L 2+ 4(K; + Kps)
d.v.s. stort K, 6kar kénsligheten for métstorningar hos styrsignalen.

Enligt a) giller sambandet

1_¢
K, KZ

Detta samband samt resultaten i uppgift b) visar att det rader motstridiga krav nir det giller 6nske-
malen att samtidigt uppna t.ex. god kompensering av processtorningar (stort i), liten kinslighet for
mitstorningar (litet /) och vil ddimpning (stort ¢, goda stabilitetsmarginaler). En forbéttring av pre-
standa, d.v.s. en 6kning av K;, kriver antingen en minskning av ¢ (siémre dimpning) eller en 6kning

av K, (6kad kinslighet for mitstorningar).
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7.6

Kretsoverforingar och kinslighetsfunktioner for de olika fallen

b 0T
L Cos(s+1)
o os(s+1)  s(s+1)
Cos(s+1)+07  s24+s5+07
1 s
GS=——=85(s) = 54—
s+1 () s24+s4+0.7
o7 07
Cos(s+1)+07  s24+s5+0.7
0.7(s + 1)
FS=——"—--—"%-—
S s2+s+0.7
5(s +5)
Fpy: L=——-—
Pl s(s+1)
s(s+1) _os(s+1)
~s(s+1)+5(s+5)  s24+6s5+25
1 s
5= YT e
_ 5(s+5)
52+ 6s5+25
FS_5(5+1)(3—|—5)
~ s2+65+25
6
Fpr,: L=
Pl s(s+3)
_ s(s+3) s(s+3)
Cs(s+3)+6  s2+3s5+6
1 s(s+3)
GS = S(s) =
s+1 () (s2+3s+6)(s+1)
6 6
C s(s+3)+6  s2+3s5+6
FS— 6(s+1)  6(s+1)

s(s+3)+6 s2+35+6

Bandbredden fas ur Bodediagram eller analytiskt enligt

1
T(jws)| = —= = —3dB

|S|w—>0 = |GS|w—>O |T|w—>oo |FS‘w—>oo Wwh

Fr: w/0.7 0.7 /w? 0.7/w 0.96
FPIZ w/25 5/w 5 8.5
Fpr,: w/2 6/w? 6/w 2.8

Okad bandbredd wy, ger bittre foljning av 1agfrekventa referenssignaler (mindre | S| fér smé w), effektivare
kompensering av lagfrekventa processtorningar (mindre |G.S| for sma w), men simre kompensering av
hogfrekventa mitstorningar (storre || for stora w) och hogre styrsignalaktivitet for hogre frekvenser (storre
|F'S| for stora w).
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7.7

a) For aterkopplat system

K
Yy 1+s B sK B
v 0K~ wtsyar Ol
1 ———
s(s+1)
Utan aterkoppling
Y K
I = = G’U
V 1+ s yQ(S)
b) Biittre kompensering med aterkoppling om |Gyy1 (jw)| < |Guy2(jw)| . dvs
ljwl K

|2wa2 +]w| < ‘1 +jw‘ = ‘2K_w2+jw| > |¢7WH1+]W|

Kvadrering ger
4K? + 0t —4KW? + w? > W3 (1 + w?)
K=1= w<l
2 2
4K" > dK W, {K:Z = w<V2x14
Avldsning med hjélp av asymptotiskt Bodediagram (vid handrikning): Det aterkopplade system ges

1 Bodeform av
0,5s

1

Goy1(8) = ———"———
o (3) 14 S5+ 582

och har en brytfrekvens vid v2K.

Enligt de asymptotiska amplitudkurvorna for det ppna och det aterkopplade systemet ger det ater-
kopplade system bittre kompensering fram till aterkopplade systemets brytfrekvens v/2K . Ligg miir-
ke till att vi inte har tagit hansyn till de verkliga amplitudkurvorna, som for det aterkopplade systemet
ju dr beroende av dess ddmpning.
1 s(s+1) . ljw||jw + 1]
S(S)_1+ 2K 245+ 2K’ |S(Jw)‘_\2K—w2+jw|
s(s+1)

Om aterkoppling ir bittre giller enligt ovan 2K — w? + jw| > |jw||jw + 1|, dvs |S| < 1. Storre
K medfor att dterkoppling dr fordelaktigt upp till hogre frekvenser. I gengiild kar max | S| (enligt
Bodediagram eller Bodes integralsats) vilket forsamrar kompenseringen av processtorningar for det
reglerade systemet i motsvarande frekvensomrade.

7.8

a) Oppet: Y =G -V
G
Slutet: ¥ = —— -
e rra’
Minskningen av stérningens inverkan genom aterkoppling ges av

(Y/V)slulel _ 1

= = S
(Y/V)éppet I+F-G

b) Slutna systemet ger bittre reglering én det 6ppna om |S(jw| < 1, Vw. Detta kan formuleras som

1
S(jw)| <1, Vw < - - <1l,Vw <
156wl T+ FG@)GU)]
FU)GGW) — (-1 > 1, Yo &

F(jw)G(jw) = L(jw) ligger utanfor cirkeln med centrum i —1 och radien 1
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7.9

Kvarstéende fel vid “’storning”, v(t) = vo

E G 1
- =— dir L=FK - ———
vV 1+L° ar ms2 + bs

a) F'= K, (proportionell reglering)
E 1 1 B 1
14+ Kpk -

V. ms2+bs

T oms2+bs+ K,K
ms2 -+ bs

Anvind slutvirdessatsen da V' (s) = vo/s , kvarstaende felet blir

T T T Vo )
s = tlggo e(t) = llgtl) sE(s) = ili% ms2 +bs+ K,K K,K

K; .
b) I'= K, + — (integralverkan)
S

E 1 1 B 5
1+ K

V' ms?+bs

Kps + Ki 1  s(ms? +bs) + K(Kps + K;)
s ms2 + bs

Slutvirdessatsen med V' (s) = vg/s ger det kvarstaende felet

es:ﬁ%‘SE(s):#Igm:O
7.10
Felet ges av overforingsfunktionen
E_ 1 _
0 1+L
dir kretsoverforingen
B 04-3-2
(14 0.55)s(s + 1)
Kinslighetsfunktionen
~ s(s+1)(1+0.5s)
~ s(s+1)(140.5s) + 2.4
30
Malet #r att folja borvirdet 6, = 2 Det kvarstaende felet blir
es = lim e(t) = lim sE(s) = lim 305(s)
t—o00 5—0 s—0 S
30 1)(14+0.5 30
= g S8 DA+05s) 30 o
s—0 s(s+1)(1+0.5s) +24 24
7.11
a) 1. Vid kompensering med serielink
Z - FPDG - 25(1+8) 1
R 1+ FppG  s2(1+s/6) - 2.5(1 + s)
s2(1+ s/6)
2.5(1+s) B 15(1 + s)

 82(14+5/6)+2.5(1+s) s3+6524 155+ 15
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2. I fallet med parallellink

Yy G 25 1
R 1+ FppG 2 - 2.5(1 + s)
s2(1+ s/6)
2.5(1 + 5/6) _15(1+ s/6)

T 82(1+5/6) +2.5(1+s) 83 +6s2+ 155+ 15

I forsta fallet ger nollstéllet nidra origo, s = —1, en 6versldang.

1
b) Referenssignalen R = —
s

For fall 1:
3 2
E:R—Y:i— 15(1 +s) 1 s° + 6s
s2  s3+6s241565+15 52 s(s? 4 652+ 155+ 15)
2
es = lim e(t) = lim sE(s) = lim s~ 40 =
t—o00 s—0 s—0 53 + 682 + 15s+ 15
Fall 2:
E—R—Y—i— 2.5(s + 6) 1 83 4+ 652 + 12.5s
B 82 34652+ 155+ 15 52 s(s3 4652+ 155 + 15)
| 5%+ 6s 4 12.5 125 5
es = = =

im = —
s—0 83+ 652 + 155 4+ 15 15 6

Slutsats: Vid stegsvaret fas i forsta fallet bade en stor styrsignal och en pataglig 6versving, vilket und-
viks da kompenseringslinken placeras i aterkopplingen. I gengild far man i det andra fallet kvarstaende fel
vid borvirdesramper.

7.12
Laplacetransformering av ekvationen for roboten ger

J-sW=k,I =
5 sJ

K km
I

Infor en regulator F'

E
\V‘f‘
)
S|
<
S

sJ

a) Felet ges av overforingsfunktionen E/W, dir F' = K ir en proportionell regulator
E 1

W N kTVL

"1+ K—

+ Js

For W, = 1/s? fés det stationira felet med slutvirdessatsen

. . . J
o tlg]go e(t) = llir(l) sE(s) = 11_{% o~ Kk < 0.05
s+ K—
J
dvs 7
K = 0.08
~ 0.05 ky
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b) Infor integralverkan, F' = K, + K;/s . Behill hogfrekvensforstarkningen frin a) |F|gp = K , dvs
1it K, = K = 0.08. Det slutna systemets karakteristiska ekvation

K,s+ K, k
1+ L =14+ P27 "t _
+L(s) + s sJ

Js? + Kpkms + Kiky, =0
Kpkm Kk,

s2 + TSt =52+ 2€wps+ w2 =0
Identifiering ger
Kikm  Kpkm K2k,
“n J 2 Ty

7.13

Systemet utsitts for storningar v kring frekvensen wy, dvs

B(s)

wo
Vi(s) = 2
(5) $2 + w? )

(Omv(t) =sinwot ar V(s) = T
52+ w?

Enligt interna modellprincipen infors nimnarpolynomet s? + w3 i kretsoverforingen. Eftersom storning-

en ligger innan processen maste man dven kompensera for processens inverkan pa storningen, dvs infor
s+2 . e
——— 1 kretsoverforingen
s2+w
0

s+2 1 K(s+1)

Karakteristisk ekvation
1+Ls)=0 = s+wi+Ks+K=0

Endubbelpol: (s+a)?=s>+Ks+w2+K, a>0
Beriikna a och K

2a:K 2 2
{a2:w§+K = a"—2a—wj=0
dvs

a = 1+4/1+wi =202 (wp =0.2)

K = 2a=4.04

Sokta overforingsfunktioner blir

K(s+1) 1 K(s+1) 4.04(s + 1) )
Gy = R .1+ G — NN ouy = (51 2002 (dubbelpol enligt ovan)
s2 4+ w?
o - 1 1 B s2 +wd B 52 +0.22
W s 42 1+K(S+1) (s +2)(s2+ Ks+ Kw?)  (s+2)(s+2.02)2
s + w?
N 5%+ 0.2
T (s +2)3
. - K(s+2)(s+1) 1 _ K(s+1D(s+2) 4.04(s+1)(s+2)
" s2 4+ wd 1+ K(s+1) 2+ Ks+ K+ w? (s +2.02)2
s2 +wd
404(s+1)
T (s+2)
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7.14

For det aterkopplade systemet giller

L = F(s)G(s) = F(s)gé(s)
g — r s
- 1+L s+ F(s)KG(s)
T - L F(s)KG(s)
1+L s+ F(s)KG(s)
I sF(s)
BS=171= s+ F(s)KG(s)
ag — G _ KG(s)

1+ L s+ F(s)KG(s)

Hogfrekvensasymptoterna #r lika i a) och b)
Asymptoterna for regulatorerna vid léga frekvenser ér givna som, a) F'(s) — k, , b) F(s) — k;/s . For
processen giller att |G|, r = KG(0)/s = K/s . Asymptoterna for amplitudfunktionerna

w—20, a) w—0,Db) w — 00
k, K ki K .
1 > kGG
2
w w
S 1
151 ky K ki K
T 1 1 koo G(jw)|
w w
F = — koo
1 w
GS — G(j
G g - GG
o . 11 u ;
Kvarstaende fel da V' (s) = Eer E(s) = -GS -V(s), anvind slutvirdessatsen
1 1
a) Steg: es = lim —sGS - — = —
s—0 S P

1 1
Ramp: e; =lim —sGS - — =lim ——— — o0
5s—0 s s—0  sky

1
b) Steg: ey = lim —sGS -~ = lim —— =0

—0 S s—0 kl

. 1 1
Ramp: e, = 112% —sGS - 2=

© (2
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Dimensionering av
PID-regulatorer

8.1

Dé F'(s) har ren I-verkan
K; 1
L e
() s s(2+s)’
dvs, gér ej att fa stabilt system: A, E/ gar inte.
Kvarstaende fel vid storning

/L(jw) < —180°

E(s) 1 1 B 1
V(s)  s(2+5s) 1 K, s2+2s+ K,
+
s(2+s)
Slutvirdessatsen, v(t) = 2t
es = lim e(t) = lim s (5) — hm(—f) L—>oo
t—o0 s—0 V(,S) 52 s—0 S Kp
dvs, B, C' gar inte. Vilj D!
Kvarstaende fel for fall D
Es) 1 1 L s
V(is)  s(2+s) 1+§. 55+1 342524 20(5s+ 1)
s s(249)
E(s) 2 2, s
s = 1 = - =) —=-0.1
¢ ol V(s) s? s=0 ( 8) 20 0
Stabilitet
20(5s + 1) 1 20 (bs+1)
s s(s+2)  s2 (s+2)



Ta fram w, ur Bode-diagram
Alternativ: Titta pa hogfrekvensasymptoten

100 . 100 ..

Brytfrekvenserna 0.2 och 2 dr mycket mindre &n 10 dvs. w. ~ 10
£ L(jw.) = £ L(§10) — 80° 4 arctan(5 - 10) — arctan(0.5 - 10) = —170°

Stabilt med ¢, = 10°

8.2

5
Ta fram wWaG150 for G(S) = m
ZG(jwaiso) = —3arctan(10wais0) = —150°
arctan(10wais0) = 50° = wais0 = 0.119

dvs, vilj w. = 0.0476. Processens amplitud och fas vid onskad overkorsningsfrekvens w,

5
Gljwe)| = ——— =368
Glwe)l = G5 To0wzy

£ G(jw.) = —3arctan 10w, = —76.4°

Dessa data erhalls ocksé enkelt med hjilp av ett Bodediagram for G(s). Betrakta PI-regulatorn

F(s) = %(1 +Tis)

Vid frekvensen w. onskas foljande fas och amplitud pa kretsdverforingen

L L(jw.) = —180° + ¢, = —130°
[L(jwe)l = 1
Regulatorns fas och amplitud vid w,
L F(jw.) = —90° + arctan T;w,
L F(jwe) = £ L(jwe) — LG (jw.) = —130° + 76.4° = —53.6°

Tiw. =tan36.4° = T;=15.5

K, K,
|F(jwe)| = w— 1+ (Thwe)? = w— 1+ tan? 36.4°

1 1
(i - - =
[F el IG(jwe)| — 3.68

Dessa samband ger integralforstarkningen K; = 0.0104 och hogfrekvensforstirkningen Ko, = K;T; =
0.161 . Alternativt bestams 7; och K; via fig. 8.6.

8.3
Identifiering utifran stegsvaretger 7, =2, T =2, K =3

Kedes 36728

Gl =175 = 1v2s
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a) Bestim wgisp

]

Z G(jw(;lg,o) = —2wG150 . — arctan 20.}(;150 = —150°

Numerisk 16sning (alt ritande av Bodediagram) ger wgis50 = 0.802, dvs vilj w. = 0.321. Vid den
onskade overkorsningsfrekvensen w. , géller for processen

Gjw.)| = ——— =2.52
G =
180°
ZG(jw.) = —arctan2w, — 2w, - = —69.5°
s

Designa PI-regulator

F(s) = %(1 +T;s)

Onskad fasmarginal ¢,, = 50° innebir att fasen pa regulatorn vid w,. ska vara
LF(jw.) = £L(jw:) — £LG(jw.) = —130° + 69.5° = —60.5°
/L F(jw.) = —90° + arctan Tyw. = —60.5°
tan29.5° = Tyw, = 1T;=1.76

Kretsens amplitud ska vara 1 vid w,

1
|F(jwe)| = \/1+T2w2 \/1+tan229 50 = —

]wp)| 2.5

[\]

= K; =0.111

Alternativ: PI-design genom kurvavlidsning i diagrammen i fig. 8.6
Diagram 1) / F(jw.) = —60.5° = Tyw.=0.57 = T;=1.8
Ki |G(jwe)|

We

Diagram2) /F(jw.) = —60.5° = =087 = K;=011

b) Variera w,, ta fram max K;. Arbetsging: for givet w,, rikna ut |G(jw.)| och £ G(jw.). Fasmargi-
nalen ger det 6nskade £ F'(jw,), vilket bestimmer K. Vid handrikning ger diagrammen i fig. 8.6
foljande resultat

we |G| le vr K

03 257 -653 -64.7 0.105
04 234 845 -455 0.122
05 212 -1023 -277 0.110

Det optimala virdet pa w. erhalls genom att skriva en MATLAB-rutin som bestimmer parametrarna
i tabellen for onskat w.. En sokning for olika w, ger snabbt det optimala virdet w, = 0.41, for vilket
K; =0.122 och T; = 2.56.

Observera att vi i denna optimering inte kontrollerar M. For de tre 6verkorsningsfrekvenserna w, =
0.3, 0.4 och 0.5 blir Mg = 1.8, 2.2 och 2.9. Rekommenderad 6vre grins dr Mg < 1.7, vilket visar
att ovan genomforda optimering bor kompletteras med en 6vre grins for Mg, se nista deluppgift.

¢) En sokning med pi_opt med v, min =45°%, ©m maz =60°, Wemin =0.3wg150 = 0.3 - 0.8 = 0.24
och We ez =0.5wag1s0 = 0.5 - 0.8 = 0.4, se (8.17) pa sid. 319 i boken, ger

Weopt = 0.274 ©m opt = 55.0° Mg = 1.696 M =1.08 K, =0.0942
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8.4
a)

b)

8.5

En andra sokning kring denna (w, ©,,)-punkt med v, min =53°, ©m maz =97°, Wemin = 0.25 och
Wemaz =0.29 ger

Weopt = 0.275 Om opt = 55.2° Mg =1.699 Mpr =1.08 K; =0.0945

Med hinsyn taget till begransningen pa Mg blir slutsatsen att det forsta forslaget pa w. = 0.4wgi50 =
0.32 och ¢,,, = 50°, deluppgift a), med resultatet K; = 0.11 och Mg = 1.88 ger en hyfsad 16sning.
Optimeringen med avseende pa w. och konstant ,,, utan hinsyn till Mg, deluppgift b), ger didremot
ett simre resultat, eftersom Mg blir alltfor stort. Jamfor gidrna stegsvaren for de olika 16sningarna
fran laststorning och referens till utsignal.

For overforingsfunktionen G(s) = 5/(1 + 10s)3 giller att G(0) = 5. Eftersom
ZG(ijlgo) =-3 arctan(lOwGlgo) = —180°
giller att
10wa180 = tan 60° =1.73 = wa1so = 0.173

och |G (jweiso)| = 5/(1+ 100w, 40)>/? = 0.627 (dessa data bestims alternativt via Bodediagram).

Kappatalet blir darfor
|G(jWG180)| - 0.627

Enligt tabell 8.1 pa sid. 346 bestims da Pl-regulatorns parametrar till (7 = T; for Pl-reg.)

=0.125

K; = wa1s0(0.33 — 0.15k180)/G(0) = 0.173(0.33 — 0.15 - 0.125) /5 = 0.0108
1 1
wa180(0.18 + K1go)  0.173(0.18 + 0.125)

T, = =18.9

Under forutsittning att processen har en negativ fasvridning pa minst —180° erhalls sjalvsviangning
vid ren P-reglering da forstarkningen K, hojs sa att det aterkopplade systemet blir marginell stabilt.
Detta innebir att kretsforstiarkningen K,G(jwagiso) = —1, vilket i sin tur tillsammans med den
erhéllna periodtiden for sjdlvsvingningen T bestimmer
1 27
G ] = — = —
|G (jwaiso)| K, WGE180 T,

En begrinsad sjidlvsvingning kan alternativt genereras med ett reld, se figurerna 8.20 och 8.21 pa sid.
351-352. Processens statiska forstarkning G(0) bestims med hjilp av ett stegsvar, dér

_ Ay
- Au
Hir dr Aw insignaldndringen fran en konstant niva wg till en annan niva ug + Aw, och Ay den
resulterande konstanta utsignaldndringen efter att transienten har klingat av. Tillsammans ger detta

k1s0 = |G(jwaiso)|/G(0).

G(0)

For G(s) = 5/(1 + 10s)3 giller enligt uppgift 8.2 att wgis0 = 0.12. En sokning med pi_opt med
Pm min — 450, Pm max — 600, Wemin — 0.3(.«.)@150 = 0.3 -0.12 = 0.036 och Wemazr — O.5WG150 =
0.5-0.12 = 0.06, se (8.17) pa sid. 319, ger

Weopt = 0.0486 ©m opt = DL.7° Ms =1.694 Mr =1.16 K; =0.0103

En andra sokning kring denna (w., ,,)-punkt med @, min = 50°, ©mmaz = 93°, Wemin = 0.047 och
Wemaz =0.05 ger

Weopt = 0.0500  @popr = 52.0° Mg =1.699  Mp=115  K;=0.0104

104



Eftersom den bista 16sningen nu intrédffade vid wemaz = weopr = 0.050 forflyttas w,-intervallet nagot
hogre upp till we yin =0.049 och we e, = 0.055, vilket ger

Weopt = 0.0512 Omopt = 52.7° Mg = 1.700 Mr=1.14 K; =0.0104

Den optimala PI-regulatorn ger dirfor J, = 1/K; = 95.7 och Mg = 1.70, vilket kan jimforas med
tumregeln w. = 0.4wais0, Pm = H0° som enligt 6vning 8.2 gav samma .J,, och ett obetydligt hogre
Mg = 1.71. Tabell 8.1 pé sid.346 gav enligt 6vning 8.4 J, = 1/K; = 1/0.0108 = 92.6 och Mg = 1.73,
d.v.s. nagot bittre prestanda (mindre .J,,) men samtidigt lite samre (hogre) M.

De forenklade ansatserna for dimensionering av PI-regulatorer i 6vning 8.2 och 8.4 gav for denna pro-
cessmodell extremt goda resultat (ndra den optimala 16sningen). Detta dr ingen slump, samtidigt som storre
avvikelser ocksé forekommer, inte minst for processer med besvirligare dynamik som exempelvis lang
dodtid (hogre kappa-tal).

8.6

Laplace-transformering ger
J - sW(s) =k, - I(s) — M(s)

Infor regulatorn F'(s) som styr motorstrdmmen genom aterkoppling av vinkelhastigheten

I(s) = F(s) (Wyeg(s) — W(s))

M,
.+ +r4
E F(s) 5 1 w
— Js
i) Inget stationirt fel vid konstant lastmoment M; kriaver I-verkan
K;
ii) Kvarstaende fel vid rampstorning
Wi(s) 1 1
M;(s)  100s 5K; 1
14+ —(1+sT;) -
T ST Togg
Slutvirdessatsen dd M;(t) = 10 -t ger
. . W(s) 10 .10 1
lim w(t) = lims o =lim —
—00 s— s— K,‘
¢ 0" M(s) s 0 s 1005—|—5 ;
s
2
= — <0.
K = 0.5
dvs statiska forstarkningen K; > 4
iii) Det slutna systemet ges av
Wi(s)  L(s)  5K;(1+sTy) 1
Wief(s) 1+ L(s) 100s2 " 5K;(1+ sTy)
100s2
B 5K;(1+ sT;) B 1+ sT;
- 2 T o 1
100s? + 5K T;s +5K; Tis ot 52{9  $2
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Identifiera nimnarkoefficienterna i 2:a gradsuttrycket: 1+ 2¢7T),s + T2s>

T, TVEK;
¢ ) 100 4/5
\ 5K,

a) En regulator som uppfyller i) — iii):
(=07=1T;,=313

Lit K; = 4,

b)
4/5
Ko = KT, —Kimg“—wﬁcx/m

K2 = 80¢* - K;

0 4
Kinf

¢) Bra kompensering av laststérning vid lagt 1% ger hogt K, dvs hoga styrsignaler och storre kirslig-
het for métstorningar. Bade % och K, kan minskas om ( viljs mindre; ett ligre ( motsvarar ldgre

stabilitetsmarginaler.

8.7

Dimensionera en PD-regulator
1+ s7y 0.5
Po(s) = Ky + s7a/b () s(1+ 2s)2

Onskad 6verkorsningsfrekvens given: w. = 0.4. Vid w,. giller for processen
0.5
=0.762

Ul = Gaira0m)
£ G(jwe) = —90° — 2arctan(2 - 0.4) = —167.3°

a) @, = 45°, kriver ett faslyft Z Fpp = 32.3° vid w.. Maximalt faslyft vid onskat w. ger da enligt

b=33

fig.8.12 pa sid. 327:
1 b
Kp=—— =072, =Yl 45
|G (jwe)| Vb We

Légfrekvensforstirkning : K, = 0.72
Hogfrekvensforstirkning : Ko, = bK, = 2.4
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b) pm = 60°, kriver ett faslyft £ Fpp = 47.3° vid w,. Enligt fig.8.12 pa sid.327: b =6.6

1 b
Ky=———— =051, Td:£:6.4
G(jwe)| Vb We

K, =0.51
Koo = bK, = 3.4

Okad stabilitetsmarginal ger hogre K., d.v.s. hogre styrsignaler med okad kinslighet for métstor-
ningar, och lagt K, d.v.s. simre kompensering av processstorningar.

8.8

Vid w,. fas onskad fasmarginal. w, dr ocksa ett matt pa systemets snabbhet. Anvind en reglerstrategi (kom-
penseringslink) som forskjuter w. med en faktor 5 med bibehallen faskaraktir. Regulatorn

1+ 5s

B =510y

kancellerar den langsamma polen och infor en snabbare, dvs forskjuter faskurvan med en faktor 5.

14 5s 1 K,

TP Cs(1+5s)  s(1+s)

L(s)

Om det ursprungliga w. = we,, s har vi i forsta fallet utan kompensering

0.5
0.5G(g =
105G Gweo)l = | T B0

Efter kompensering dr w, = Sw,, , dvs for kretsoverforingen med kompenseringsliank géller

=1 = [jweo(l +5jweo)| = 0.5 Q)

KI)
5jwco(1 + 5jwco)

L (j5e0) =\ 1 = Ky = 5 jwe(1 + 5jews)]

1) = K,=5-05=25.

Alternativ 16sning: Rita Bodediagram for L(s) = 0.5/(s(1 + 5s)) (P-reglering) och bestim w,. = 0.29.
Rita Bodediagram f6r 1/(s(1 + s) och bestim K, sa att L(s) = K, /(s(1 + s)) far w. = 5-0.29 = 1.43.
Detta erhalls da K, = 2.5. Kontrollera att fasmarginalen &r identisk i de bada fallen (¢,, = 35°).

Efter kompensering Innan kompensering

Lagfrekvensforstiarkning: K, = 2.5 K =05
Hogfrekvensforstiarkning: Ko =5- K, =12.5 K =05

8.9

1
a) Eftersom 72 har fasen —180° ger varken P- eller PI-reglering tillricklig fasmarginal.
s

Anvind PD for att lyfta fasen.

b) w. =5, ¢mu=060°

1+ 748
Fonls) = Koy s
2 8

Vid 6nskat w,. géller foér processen G(s) = TeT 2
s s

/ G(jw.) = —180°
/ Fpp(jwe) = —180° + ¢ — £ G(jwe) = —180° + 60° — —180° = 60°

. 8
Gljue)| = —5 =032

(&
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Maximalt faslyft vid onskat w, ger da enligt fig.8.12 pa sid.327

£ Fpp(jwe) = Pmas = 60° = b=14

1
K,=—F=084
TG (we)| Vb
b
=Y g5
We
s (1+0.755)
+ 0.75s
F =084— =
po(s) = 08475555
8.10
0.4
G(S) = m Tidsenhet [ms]
a) P-regulator med ¢,,, = 50°
04K,
F(s) =K L(s) = ——-2_
(S) p = (8) 8(1 i 58)
. 0.4K, wer/ 1+ 25w?
IL(jwe)| = —F/——==1 = K,=—""F——">= 1)
wey/1 + 25w? 0.4

Z L(jw.) = —90° — arctan(5w.) = —130° (ger o, = 50°)
arctan bw, = 40° = w.=0.2tan40° =0.17
(1) = K,=0.55

For det reglerade systemet fas karakteristiska ekvationen

1+L(s)=0 = s(1+5s)+04K,=0
552 +s+0.4-0.55=0

Identifiera parametrar ¢, w,,

wn = 0.21

2 _ .2 2
s“40.25s4+0.044 = s +2Cwn+wn ) {420.48

Bandbredden blir enligt (5.41) pa sid.203

wy = wn\/l —2¢2+ /T4 (1-2C2)% = 1.3w, = 0.27

Alternativt uppskattas w;, fran Bodediagrammet i fig. 5.15 pa sid. 187. Stigtiden blir enligt (5.5) pa

sid. 173 )
by~ w—(l +0.3¢ +2¢*) =76 [ms]
b)
1+s7g
r =K,— ¢
Po(s) P14+ s74/b

Snabba upp systemet med kancellering, dvs vilj 74 = 5

14 574 0.4 0.4K,

B P14 sta/b s(1+5s)  s(1+5s/b)

L(s)
Karakteristiska ekvationen

5
1+ L(s)=0 = gs“‘+s+o.4Kp:0
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9

d)

Identifiera:

b 0.40K.
82+55+T”532+2§wns+w2 )
For den speciella kretsoverforingen L(s) i denna deluppgift giiller enligt (6.41) pé sid. 260 att fas-
marginalen enbart beror pa (. Bibehallen fasmarginal innebér dirfor att ¢ ej fordndras. Den 6nskade
stigtiden ¢,, = 2 #r ddrmed 7.6/2 = 3.8 ganger snabbare #n stigtiden vid P-reglering (¢, = 7.6). Med

konstant ¢ = 0.48 innebir detta enligt (5.5) pa sid. 173 att w,, 6kar med en faktor 3.8 till
wp, = 3.8-0.21 = 0.80

502 5.0.82
2) = b= 10Cw, = 10048 -0.8 = 3.8 K, = X — 921
@ (w sam P 04b  04-3.8

Kretsoverforingen blir dd L(s) = 0.84/(s(1 + 5s/3.8) och ett Bodediagram visar att w. = 0.64
(vilket vl 6verensstimmer med det faktum att w, enligt (6.40) pa sid.260 ska oka pa samma sitt som
wy, med en faktor 3.8 till w, = 3.8 - 0.17 = 0.646).

PD-regulator P-regulator frén a)
Ko = K,b=38.0 Ko = K, =055
K, =21 K, = 0.55

Dimensionera med max faslyft vid w, = 0.64
£ G(jwe) = —90° — arctan bw, = —162.6°
For ¢, = 50° behovs faslyftet: £ Fpp = ¢, — 180° — LG (jw.) = —130° + 162.6° = 32.6°
0.4
|G(jwe)] = ——== =0.186 (w. = 0.64)

wer/ 1+ 25w?

Maximalt faslyft vid 6nskat w. ger da enligt fig.8.12 pa sid.327
AFPD(JIMC) = Pmaz = 32.6° = b=3.3

och
1
K,=——=30
: |G(jwz:)| \/B
T = @ =28
We

Légfrekvensforstiarkning: K, = 3.0
Hogfrekvensforstiarkning: Ko, = K,b=9.9

Stegformad borvirdesiandring:
Eftersom det #r integralverkan i processen blir det kvarstdende felet O

Laststorning:

E(s) _ =Gl(s)
V(s) 1+ F(s)G(s)

L L E(s) 1 . —G(s)

€ = tlirgoe(t) - gl_r%s V(s) s so0 1 + F(s)G(s)
0.4
T 0.4 1
= lim 8 = - =——
s—>01+Kp.% Kp04 Kp
s

Preg 1 |es] =1.82
PDyy: es] =0.48
PD.y: les| =0.33
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1 b
e) For Fpp(s) = K, p% sker maximalt faslyft vid mittfrekvensen w,,, = P Kvoten mellan

lag/hog frekvensforstirkning &r
K, K, 1

Ko Kpb b
Denna kvot maximeras sdledes d& b minimeras.

Av de tva PD-regulatorerna dr dérfor den senare med maximalt faslyft vid w,. att foredra framfor
kancellationsstrategin i uppgift b), eftersom bade den statiska noggrannheten och faktorn b minskar i

uppgift ).

8.11

System med dodtid 10 sek.
1 n Tys

F = K,(1
piDe) = (14 7+ )

Omedelbart efter referensindringen kommer dodtiden medfora att aterkopplingen inte inverkar pa styrsig-
nalen u(t), dvs for referenssteget pa 10° C fas

10 11 T,
U(s) = Feip(s) - = = 10K, (04 75 + 707)

Inverslaplacetransformera till tidsplanet

1 Ta _i/r,
u(t) = 10Kp(1 + it + Tffe t/Tf )

Ty Ty

07) = 10K,(1+0+ —) =10K,(1+ —

u( ) P( + +Tf) P( +Tf)

Alternativt: anvind begynnelsevirdessatsen

li w(t) = lim sU(s) = lim s Fprp(s)
im u(t) = lim sU(s)= lim s- 5) - —
t—0+ 5—00 §—00 PID S

Ty
10K, (1+0+ T—f)

Med insatta virden: 7' =30, T, =6, Ty =1, K, = 0.2 = u(0") =14

8.12

Processen fran uppgift 8.3
3e~2%s

Gls) =155

a) Designa en PID-regulator sé att ,,, = 50°, 8 = 10 och w. = 0.6wg150. P4 samma sitt som i uppgift
8.3 bestims wg150 = 0.80, vilket ger w, = 0.6wagis0 = 0.48. For processen giller vid onskad
overkorsningsfrekvens w, att

3
G(jw.)| = ——— = 2.16
Gl = A
180°
ZG(jwe) = 2w, — arctan 2w, = —98.8°

Fasmarginalen ¢,,, = 50° ger regulatorns fasvridning

Z Fpip(jwe) = —180° + ¢, — £ G(jw,) = —180° + 50° — —98.8° = —31.2°
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Frén fig. 8.15(a) pa sid. 335 erhlls for 8 = 10 och £ Fprp(jw.) = —31.2° virdet w.7 = 0.60,
vilket bestimmer
7 = 0.6/w. = 0.6/0.48 = 1.25

Fig. 8.15(b) ger pa samma siitt K |G (jw.)| = 4.4, vilket innebér att K, = 4.4/2.16 = 2.0 och
K 2.0

Ki=——=——"=—=0.16
BT 10-1.25
Regulatorn och dess hog/lag-frekvensasymptoter blir dérfor
Frin(s) 0.16 (14 1.25s)2 K; =0.16
s) = .
pp s 1+0125s Ko =20

b) Jamfort med Pl-regulatorn i uppgift 8.3, diar K; = 0.11 och K, = 0.2, 6kar K; med en faktor 1.45,
medan K, 6kar med en faktor 10.

8.13

Processen fran uppgift 8.2
5

G(s) = ———
)= T 105
a) Designa en PID-regulator sd att ¢,,, = 50°, 8 = 5 och w, = 0.6wg150. P4 samma sitt som i uppgift

8.2 bestims wgi50 = 0.119, vilket ger w. = 0.6wgi150 = 0.0714. For processen giller vid onskad

overkorsningsfrekvens w, att
Gl ° 270
we)| = s = 2.
J (1+ 100w2)3/2

ZG(jw.) = —3arctan 10w, = —106.6°
Fasmarginalen ¢,, = 50° ger regulatorns fasvridning

£ Fprp(jwe) = —180° + ¢, — £ G(jw,) = —180° + 50° — —106.6° = —23.4°

Frén fig. 8.15(a) pa sid. 335 erhills for 5 = 5 och £ Fp;p(jw.) = —23.4° virdet w.7 = 0.77, vilket
bestimmer
7=0.77/w. =0.77/0.0714 = 10.8

Fig. 8.15(b) ger pa samma siitt Ko, |G (jw.)| = 2.45, vilket innebir att K, = 2.45/2.7 = 0.907 och

Ko 0.907
K,=——= =0.0168
BT 5-10.8

Regulatorn blir didrfor med K; = 0.017

0.017 (1 +10.85)?
Fpip(s) = — = 15 16s

Kontroll visar att ¢,,, = 49.6°, w. = 0.0720 och K, = 0.918

b) Samma som i a) men 5 = 10. Fran fig. 8.15(a) pa sid. 335 erhélls for 5 = 10 och £ Fprp(jw.) =
—23.4° virdet w.T = 0.71, vilket bestimmer

7 =0.71/w, = 0.71/0.0714 = 9.94
Fig. 8.15(b) ger pa samma siitt K. |G (jw.)| = 4.7, vilket innebir att K, = 4.7/2.7 = 1.74 och

Koo 1.74
Ki=——=——"+-—=0.0175
BT 10-9.94
Regulatorn blir darfor
0.0175 (1 + 9.94s)2
Fpip(s) = ! )

s 1+ 0.994s
Kontroll visar att ¢,,, = 50.3°, w. = 0.0709 och K, = 1.74
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¢) Jamfort med Pl-regulatorn i uppgift 8.2, diar K; = 0.010 och K, = 0.16, okar K; (prestanda) med
en faktor 1.7 for § = 5, medan K, (styrsignalaktivitet) okar med en faktor 5.7. Fér 3 = 10 blir
Okningen av K; en faktor 1.75, medan K, 6kar med en faktor 10.9.

8.15
En PID-regulator pa generell form med dubbelnollstille

. (1+s7)* ‘1+27’8—‘r7’282
Friol) = Ky = K ar/8)

kan skrivas som en PID-regulator pa parallell form

1 sTy sTi(1+ sT) + 1+ 8Ty + s°T; T,

F = K,(14+ — =
P1p(s) o +8Ti+1+STf) ? sTi(1+ sTy)
K, 1+ (T;+Ty)s+ (Ta+ Ty)Tis”
o T; 8(1+8Tf)

Polen ger att: T = %

For dubbelnollstillet fas (Ty = 0Ty, T; = aTy = abTy)

27 =T, + Ty = (1 + ab)Tj = %(1—1—@())

2
-
72 = (Ty+T5)Ti = (b+ 1)ab- T} = ?(H 1)ab
7 kan elimineras 5 .
26=14+ab = a= ﬁb_
ﬁ2:(b+1)ab
dvs,
2 2
> _ _ B (B-1)
gc=0b+1)(26-1) = b_2ﬁ—1 1 28— 1
1
= a=
(B-1)
Td:be, Ti:aTd

K
Lagfrekvensforstirkningen: ?? =K; = K,=TK;

K2
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9

Principer for dimensionering
av reqgulatorer ll: Robusthet

9.1

Sok stabilitetsgrinsen genom att anvinda Routh-Hurwitz. Karakteristiska ekvationen

KP —

dvs
Ts*+(1+T)s* +s+ K, =0

Routh-Hurwitz tabla

s3 T 1
2 14T K,
st Co 0
SO do 0
1+T-K,-T T
= — = =1-K,——
€0 1+T P14T
do = K,
Stabilt syst >0 h K T <1
abilt system om ¢ oc —_—
y 0 P1+T

K, ar uppét begriansad. For att uppna onskad marginal A,, = 2, halveras K,

T
(2Kp)m <l = 2K,T<14T

Eftersom 2K, > 1 fés
1

Tmax = )
9K, — 1

Kp=3 = Thax = 0.2
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9.2
a)

b)

9.3

Multiplikativ osékerhet

Go(s) —G(s) Ko— K
G(s) - K

Ay (s) = dir K =3

G(s) dr den nominella modellen medan Go(s) &r det verkliga systemet. Hur mycket far det verkliga
Ky variera for garanterad stabilitet?

Komplementira kinslighetsfunktionen fér den nominella kretsoverforingen

L(s) 05K
T = =
)=o) ~ s+ 05K
Robusthetskravet ger
) ) 0.5(Kg— K
T() - Am(i)] = o~ By

| = w? +jw+ 0.5K]

dvs

0.5/Ko — 3| < /(0.5-3—w?)? +w?
0.25(Kp —3)? < w* —2w? + 1.5 = (w? —1)2 —1+ 157

Hogerledet har sitt minimum da kvadraten #r noll
(Ko—3)*<4(1.5* -1) =5

Ky—3 < V56 = Ky<3++5
—(Ko—3) < V5 = Ky>3-b

dvs
0.764 < Ky < 5.24
Karakteristiska ekvationen for det verkliga systemet ges av
0.5K)
1+L(s) =1+ ————=0
+L(s) * s(s+1)

dvs 5?2+ s+ 0.5K =0, vilket ger Routh-Hurwitz tabla

52 1 05Ky
st 1 0
SO 05K0

Stabilt system om Ky > 0

Slutsats: |T - A,,| < 1 ir ett konservativt kriterium.

Multiplikativ osékerhet

|A,(jw)|? = (coswTy —1)% +sin?wTy = 2 — 2coswTy
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Robusthetskravet kan skrivas som

1
A (jw)]? < ———
G < TGP
0.25K?
. 2 . _
TG)l” = (05K — w?)? + w?’ dar K=3
dvs ( 2)2 )
1.5 —w +w
2—2 T. —_—
coswliyg < 0.95.3°
Med datorhjélp fas
Ty < 0.68

I figuren visar den undre kurvan |A,,(jw)|? for T, = 0.68 och den 6vre visar |T'(jw)|~2.

4,
3 L
2,
l L
% 05 1 L5 2
w
Nyquist kriterium:
Overkorsningsfrekvensen w, bestims fran kretséverféringen
. 0.5K
[L(jwe)| = —F==—= =1

wey/w2+1

w2 (w2 +1) =152

w2 =-05++v025+152 = w.=1.040

For stabilt system giller att
180°

/L(jwe) = —wcTq —90° — arctanw, > —180°

= Ty < (90° — arctan(1.04)) = 0.736

T
180° - 1.04

Ty < 0.736 stimmer bra §verens med det foregédende resultatet, vilket visar att |T"-A,,,| < 1 ger ett bra matt
pa stabilitetsomradet. Detta beror pé att dodtiden ger mer osékerhet for hoga frekvenser dér |7 - A,,| < 1
dr ett bra stabilitetsmatt.

94

Den multiplikativa osédkerheten blir

Am = =T
() G(s) 1 s
1
Desi PI- lator for det inella G(s) =
csigna en regulator 10r det nominelia (8) 1 T 5s
1 + STi
FP](S) = Kp 787—;
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Den nominella kretsoverforingen

K,(1+ sT;) K
L(s)=—"2—"2 1&T,=5 = L(s)==2
(5) sT;(1 4 5s) ¢ (s) 5s
Komplementir kinslighetsfunktion
L(s) K, 1 1
T = —— 717 . =
S 7 B T PR
5s K,
Eftersom |T'(0)] = 1 fas bandbredden som
) 1 1 K
T(w) = ————==—= = w="2
IS
Ky
Multiplicera med osédkerheten
—Ts
T(s)Am(s) = 5
1+ —
Wh

Betrakta motsvarande asymptotiska amplituddiagram: LF-asymptoten har lutningen +20dB/dekad, vid bryt-
frekvensen wy blir lutningen 0dB. Den exakta amplitudkurvan kommer att vara vixande med ett maximum
dd w — oo. Robusthets kravet blir da

max |T(jw)A,,(jw)| = lm |T(jw)A,(jw)| = Twy < 1

dvs den nominella bandbredden 4r begrinsad till

wp < T
9.5
(Jmf. uppgift 5.5)
Ta fram den multiplikativa osdkerhetsfaktorn
1 _ 1
An(s) = F(s) . Go(s) —G(s)  Lo(s)—L(s) 1+0.02+ (s/w,)?> 1+40.02s
T F(s) G(s)  L(s) !
1+0.02s
_ 1+ 0.02s L —(s/wn)?
1+0.025 + (5/wp)? © 1+0.025 + (s/wy)?
Den komplementira kénslighetsfunktionen
L(s) 50 1 50
1+ L(s) s(1+40.02) 14 0.02s% + s + 50
5(1+0.02s)
Robusthetskravet dr uppfyllt om
1
T(jw)| < -
T < Taga)

Uppgift 5.5 gav stabilitetsgrinsen w,, > 50 genom Routh-Hurwitz. I amplitud diagrammet dr |T'(jw)| och
|A,, (jw)| =1 uppritade for w,, = 50.
Robusthetskriteriet ger alltsd samma griinsvirde pa w,
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10

Amplitud

1075 s
10 Frekvens 10
9.6
a) Den slutna 6verforingsfunktionen
K(s+2)
G- FOICE) _ Ssva _ Ks+2)
" _1+F(5)G(5)_1+K(s+2)_s(s+a)+K(s+2)
s(s+a)

Vilj K och a s att systemet far en dubbelpoli s = —2

s(s+a)+K(s+2)=(s+2)? = a=2 K=2

b) Kretsoverforingen blir

s(s+2) s
Y(s)  L(s) 2
Cls) = R TTT L) ste
Y(s)  G(s) 5
Gvy(s) V(S) 1+L(5) B s24+01s+1

Nackdel: De svagt dimpade polerna (resonans) finns med i storningsdynamiken

¢) Anvind robusthetskravet max,, |T(jw) - A, (jw)| < 1

_ ) _ AG(jw) \/ 4 \/ 4w? 4w
T <A = |G, | < ‘ = <1l, daw>0
| (]w) M(.]w)| Ty(.]w) G(]UJ) 4+w2 4+w2 4+w2 aw
Den sista olikheten i likhet (w—2)°
en sista olikheten inses genom likheten = ~ =
£ 44+ w? 44+ w?

9.7

Nominell 6verforingsfunktion: G(s) , verklig: Go(s) = G(s)G(s)
Den multiplikativa osdkerheten

Go(s) — G(s ~
Ap(s) = W —G(s)—1
Antag att reglering av systemet ger
2
T(s) = 5o

52 4+ wos + wi
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Bandbredden ges av |T'(jwy)| = 7 eftersom |T'(0)| = 1. Kvadrering ger
212
1
T2 = (wp) _ =
| (]w)| (wg —w8)2+(wowo)2 92
2wy = Wi — 2wiw? + w4+ WwE = 2w

4

2 2 4 2 _ W wg
wy —wowy —wy =0 = waE—I— I—i—wé

1
wE = wd- 5(\/SJF 1) = w=1272w
Robusthetskrav

1
T(jw) An(jw) <1l = —— > |T(jw
T(jw) - Am(jw)| TN T (jw)l
Vilj wy sa hogt som mojligt utan att kurvorna korsas
a)
~ w? 52 + 2¢wp s
Gs)= ——*mn L A _ 5 T AWnS
() $2 4+ 2Cwns + w2 m() $2 4+ 2Cwps + w2

1
I figuren ér kurvorna |T'(jw/wp)| och ————— ritade for
|[Am (jw)]

10
10°
=10
E
E
<10’ - R
107"t
=
1010‘l 10° 10"
Frekvens

)¢ =05, w, =15

dvs  w, >15-
i) (=0.1, w, =24

wo = wp < 0.85w,
dvs wn >24-

wo = wp < 0.53w,

10°
!
10" ke e
= \?\ . / "‘
E S 5
210 = <A ‘- b))
g
<
107" ey
107 ;
107" 10° 10'
Frekvens
b)
. 1 Ts
G(s) = = Ap(s) =—
(5) 1+Ts m(s) 1+Ts



[ figuren dr T = 2.2, dvs

T 2290 T
c) }
G(s)=1—-Ts = Ay(s)=—-Ts
Ifigur, T=1.0
T 100 T
d)

A, (jw)|? = |coswTy — jsinwTy — 12 = sin® wTy + (coswTy — 1)?
= 2—2coswTy

Figuren visar kurvan for T;; = 1.05

1 - 1 N < 1.3
s W wn < =2
T, ~ 1.05"° STy
9.8
Den komplementira kénslighetsfunktionen
wp
T
) =T
dir w = wyp dr bandbredden
10°
10°
E
210"
g
<
10° ]
10" ‘
10" . io” 10'
a) I figuren ar |T(jw/wy)| och |A,,(jw)|~* uppritade for
(=05 w, =1 = w,>1-wp, wp<wy
(=01, w, =5 = wy,>5-wp, wp<0.2w,

1
b) wp godtyckligt eftersom ——— > |T'(jw)| foralla w
|Am (jw)
) T—1: L1
c =1: = ‘W
T b

11
A Ty=14: —>——
) Ta T, 14"
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10

Amplitud
—
S

=
i
i
i
|
|
<
i
|
i
T
L
|

10° 5 \
10 10 10
Frekvens

9.9

a) Oppet system: G9, (s) = G(s)
__ Gl
1+ F(s)G(s)

Storningens paverkan pa utsignalen for det slutna systemet ska vara mindre jamfort med det 6ppna.
For storning med frekvensen w, fas

Slutet system: G, (s)

‘Giy(jwv) _ 1 <1
Ggy(jwv) |1+ F(jw,)G(jwy)|

dvs
|F(jwn)G(jwy) — (—=1)] > 1

Om detta skall gilla oberoende av w, sa maste kretsoverforingens frekvenskurva ligga utanfér en
cirkel med medelpunkt i —1 och radien 1

b) I allminhet giller Bodes integralsats: [ log|S(jw)|dw = 0

S(s) = 1/(1 + F(s)G(s)) maste alltsa ha belopp sdvil mindre som stérre dn 1 for varierande w,
dvs kravet kan inte uppfyllas for alla w.

9.10
a)

Vid dodtid kan systemet inte bli snabbare in e~ 74

1 1

<= —— —2

WeS =g 20
b)

1—s

G0 =gy

Ett nollstille i hogra halvplanet i s = b medfor att systemet inte kan bli snabbare #n
G(s) har nollstillei s = 1

we < =—=0.5

| o
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¢)

1
(5—05)(s +1)2

En pol i hogra halvplanet s = p ger att w. begrinsas nedat

G(s) =

we>2p=1
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10

Alternativa designprinciper
och requlatorstrukturer

10.1

a) Kretsoverforingen

1
Trois 1K 1 10K,
L(s) = K, 1_K _
(s) Ki s s 1101stKy s2+10(Kq4t s
1+
1+0.1s

Karakteristiska ekvationen
1+ L(s)=0 = s>+ 10(Ky4+1)s + 10K, =0
Onskad karakteristisk ekvation genom polplacering
s2 + 10(Kq + 1)s + 10K, = (s + 10 + 105)(s + 10 — 105) = s* + 20s + 200
ger Kyg=1K,=20

b) w, =200, 2w, =20 = (=10/1/200=1/V2

Kretsen bryts vid u vilket ger tva slingar i aterkopplingen. Kretsoverforingen da intern aterforing
anvénds blir

1 K, K, + Kgs 20+ s
() 1+0.15( s + Ka) s(1+0.1s)  s(1+0.1s)
V202 4+ w?
Li(jw)| = ——==1 = 400+ w? = w2(1 + 0.01w?
L) = s = W )

we =10V2 ~ 14.1
/Li(jw.) = arctan ;}—5 —90° — arctan(0.1w.) = —109°

om = T71°
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14+ s7y4

¢) Dimensionera en PD-regulator Fpp(s) = K, T/b utan intern aterféring som ger samma w,
STd
och ¢, som ib). Vid onskat w, giller for processen
1
G(s) = ———
() 5(1+0.1s)
LG(w.) = —90° — arctan(0.1w,) = —144.7°

|G(jwe)] = 0.0408

For att uppna samma ¢,,, som i b) krévs ett faslyft ZFpp(jw.) = 35.7°.
b fas ur diagrammet f6r PD-dimensionering

1 Vb

b=38, KP:W:H.G, Td:w—c:0.138
dvs regulatorn blir
Fpp(s) =12.6 %
d) For PD-regulatorn i ¢) fas kretsoverforingen
1+ sy

Lpa(s) = Fpp(s)G(s) = K, s(140.1s)(1 + s74/b)

Eftersom bade L; och L, innehaller en integrator 1/s sd kommer 1+ L(s) — L(s) dd s — 0 och
1+ L(s) > 1das — o0

Vid laga frekvenser w — 0 giller dirfor att

|Spd| - ‘Lpdl_1 - W/Kp _

~ ~ =16
[Sil LTt w/K

dvs lagfrekventa processtorningar kompenseras sdmre med PD-reglering eftersom |S,q| > |S;|.

Robusthet vid hogre frekvenser bestims av komplementira kénslighetsfunktionen, w — oo

|Tpd‘ - ‘Lpd| - Kp-b- 10/0.)2 - 47.5 _34&
T © L) T Kg-10/w 0 w T w

dvs robustheten forbittras med PD-regulatorn di w > 3.4 w, eftersom |T}q4| dé &r mindre én |T5|.

10.2

Inre loop Yitre loop
Reg 1 Reg2
bor fe— bor f¢——
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10.3

a) Kretsens overforingsfunktion

1 Ke5Ta

L(s)= K, - :
) =Ko T T o)

Fran t.ex. Bode-diagram fas att forstarkningen K, ~ 0.15 ger A,, = 2.5, ¢,,, = 70°

Ke—sTd
Y(s) _ 1+ 5Ty
Vis) e~ sTa
1+ K,K
P (1—|—8T1)(1+8T2)
For stationira fel s — 0 fas

Y(s) K B 20, oreglerat (K, = 0)
V(s) 1+K,K 5, reglerat (K, = 0.15)

dvs felet reduceras 4 ggr

b) Kaskadreglering:

v
X W, U 1 w a Y
\ P \ KC 1 + STl ugn >
Y(s)  Ke *T 1
Vi(s) 14 sT5 e (14 K,Ke*Ta K,
1+ ST2 14+ STl

Ke sl (1 4 sTy)
(14 8Ty + Ko )(1 + sTy) + K, K. Ke—sTa

En stegformad storning s — 0 ska reduceras 2 ggr

‘Y(ja))
V(jw)

—_ K J—
r 1+ K.+ KKK

0.5

K,=0.15 K =20 = K,=9.75

¢) Utregleringen (transienten) blir betydligt snabbare, eftersom den inre aterkopplingen inte paverkas
av ugnens dodtid och troghet.

104

a)
1073 ~ 107*(1 — 100s)

-3 o s
Y(s) s Us) s(1+ 10s) Vis) = 103 (U(S) a 11 +110()Os V(S))

Aterkoppla nivan och infor en P-regulator. Resulterande blockschema
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1071(1 — 100s)

1+ 10s
R + v +x- 10-3 Y
K, ) -
— S
b)

E(s) 1
B K, 1073

R(s LS 0

1
Ett borvirdessteg R(s) = — ger ett begynnelsefel e(0) = 1
s

S 1 1

FE - - @ = - t) = —Kp1073t
) =53 K, 105 5 51k, 1008 C W=

Efter 60 sekunder ska enhetsfelet ha sjunkit till 0.25

e(60) = e 000 Kr = 0.25 = K, =231

1—-100s 1074
E(s)  1+10s s _  (1—100s)-10"*
V(s) 1+K,,~10*3 © (1410s)(s + K, - 1073)
S

Kvarstaende felet da V(s) = 2/s

lim e(t) = 1 (1 —100s)10~* 2 2.107%

s = lim = lim - =

T A T U+ 10s) (5 + K, -108) s K, 102
= 8.66-107% [m]

¢) En modell av storningsdynamiken anvinds for att addera en kompenseringssignal till styrsignalen

Vv 14 10s
1071(1 — 100s)
1+10s
R + + %4' U +X |13 Y
KP
- 5

d) Stabiliteten paverkas ej, eftersom framkopplingslinken ej ingér i aterkopplingen.
Framkopplingslinken i sig maste dock vara stabil.
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10.5

A Fel — framkoppling kviver mitbara storningar
B :  Fel — framkoppling har inget med PID-reglering att géra
C: Korrekt!
10.6
a) Aterkoppling:
Y(s) 1 s(s+a)
- )
Vis) L b s2+as+b
s(s+a)
LF-asymptot: a/bs
Brytfrekvenser: +20dB vid w = a, -40dB vid w = Vb
Framkoppling:
1 1-5
Y(s) 1= (s+1) b s+a—bs—b a-b —i—a_bs
=1— (s = = .
V(s) s+a s+a a 14 Ly
LF-asymptot: (a —b)/a
Brytfrekvenser: +20dB vid w = (a — b)/(1 — 1), -20dB vid w = a
Framkopplingen 4r designad att kompensera storningen i det nominella fallet a =b =1
= Y(s)/V(s)=0
Da a=1.5, b=0.5 fas
Y(s) 2 1+s/2
V(s) 3 1+s/15
Oppen styrning:
Y(s) _
Vi(s)
I figuren visas amplitudkurvorna for framkoppling i alternativfallet, samt de tva aterkopplade fallen
dar storningen ddmpas mest i det nominella fallet.
10'
2
210°
g
<
)
A)
_1 .
O 10° 10'
Frekvens
b) Vid modellosikerhet ger framkoppling kvarstaende fel for laga frekvenser, detta undviks med ater-

kopplingens integralverkan.

For hoga frekvenser ger framkoppling bittre kompensering in aterkoppling om modellen édr nagorlun-
da tillforlitlig.

En kombination av fram- och dterkoppling innebir att framkopplingen forbittrar hogfrekvensegen-
skaperna medan aterkopplingen tar hand om de langsamma storningarna.
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10.7

Systemet ges av
Y(s) = G(s)U(s) + G,V (s)

Infor framkoppling av den métbara métstérningen
Y(s) = G(s)[U(s) + Fy(s)V(9)] + Gu(s)V (s)
= G(s)U(s) + [G(s)Fs(s) + Gu(s)]V(s)

a) Kompensera for storningens inverkan

Gy(s) s+b, _,p S+a .
F - _ - _ sTau sTq
1) G(s) s+ave s+b ¢

~ (s+a) (s+by) o= 5(Tay=Ta)

(s+ay) (s+b)

b) For att framkopplingen ska vara stabil kriivs att nollstillet for G(s) ligger i VHP (minfasnollstille)
och att polen for G, (s) ligger i VHP, d.v.s. b >0, a, > 0.

Det gar bara att realisera positiv dodtid, dvs Ty, > T}y

Om kraven ej dr uppfyllda, anvind en statisk forstarkning som bara tar hdnsyn till LF-karakteristiken

B _abv

=

a,b

10.8

a) Storningens inverkan (sitt R(s) = 0)

Y(S) _ s S S S :
7(s) = (G0 T F (G ONGS) TG G Fem ()

Overforingsfunktionen blir noll om F '+ viljs som

b) G, ickemin-fas = F} instabil — problem!
G, ickemin-fas = inga problem!
G, ickemin-fas = F} icke min-fas men detta OK!

10.9

Kretsoverforingen: L(s) = G(s)F(s)

»
—_

Fel vid borvirdesidndringar: =

Storningens inverkan: Vgg T f(Lszs)
10 E(s) 0.1s Y(s) 0.1s
Lis) = — — —
2) L(s) s’ R(s) 1+01s’ V(s) (1+0.18)(1+s)
1 E 1 Y 1 2
by L(s) = 20, Bl _0ls - ¥(s)  Ols | s+
s R(s) 1+401s’ V(s) 1+0.1s s2+01s+1

10(s —14¢)(s —2)

o) Lls) = s(s—2+¢e)(s—1) "’
E(s) = 01s (s—2+¢)(s—1) Y(s) = 01s (s—1)
R(s) ~1+01s (s—1+¢e)(s—2)" V(s) 1+01s (s—2)




E Y
Eftersom allmént R-I1+L medan V= T+L kommer processens dynamik att finnas kvar vid

processtorningar trots pol-nollstilles forkortning i kretsoverforingen L.
Dessutom giller att instabila poler och nollstillen ej kan forkortas bort eftersom en exakt kancellation
ej kan genomforas i praktiken pa grund av osiikerheter i processmodellen.

10.10
Processen 1
G(s)= ———
(5) s24+as+1
Eftersom —1 <a <1 och w, =1 sairé < 0.5, dvs systemet har resonans
a)
1 sTy ST;(1+ sTf) + 1+ sTy + $*°T; Ty
F = K,(1+ — =K
pip(s) = Kp(L+ St o) = Ko STi(1 + sT;)
_ o it s(T; + Ty) + s*Ti(Ty + Ta)
- r sT;(1+ sTy)

Lat nollstillena kancellera processens poler

Ti—i—Tf:a
T,(Tr+Ty) =1

vilket ger
1 —Ty(a—Tj)
T,=a—-Ty, Ty=—"¢+——"""
“ f d a — Tf
b) Kretsoverforingen
1+ as+ s2 1
(S) PID(S) (S) Psn(l 4 STf) 52 +as+ 1
K, K, 1

s(a—Ty)(1+sTy)  a—Ts s(1+sTy)
Komplementira kinslighetsfunktionen

L(s) K, 1 1

T = = . .
() 1+ L(s) a—T5 s(1+sTy) K, 1
1+ :
a—Tr s(1+ sTy)
_ Kp 1 K, 1
T oa-T; K —Ty) 1 K
a—Ty 2Ty 45+ 1 Ty(a—Ty) 24 st P
a—Ty Ty Tila—Ty)
Dubbelpol i s = —a ger det 6nskade nimnarpolynomet: s? + 2as + o2, dvs
1
Ty = —
f 2a
o 1
K, = Tfla=Ty) o’ = §(a - %)

Uttrycket for PID-regulatorn blir

K,(s* +as+1) K, s*+4as+1

F = =
Pip(s) ST(L+sTy) a—Tr o142
2a
o« 1+ as+ s?
= §.T
s(1+5-)
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a 1+as+s? 1 o 1

L(s)==- . .. -
2 s(l+s5;) s2+as+1 2 514 )
2«
¢) Infor en processtorning
G(s) 1 1
G P = = .

o(8) 1+ L(s) s2+as+1 142 2a

2 s(s+ 2a)

s(s+ 2a)
(s2+as+1)(s+ «a)?

Skissa |G,y (jw)|, vilj tex. o =5, a = 0.1 (Brytpunkter: w = 1,5, 10). Notera att resonansen
finns kvar i storningsdynamiken trots kancellationen.

Amplitud
S

Frekvens

De kancellerade polerna dyker upp i 6verforingsfunktionen G,,,. Detta dr en generell egenskap, vilket

innebir att kancellerade poler maste vara stabila. I detta exempel kriavs darfor att ¢ > 0 for att
kancellation ska vara mgjligt att genomfora.

d) Styrsignalnivaer: U(s)/R(s) = Fprp(s)S(s)

_ Fpip(s)  a 2a(s*+sa+1) 1
FPID(S)S(S) - 1+L(S) - 5 : S(S+204) ' a 200
145 e
2 s(s+2a)

a?(s? 4+ sa+1)
(s +a)?

Skissa |Fprp(jw)S(jw)|, a =5, a=0.1 (Brytpunkter: w =1,5)

10°

Amplitud

10 10'

Frekvens
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10.11

a) For det aterkopplade systemet giller

G _Y(s)  kF(s) 1 B kF(s) _ 1
ry(s) = R(s)  s(1+as) 14 kF(s) — as®+s+kF(s)  (1+7s)?
s(1+as)

Los ut F'(s)
k(1 +75)%F(s) = as® + s + kF(s)
s(l+as) 1 l+as
k(2rs 4+ 72s2) kT 2+7Ts

F(s)=

b) Berikna 6verforingsfunktion
U(s) U(s) Y(s) 1 1 s(1+ as)

R(s) Y(s) . R(s) G(s) (1+7s)2 k(1+7s)2
Vid stegformade borvirdesiandring intridffar i allménhet regulatorns maximala styrsignal vid tiden
t = 0. For borvirdessteget R(s) = ro/s giller
ro(l + as)
U(s) = —5
() k(14 7s)2
Begynnelsevirdessatsen ger

. . ros(l4+as) 1o a
w0) = fim sUs) = Jim S =5 = 2

T=4,10=03,a=5 k=01 = u(0)=15/16
Det snabbare systemet (7 = 1) kriver betydligt hogre styrsignaler.
c) Kretsoverforingen ges av
k 1+ as 1
() =G)F() = S 0s) Tr@are)  7o@ 1 79)
1

|
Twer/4 + T2w?2

| L(jwe)| =
Berikna 7w,
1 =722 4+ 12w?)
72w? = -2 45 =10.236
Ta fram fasmarginalen
/L(jw.) = —90° — arctan(rw./2)
—90° — arctan(,/0.236/2) = —103.7°

dvs ¢, = 76.3°
d) Bandbredden ges av
1 1
T ‘w = G’r‘ 1 = —_— =
1T (jws)| = |Gry(Gwp)] 1+ (rwp)? V2

dvs, bandbredden okar 4 ggr

e) Litet 7 ger ett snabbare system vilket kriver hogre styrsignaler.
Den designade regulatorn ger konstanta stabilitetsmarginalerna oberoende av 7 .

Hogfrekvent modellosikerhet beskrivs av den multiplikativa osiikerhetsfaktorn A, (jw).
En hog bandbredd ger ett hégt |T'(jw)| for hoga frekvenser. Robusthetskravet |T'(jw)A,, (jw)| < 1
innebir darfor att ett snabbt system ger simre robusthet.
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10.12

a) Otto Smith regulatorn

ger

b) For att fa statisk forstirkning 1 infors integralverkan

1
F(s)=K,(1
Processmodell 1
G(s) = G(s) =
() = Gls) =
1+ sT; 1 o5
Gofs) = — ST Tds  _ Kp(l+sT)e
Y 14 sT; 1 s(s+ D)1 + Ky(1 4 sT;)
1+ K, . +0 p
T; 1+s
K,e %
Lat T, =1 = G, =_F
a y(8) s+ K,

Dé s — 0 fas LF-forstarkningen 1
Krav: t5¢, < 2. Eftersom dodtiden Ty = 1 sa ska systemet utan dodtid ha stigtiden 1

e frl =005 = K,~3

dvs 1

10.13

a) se Uppg. 9.13a

Gr(s) = Y(s) _ F(s)G(s)e"T
ry R(s) 1+ F(s)[G(s)e—"Tt + G(s)(1 — e—+Ta)]
~ _ F(S)G(S)e_STd

1+ F(s)G(s) + F(s)[G(s) — G(s)]e~sTa

b) Om processmodellen ir exakt G(s) = G(s)

F(5)G(s)e=*Ta

@) = TLFGI00)

Tidsfoérdrojningen har eliminerats i aterkopplingsloopen
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F(s) G(s) e=sTe |—

dvs linken F'(s) kan dimensioneras for G(s) utan dodtid.

10.14
a) Bestim overforingsfunktionen G, (s) = ;Ez;
Y(s)=R(s)- (1+ Sli)KG(s) —Y(s)(1+ Sli + sTy) KG(s)
(1+ ) KG(s)
Gry(s) = Y(S) = ' 51y (S
Ris) 14+ SIT +5Ty) KG(s)

(14 sT;)KG(s)
STZ‘ + (1 + STi + SQTZ‘Td)KG(S)
Fordel: referenssignalen deriveras inte, snabba variationer i r kan annars ge hoga styrsignalspikar
(t.ex. vid borvirdessteg)

b)
1
Gty = Y0 _ gy (LT IO
R(s) 1+ (1+ -+ STy) KG(s)
= Fy(s) (1+sT: + s*TiTa) KG(s)

sT; + (1 + sT; + SQTZTd)KG(S)

For att f4 samma G, som i a)

14 sT; 1+ 54Ty
F = ={T =4y} = ———
1) =TT e, al (1+ s2T,)?
1
Nir man infor Fy(s) kancelleras dubbelnollstilleti s = o7 och ersitts med ett enkelnollstille i
d
s = —4—Td, (samma poler i bada fallen).
¢)
1
Fe(s)K(1+ — + 5T,
U(s) sK (1 + o+ 5Ta)
Crals) = R = ]
1+ KG(s)(1+ — + sTy)
1
Eftersom L(s) = KG(s)(1 + T T sTy) och komplementira kinslighetsfunktionen T'(s) =
L(s) Z
ik SO
11 L(s) ©
Bi) )
Goute) = GO F)T()
" 14+ L(s) G(s)
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Antagande: vid hoga frekvenser T'(jw) — L(jw)

, - L(w)
Gry(jw) — Fr(jw -
(Jw) — Fr(j )G(Jw)
, ) K|G(jw)|wTy
|G (W) |w—oo = |Ff(jw)|w—oo —A7—7—
! G(w)
Falli) Fy=1
|Gru|HF = KWTd
Fallii) Fy enligt b)
4wTd
|GrulHF = T2 KuT; =K

dvs, antalet nollstillen nira s = 0 (jmf. b) 4r kritiskt med tanke pa HF-egenskaperna.

10.15

142¢sT + (s7)?

Friple) = K0
- 1+ 2¢sT + (s7)2
Frip,(s) = K s(1+2¢st/B+ (37/5)2)

g

K; 1
Bada regulatorerna har lagfrekvensasymptoten — och brytpunkter — och —
w T T

1
Bestim max |Fprp, (jw)| for w>> — (eftersom § stort) dvs,
T

; 2
) w-T
Fprp, (jw) = Ki — <], T) T
(jw) (1 + 2¢jw— + (jw=)?)
B B
4
|Epip, (jw)* = K w(w) ——,  inforwy = %
2 2\2 2
w (1= (—= + (20 =
_ K2T2ﬂ2 wg . K?T2,82~w3

= i 212 227 4+2 2(242_1)_‘_1

(1 *wo) +4¢ wg Wy wy

O|F 2
Hitta maximum: ﬂ =0
Owg
(K ) 2wo (wi +2w3(2¢% — 1) + 1) — w3 (4wd + 4wo(2¢? — 1)) .
! () =
2wo{wi +2w2(2¢2 — 1) + 1 — (2wg +2w3(2¢2 - 1))} =0
1-— wé =0
wo = 1

dvs max intriffar for wg =1, dvs w = E
.

1
0442
K;t3
2¢

max |Fprp, (jw)|2 = (K;76)?

= maX|Fp1Df(jw)| =
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Jamfor med att hitta maximum genom att titta pA HF-asymptoten:

2.2 2

. wT K;p3

|Fpip, (jw)|lur = K; EZ T T,
w P

Ur amplituddiagrammet, max intréffar vid w = 8/7, dvs
max |Fprp, (jw)|ur = K73
Kompensera med —6 dB for “dubbelpol” (brytning —40 dB)

K73
2

max |Fprp, (jw)| =

detta motsvarar den exakta amplituden for { = 1

10.16
a) Bestidm Overforsingsfunktionen fran borvirde till utsignal
Y =G(F,fR+F(R-Y))
dvs
_ X . GF,«f + GF
R 14+GF
Vilj Fpsdatt Y (s) = R(s),dvs Gy =1

G

1
GFy +GF =14 GF = Fy=&

b) Lat G = B/A, F = D/C, F,; = A/B (modell av 1/G)

Y AC+BD B U AC+BD A

R AC+BD B’ R AC+BD B
For stabil framkoppling F’.r maste G':s nollstillen vara stabila, dvs stabilt B.
Dodtid i G innebir “negativ” dodtid i F;.; vilket inte gar att realisera. For “normala” system géller

G(o0) = B(o0)/A(00) = 0, vilket medfor att |[U/R| — oo for hoga frekvenser.

1
c) Statisk framkoppling F.y = —— = 0.5

G(0)
s+1 s+1
v(s) GTIP (Fry+05——) oy (Fy405=——)
R(s) 1 1 s+l $24+s+1
+ JE—
s(s+1)
Y (s) 2s+1
F.r=0.5 =
! R(s)  (s+1)(s24+s+1)
Y (s) s+1 . .
F.r=0 = ingen framkopplin
f R(s) (s+1)(s2+s+1) (ing ppling)
Vid framkoppling kommer nollstillet i s = —0.5 snabba pa insvingningen vid birvirdeséindringar.
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11

Dimensionering av regulatorer
pa tillstandsform

Losningar till 6vningsuppgifterna i detta kapitel levereras endast som handskrivna anteckningar. Beklagar
denna oldgenhet.
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12

Tidsdiskreta requlatorer

Endast svar och 16sningar till vissa av dvningsuppgifterna i detta kapitel levereras som handskrivna anteck-
ningar. Beklagar denna oldgenhet.
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