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Elementér grafteori

15.1 Introduktion

Grafteori dr ett av de yngre matematiska &mnena men, har genomgatt en
enastdende utveckling under de senaste 60 aren, mycket tack vare teorins
tillimpningar i stort sett alla omraden inom vetenskap, teknik och samhéllsliv.
Och for att det blir sa slaende snygga figurer, forstas. Det 4r mycket latt att peka
pé otaliga exempel dér vi utsitts for grafer: titta bara pa en tunnelbanekarta,
péa en modell av en kemisk molekyl, olika optimeringsproblem som att finna
den kortaste vigen mellan tva adresser i en stad eller schemaplanering for
alla larare i en skola, en bild av relationer mellan individer i en grupp av
manniskor, flodesscheman i programmering, osv.

Det allra forsta arbetet som behandlade grafer skrevs av schweizaren
Leonard Euler 1736". Den forsta riktiga liroboken i &mnet kom precis 200
ar senare. Den systematiska teorin dr alltsa relativt ung. Termer i grafteori
ar inte heller s& entydigt bestimda som termer i andra matematiska dmnen,
utan relativt flytande. Mycket beror pa i vilket ssammanhang man studerar
graferna. Det vi kommer att kalla for horn kallar till exempel datafolk f6r
noder, medan andra sager punkter eller till och med vertex. Véra kanter kallas
pé andra stéllen for bagar, eller linjer osv. Visserligen tror jag inte att vi har
kommer att ha nagra problem med séddana otydligheter, men lasaren har nu
varnats for virlden utanfér denna bok.

Sé& hir dyker grafer upp. Tank dig en icke-tom méangd av objekt, till exem-
pel datorer, och uppkopplingar mellan vissa par av dessa. Vi kan representera
dessa datorer som punkter i planet och kopplingarna som linjer mellan mot-
svarande par av punkter. Da har vi en graf. Punkterna som representerar
objekten ska vi kalla for grafens hérn, och linjerna ska vi kalla for kanter.

1 Arbetet handlade om det berdmda problemet som &r ként under namnet Koningsbergs broar,
och ansédgs nog lange som nojesmatematik. Det ar vart att kolla upp detta pa Wikipedia.
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Kanterna betecknas ofta med hjilp av sina dandpunkter, till exempel e = (u,v),
dér u och v ar horn i grafen.

Intuitivt 4r det en bra beskrivning; matematiskt dr den inte tillfredsstil-
lande. Men nyttan av en strikt definition &r hér for liten (i jimforelse med
hur kranglig den formella definitionen &r) for att vi ska forsoka oss pa den.
I var uppfattning av en graf ar det tilltet att ha multipla kanter mellan tva
horn och ocksa ha 6glor®: kanter fran ett horn till sig sjalvt.

En graf kan alltsa representera vilken situation som helst sa fort vi bara
har en mingd av objekt och nagon sorts relation mellan objekt som bildar
par. Kanterna har bara en symbolisk betydelse, som beteckning pa en relation
mellan tvé objekt (horn, punkter). De kan ritas som raka linjer eller som bojda
kurvor. Ett annat exempel dr en mangd manniskor och relationen “tycka illa
om’, forutsatt att vi antar att denna relation dr 6msesidig (senare i avsnittet
om riktade grafer, ska vi prata om en mer realistisk modell, men lat oss nu
vara naiva...). I figuren nedan finns ett exempel pé en graf med fyra horn
och sex kanter ritad pa tre olika sitt men, som graf betraktat, representerar
alla figurerna precis samma situation.’.

A
v
! Vs

Vs
Vy

Vs

V;
Vi 2 \% W

For att nu illustrera grafers fortrafflighet vid problemldsning, och ge ett én
mer abstrakt exempel pa vad kanter i en graf kan representera, betrakta
foljande uppgift som forekommer i ett 1200 ar gammalt arabiskt manuskript
om schack.

2 Ilitteraturen kallas de ocksé for loopar.

3 Mera formellt siger man att det finns en-entydig motsvarighet mellan hérnen i de tva
graferna, en motsvarighet som bevarar kanterna: en kant mellan tvé horn i den ena grafen
svarar mot en kant mellan motsvarande horn i den andra grafen. En sddan motsvarighet kallas

for grafisomorfi.
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Exempel 15.1. Vilket dr det minsta antal drag som man behéver gora pa ett
stympat 3 x 3 schackbrddet nedan, for att de tva vita springarna ska byta plats
med de tvd svarta? Vad blir svaret, om man dessutom krdver att springarna
markerade med A byter plats med varandra, liksom springarna markerade med
B? (Tva springare far inte befinna sig pd samma ruta samtidigt.)

A 4

Lésning: Grafteorin erbjuder foljade smarta 16sning (vi vet inte hur proble-
mets skapare* hade tankt sig losningen). Markera rutorna pa briadet med
bokstaverna A, B, C, D, E, E G och H som i den vénstra figuren nedan (den
centrala rutan ar ointressant eftersom ingen springare nagonsin kan hamna
dér). Rita darefter ett streck for varje par av rutor som svarar mot ett drag
av en springare. Om vi dérefter foljer linjerna frén ruta till ruta, marker vi
att det blir en enda sluten “vidg”. Lat oss da vika ut denna linje som i den
hogra figuren nedan. Dér har vi alltsé en graf T med atta horn och lika ménga

AT A
oINS
A7

kanter.

Vira springare kan alltsa endast forflytta sig langs kanterna i T. Var och
en av dessa atta kanter svarar mot ett giltigt drag av en springare. Fran grafen
T's utseende foljer da att det enda séttet att fa de svarta och de vita springarna
att byta plats ar att lata dem gé runt grafen med fyra steg moturs eller fyra

4 al-Adli ar-Rumi, en berémd schackspelare fran Bagdad som levde pa 800-talet, i manuskrip-
tet Kitab ash-shatranj (Boken om schackspelet).
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steg medurs. Med varje springare méste man alltsa utfora fyra drag, ett drag i
taget for var och en av pjdserna, sé totalt blir det 16 drag.

P4 detta sdtt byter den svarta A-springaren plats med den vita B-springaren,
medan den svarta B-springaren byter plats med den vita A-springaren. Fran
figuren foljer ocksa att detta dr det enda mojliga bytet, vilket medfor att
springarna markerade med A aldrig kan byta plats med varandra samtidigt
som springarna markerade med B gor det. Springarnas relativa position, svart
A —vit A - vit B - svart B, i grafen dndras aldrig. -]

15.2 Handskakningslemma

Grafen G i figuren nedan har tio hérn och tolv kanter. Hérnméingden
brukar man beteckna med V och kantmingden med E. Vi har alltsi
V = {v1,v2,...,v10} och E = {tre ganger (v1,v2), (v2,v3), (v2,¥6), (V3,v4),
(v3,v6), (va,vs), tva ganger (ve,v7), (vo,v10)> (Vi0,v10) }-

Grafen G bestar av tre komponenter, den ena med hérnmingden
{vi,...,v7}, den andra med ett enda horn, {vs}, och den tredje med
tvd horn, {ve, vio}. Inom varje komponent kan man forflytta sig mellan
godtyckliga horn genom att bara f6lja kanterna (en sddan vandring brukar
man kalla for en stig). En graf som bestar av en enda komponent kallas for
sammanhdngande. Grafen i vart exempel ér alltsd icke-sammanhéngande.
Notera ocksa att i G finns en 6gla och multipla kanter. En graf utan 6glor
och multipla kanter kallas helt enkelt fér en enkel graf.

En krets dr en stig som borjar och slutar i samma hérn. Det bor ocksa
vara uppenbart att om vi fran en sammanhéngande graf avldgsnar en kant
som tillhor en krets, dr den resterande grafen fortfarande sammanhangande
(men kretsen har eventuellt upphort att existera: betrakta till exempel kretsen
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V2 — v3 — Vg — v, och tag bort en kant). Om en stig mellan hérnen u och v
anvander en kant e som tillhor en krets, i stéllet for att passera e, ga runt
denna krets utan att behova utnytja kanten e.

For varje horn v i en graf G anger talet deg(v), graden av hornet v (fran
engelskan degree), antalet kanter som utgar fran hornet v (notera att nir
graden bestdms for ett horn ridknas en 6gla tva ganger, dvs. savil den ena
dnden av kanten - 6glan - som den andra dnden). For grafen G i figuren ovan
giller da: deg(vy) = 3, deg(v2) =5, deg(vs) = 3, deg(vs) = 2, deg(vs) =1,
deg(ve) = 4, deg(vy) = 2, deg(vs) = 0, deg(vy) =1 0ch deg(vyg) = 3.

Summan av dessa grader ar lika med 24, vilket rakar vara det dubbla
antalet kanter i G (notera att vid summeringen réknas 6glan som en kant).
Det ér faktiskt ingen tillféllighet, och detta dr inneb6rden av den forsta satsen
man serverar i grafteori, det viktiga handskakningslemmat®.

Sats 15.1 (Handskakningslemmat). Antag att grafen G har n hérn,
{vi,v2, ...,V }, och k kanter. Dd dr

deg(vy) + deg(vy) + -+~ + deg(v,) = 2k

Bevis. Téank dig att vi gar runt till vart och ett av hérnen v; och markerar
var och en av de deg(v;) kanter som utgér fran detta horn. Totalt har vi da
lamnat deg(v;) + deg(v,) + -+ + deg(v, ) markeringar.

Samtidigt har varje kant i grafen fatt tvd markeringar: en vid varje dnd-
punkt. Detta innebér att antalet markeringar ar 2k — och beviset ar klart. @

Lat oss kalla ett horn v for ett udda hérn om deg(v) ar ett udda tal. Annars
kallas hornet for ett jamnt horn. Sats 15.1 har féljande korollarium, som néstan
ar viktigare 4n satsen sjélv. Den sdger att det inte existerar nagon graf med
ett udda antal udda hérn.

Korollarium 15.1. Ldt G vara en graf med n hérn, {vi,v,,...,v,}, varav m
av dessa dr udda. Da dr m ett jamnt tal.

5 Sjalva namnet handskakningslemmat f6ljer fran foljande tolkning: Om ett antal personer
skakar hand med varandra, 4r summan av antalet handskakningar som var och en gor ett

jamnt tal.
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Bevis. Utan att inskranka pa allméngiltigheten kan vi anta att de m forsta
hérnen, {vi,vs, ...,V }, dr udda. Annars déper vi forstds om dem. Lit vidare
k vara antalet kanter i G. Enligt handskakningslemmat har vi da att

2k = deg(vy) + deg(vy) +--- + deg(vy) =

(deg(vy) +--- + deg(vi)) + (deg(vis1) + -+ + deg(va)).

Vinstra ledet ér ett jamnt tal. Den andra parentesen i hogra ledet dr ocksa
ett jamnt tal (en summa av n — m jaimna tal). Darmed ar dven den forsta
parentesen ett jamnt tal. Men eftersom vi i den forsta parentesen har en
summa av m udda tal maste sjélva m vara jamnt! -]

Med en snabb puck visar vi att var analys av hilsningsceremonier
(handskakningar) har vittgdende konsekvenser for den mer grafteoretiskt
upplysta delen av resebyrédbranschen. Gl6m nu inte att efterlysa graden av
varje flygplats, betraktad som ett horn i en graf vid nésta resa! ©

Exempel 15.2. Frdan Huvudon i ett orike finns direkt flygforbindelse med sju
andra dar i riket, medan den lilla Avkrokson bara dr i forbindelse med tre andra
dar. Var och en av de Ovriga Garna dr i forbindelse med sex eller dtta oar. Visa
att man med flyg kan ta sig fran Huvudon till Avkrokson, om ej nédvindigtvis
direkt.

Lisning: Betrakta grafen G vars horn utgors av 6ar och kanterna ar flygfor-
bindelser. Lt G; vara den komponent i G som innehéaller Huvudon. Vi vill
visa att Avkrokson ocksa ligger i Gi.

Antag att sa inte ar fallet och betrakta da hornen i G,. Deras grader ér en
7:a och ett antal 6:0r och 8:or. Detta dr dock oméjligt da en graf (i vart fall G;)
med ett enda udda horn, enligt Korollarium 15.1, inte kan existera. Darmed
maste Avkrokson ligga i G. -]

En enkel graf med # hérn och en kant mellan varje par av horn kallas for en
komplett graf och betecknas med K,. Graferna K; till K5 finns i figuren nedan.
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1L D&

Kyl [(Q ng K 4 Bv5

-1
Antalet kanter i grafen K,, ar (Z) _ ”(nz ) , eftersom det finns (;1) val

av par av horn i en sadan graf.

Observera att medan graferna K till K4 kan ritas pa sadant sitt att kan-
terna inte korsar varandra, blir det helt oméjligt med Ks. Denna skillnad far
oss att dela in grafer i tva klasser: plandra grafer och icke-plandra grafer. Innan
vi tar oss an plandra grafer ska vi forsoka titta pd ett nagot svarare exempel.

Exempel 15.3. Tjugo personer deltar i ett méte. I borjan av motet skakar varje
person hand med de deltagare som hen kinner sedan tidigare. Vi vet att av
tre godtyckligt valda personer dr det dtminstone tvd som inte kidnner varandra
sedan tidigare.

Vilket dr det maximala antalet handskakningar som kan ha forekommit?

Bevis. Om man tolkar personer som horn i en graf och handskakningar som
kanter, giller frégan att finna det maximala antalet kanter i en triangelfri graf®
med 20 horn.

Lat {vy, V2, ..., Va0 } vara grafens horn och antag att v dr hornet med den
storsta graden och att denna grad ar k. Vi kan da anta att v, har kanter till
hornen vy, vy, ..., vx. Eftersom grafen ér triangelfri saknas det kanter mellan
dessa k horn. Darmed har alla grafens kanter minst ett av hérnen bland de
20 — k hornen {vi 1, Viiz, os V2o }-

Antalet kanter dr dirmed som mest lika med deg(vy1) + deg(visa) +-- +
deg(vy). Var och en av dessa grader dr < k och f6ljaktligen dr antalet kanter
i grafen < (20 - k)k.

Nu giller det att finna hur stort talet (20 — k)k kan vara som mest, d&

6 En graf sdges vara triangelfri om det for varje val av tre horn i denna graf saknas atminstone

en av tre kanter mellan dessa horn.
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0 < k < n. En smart omskrivning och kvadratkomplettering ger (20 — k)k =
—(k*=20k) = - (k = 10)* +100. Det stérsta antal kanter far man nir parente-
sen dr lika med 0, vilket innebr att k = 10. Da 4r antalet kanter < 10-10 = 100.

Det aterstar att konstruera ett exempel pé en situation dédr det maximala
antalet av 100 handskakningar verkligen kan nas. En sddan situation intraffar
om vart och ett av hérnen vyy, V12, ..., Voo forbinds med vart och ett av hornen
V1, V2, ..., V1o och inga fler kanter dras. (-]

15.3 Plandra grafer

Plandra grafer, som introducerades i forra avsnittet, upptar en sarskild plats
i grafteorin pa grund av sina vida tillimpningsomraden. Livet ar ju s ofta
platt. Téank till exempel pé gatunit i en stad (eventuella broar och tunnlar
exkluderas), eller produktion av ett ett-lagers kretskort.

Det ar klart att givet ett antal horn n > 5, far grafen, for att vara planir,
inte ha alltfér ménga kanter. Ju fler kanter man drar,desto stérre ar ju risken
att man blir tvungen att "korsa” en redan ritad kant, och limna det plana livet,
till exempel med ett hopp. Hur antalet kanter i en plandr graf begransas av
antalet horn kan beskrivas med hjilp av den sa kallade Eulers formel” som
vi ska presentera nu.

En planir graf kan man forstés rita p4 ménga olika sitt i ett plan. Grafen
K4 representerade vi till exempel (den forsta figuren i detta kapitel) pa tre
olika sitt, varav det andra och tredje séttet var plandra. En sadan planir repre-
sentation av en (planir) graf delar planet i ett antal omraden, varav ett omrade
ar odndligt. Det visar sig att antalet omraden i en planir representation &r
en invariant — det ar alltid samma, hur vi 4n ritar grafen. Detta ar just vad
Eulers formel siger.

Sats 15.2 (Eulers formel). Antag att en plandr, sammanhdngande graf G har n
hérn och k kanter. Dd dr antalet omrdden r som grafen delar planet i lika med
r=k-n+2.

Antalet omrdaden r dr alltsd en invariant for en plandr graf G. Sambandet
skrivs ofta somn —k +r = 2.

7 Det finns fler snygga formler som bir Eulers namn. Den kanske mest kinda ir '™ + 1 = 0.
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Bevis. Det finns otaliga bevis for denna sats. Vi viljer ett som 4r baserat pa
stark induktion® med avseende pd antalet kanter k > 0i G.

Induktionsbasen ér k = 0. I detta fall bestar grafen av ett enda horn och
en (odndlig) region. Vifardd att n — k+r=1-0+1= 2, och vi ér klara.

Antag nu att formeln n—k+r = 2 dr sann for alla plandra sammanhangande
grafer med upp till ko > 0 kanter och lat G vara en plandr sammanhéngande
graf med ko + 1 kanter och n horn. Vivill visa att n — (ko +1) +r = 2.

Vilj en godtycklig kant e i G.

Lat oss avldgsna e frén G och betrakta den nya grafen G’ som har ko
kanter och (fortfarande) n horn. Det finns tva fall att betrakta nu: (1): G’ ir
sammanhingande, och (2): G’ 4r inte ldngre 4r ssmmanhangande.

I det forsta fallet forlorar vi utover en kant ocksa en region: de tva regio-
nerna som grinsade till e blir bara en region. G har alltsi n horn, k, kanter
och (r — 1) regioner. Enligt induktionsantagandet ar dd n — ko + (r —1) = 2.

Lagger vi tillbaka kanten e sa 6kar antalet kanter tillbaka till k,+1 samtidigt
som antalet regioner okar till 7. Vifarda n— (ko +1) +r=n—-ko+(r—-1) = 2,
vilket skulle bevisas.

I det andra fallet delas G i tvd sammanhingande komponenter G; och
G,, med n; horn, k; kanter och r; regioner, respektive, for i = 1,2 (se figuren
nedan). Vi har da forstas att n; + n, = n, k; + ko = ko.

Eftersom ky, k, < ko ger det starka induktionsantagandet n; — k; + r; = 2,
fori=1,2.

Lagger vi tillbaka kanten e, &r det enda som 4ndras, utver antalet kanter
som Okar med 1, att av tva odndliga regioner som rdknades i r; och r; blir bara
en. Darmed dr n—(ko+1)+r = (n+ny)— (ki +ky+1) + (r1+72-1) = (n; =k +
r)+(ny—ky+ry)—2=2+2-2 =2, vilket vi ville visa. Induktionsprincipen
medfor da att identiteten &r sann for alla planéra grafer. -]

8 Mer om stark induktion finns i kapitel 4.6.
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Som en elegant tillimpning, lat oss ge en grafteoretisk l6sning till Exempel
4.1 och hemuppgift 52 i kapitel 4. Likheten ska visas med induktion.

Exempel 15.4. Pd periferin av en cirkel placerar man m > 1 punkter. Ddrefter
drar man alla mdjliga kordor mellan dessa punkter (for m = 1 blir det 0 kordor).
Det enda villkoret for utplaceringen av punkterna dr att tre olika kordor aldrig
mots i samma punkt inuti cirkeln.

Kordorna delar cirkelskivan i ett antal, r,,, omrdden. Bestdm r,, som en
funktion av m.

Lésning: Om vi betraktar kordornas dndpunkter samt kordornas skirnings-
punkter som horn i en graf, dr det sokta antalet omraden lika med r,, =
ky — ny +1 (enligt satsen ovan, dér vi ersitter 2:an med en l:a da vi bortser
fran det odndliga omréadet utanfor cirkelskivan).

For att slutfora uppgiften méste vi bestimma antalet hrn n,, och antalet
kanter k,, i denna graf. Hérnen utgérs dels av m punkter pa cirkelns peri-
feri, dels av de inre skirningspunkterna. Deras antal 4r faktiskt enkelt att
bestimma, da varje val av fyra punkter pa periferin leder till precis ett av
hérnen: viljer vi punkterna a, b, c och d i medurs eller moturs ordning sa
bestimmer kordorna ac och bd entydigt en punkt inuti cirkeln, som i figuren
nedan.

a

Eftersom varje horn inuti cirkeln kan beskrivas pa detta sdtt sa 4r antalet

inre horn i grafen lika med (m) Dérmed ar n,, = m + (Zl)

Varje horn inuti cirkeln har grad 4, medan varje horn pa periferin har grad
(m —1) +2=m +1: frdn hornet a utgir m — 1 kordor, men ocksé ytterligare
tva kanter till a:s grannar liangs cirkelns bagar.

Enligt sats 15.1 4r summan av grader lika med det dubbla antalet kanter,
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och alltsa ar 2k,, = 4(11) + m(m +1). Ddrmed ar

En plandr graf kan alltsa inte ha "alltféor manga” kanter. Det ar faktiskt
inte svart att visa foljande sats:

Sats 15.3. Om G dr en enkel, sammanhdngande och plandr graf med n > 3
hérn och k kanter, dr k < 3n — 6.

Bevis. Antag att vi ritar G i planet och att G da delar planet i r regioner
S1>S25 -..> Sy. Eftersom grafen dr enkel begrinsas varje region av minst tre
kanter. Om vi da definierar deg(s), graden av regionen s, som antalet kanter
som begrénsar s, har vi att deg(s;) > 3, fér i = 1,2,...,7. Om vi tinker oss
en meditativ promenad runt varje region samtidigt som vi réknar antalet
passerade kanter, kommer varje kant att rdknas in tva ganger (en gang for
var och en av de tva regioner som kanten grinsar till). Detta innebar att

> deg(s;) = 2k.
-1

A andra sidan, eftersom deg(s;) > 3, i = 1,2, ..., r, samtidigt som vi, enligt
Satsi1s5.2harr=2-n+k, ar

2k =) deg(s;) >3r=3(2-n+k) =6-3n+3k,
i=1
vilket ger den 6nskade olikheten. -]

Exempel 15.5. Visa att graferna K, n > 5, inte dr plandra.
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Losning: Det racker att visa att grafen K; inte dr plandr. Antalet horndrn =5
och antalet kanter ar k = (;) = 10. Skulle K5 vara planir sa skulle olikheten i
Sats 15.3 ha formen 10 < 3-5— 6 = 9, vilket uppenbart ar helfalskt. -]

Exempel 15.6. Visa att i en enkel plandr graf G mdste det finnas ett hirn u
med deg(u) < 5.

Losning: Antag motsatsen, dvs. antag att deg(u) > 6 for alla horn u och att

grafen har n horn {uy,...,u,} och k kanter. D4 4r 2k = ) deg(u;) > 6mn,
i=1
vilket medfor att k > 3n.

A andra sidan ir G planir, vilket innebdr att k < 3n — 6. Vi far ddrmed
olikheten 3n < 3n — 6, vilken, om vi inte vill forsoka leva med de forodande
konsekvenserna av att 6 4r ett negativt tal, ar absurd. Detta innebér att det
maste finnas minst ett horn av grad < 5. -]

15.4 Platonska kroppar

Teorin for planéra grafer kan elegant tillimpas for att bestimma antalet
och karaktéren av de sa kallade Platonska kropparna, alltsd tredimensionella
objekt vars sidor utgors av kongruenta regelbundna figurer. De tre mest kinda
sadana objekten dr en tetraeder, en kub och en oktaeder (itta trianguldra
sidor: tink tva egyptiska pyramider vars baser har limmats ihop). Vi ska
visa att det ut6ver dessa tre finns endast ytterligare tva sidana regelbundna
kroppar: dodekaedern (12 sidor) och ikosaedern (20 sidor).

Lét oss tdnka att vi gor hal i en av sidorna pé en sadan kropp och sedan
tanjer ut figuren, s att den ligger i planet. Da far vi fran kanterna och hornen
en plandr graf ddr den oédndliga delen av planet utgdrs av den sida som
punkterades.
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De tre exemplen i figuren ovan svarar just mot en sadan planér represen-
tation av en tetraeder, en kub och en oktaeder.

Vir startpunkt 4r alltsé en graf G som representerar en sidan Platonsk
kropp. Vi antar att G har n horn, k kanter och att planet delas in i r regioner.
Da ér forstas n — k +r = 2.

Antag sedan att varje region begridnsas av e kanter och att i varje hérn
motts v kanter. Sjélvklart méste bade e och v vara minst lika med 3. Da
foljer dels att e - r = 2k, dels att n - v = 2k. Dessa likheter kan skrivas som

Insittning i Eulers formel ger n— %nv + % =2,alltsd n(2e—ve+2v) = 4e.
Eftersom hogra ledet 4r positivt maste vi ha 2e — ve + 2v > 0, vilket medfor
att ev —2e —2v < 0. Dad ev — 2e — 2v = (e — 2)(v — 2) — 4, kan olikheten
skrivas som (e — 2)(v — 2) < 4. Detta begrinsar de mojliga virdena pa e och
v vasentligt: bade e och v maste vara mindre 4n 5.

For e = 3 (nédr sidorna utgors av liksidiga kongruenta trianglar) kan vi
ha v = 3 (en tetraeder), v = 4 (en oktaeder) eller v = 5 (en ikosaeder med
20 trianguléra sidor). For e = 4 kan vi endast ha v = 3 (en kub). Slutligen,
for e = 5 ér det ocksa bara for v = 3 som olikheten 4r uppfylld, och vi far en
dodekaeder vars sidor utgors av 12 regelbundna liksidiga femhorningar.

Det finns alltsé bara fem sddana regelbundna skapelser. Googla gérna efter
bilder pa dessa vackra kroppar (men sok nu inte pa "vackra kroppar” @).

15.5 Eulerska grafer

Vi borjar med en 6vning som liknar en dagisuppgift:

Exempel 15.7. Innan du liser vidare, forsok att rita var och en av nedanstdende
figurer med ett enda penndrag utan att lyfta pennan frin papperet och utan att
passera ndgon stricka mer dn en gang.
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Detta dr forstéas bara en lek, men 16sningen, alltsa svaret pa fragan huruvida
figuren kan ritas med ett enda penndrag, har i alla fall en elegant och enkel
grafteoretisk 16sning.

Innan vi presenterar den maste vi infora begreppen stig och krets i en graf
G. Enkelt talat dr en stig en f6ljd av horn vy, v,, ..., v 1 G, sddana att v;, v, dr
férbundna med en kant, for i = 1, ..., k —1 och ingen kant férekommer mer 4n
en gang. Lingden av en stig definieras da som antalet kanter i stigen. En stig
ar en krets om v; = v;. En Eulerstig 4r en stig som passerar alla grafens kanter.
Pa motsvarande sitt definieras Eulerkrets. En Eulerkrets 4r alltsa en Eulerstig
som slutar i samma horn dir den borjade. En graf som har en Eulerkrets
kallas ofta for Eulersk graf.

Att rita en figur med ett enda penndrag svarar alltsd mot att finna en
eventuell Eulerstig (eller Eulerkrets) i den graf som uppstar da alla skarnings-
punkter i figuren betraktas som grafens horn.

I exemplet ovan kan vi studera foljande tre grafer:

A D N S T
J M
F
E R u
(0]

(notera att hornen E och F (och I) egentligen inte behovs, utan bara anger
vilken kant, till exempel mellan A och B, som anvinds) .Uppgiften gér alltsa
ut pé att finna en eventuell Eulerstig (eller till och med Eulerkrets) i var och
en av figurerna.

Lésning: Den forsta grafen ar Eulersk. Ett exempel pa en Eulerkrets i denna
graf i&r AEBCFDCADIBA.
Den andra grafen har en Eulerstig men ingen Eulerkrets. Dessutom maste
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stigen borja i ett av hornen K eller L och sluta i det andra. Ett exempel &r
stigen K NMLOJMOKL.
I den tredje grafen finns ingen Eulerstig 6ver huvud taget. -]

Nedanstaende sats formulerades av Euler i samband med den prome-
nad langs staden Konigsbergs broar som nimndes i inledningen, och som
blev startpunkten for utvecklingen av grafteorin. For Konigsberg gick det
samre: det utpldnades helt i andra virldskriget och dtruppstod som flottbasen
Kaliningrad. S olika falla 6dets lotter.

I satsen karaktériseras Eulerska grafer fullstindigt och det ges en elegant
metod for att upptdcka om grafen har en Eulerkrets, Eulerstig eller ingendera.

Sats 15.4 (Eulers sats). a) En sammanhdingande graf G har en Eulerkrets om
och endast om deg(v) dr jamn for varje hérn v i G.

b) En sammanhdngande graf G har en Eulerstig (men ingen Eulerkrets), om
och endast om deg(v) dr jamnt for alla hérn v i G utom precis tvd horn. I
sddana fall mdste stigen borja i ett av dessa udda horn och sluta i det andra.

Bevis. a) (=) Tank att vi vandrar runt grafen lings en Eulerkrets. Varje
gang vi kommer in i ett hérn finns det en kant langs vilken vi kan fortsdtta
vandringen ut ur detta horn. Kanterna vid varje horn kan dérfor delas in
i par. Darmed ar deg(v) jamnt for varje horn v i G.

(«<=) Lat oss vdlja ett horn v; och borja en stig lings kanterna sa langt det
gar, utan att upprepa promenaden lings samma kant tvé ganger. Eftersom
antalet kanter dr dndligt sa kommer vi att dka fast och inte kunna ga vidare
forr eller senare. Fragan ér i s fall i vilket horn man aker fast. Det kan inte
vara ett horn v # v; eftersom hornet v har jimn grad. Om man passerade
det tidigare, anvdnde man ju bara tva kanter. De “resterande” kanterna vid
v dr fortfarande jamnt manga, och darfor finns det en kant att fortsatta
farden med. Foljaktligen avslutas vandringen i v; och vi erhaller en krets
L.

Om inte I dr en Eulerkrets, finns det en kant f i G som inte &r med i
I1. Da tar vi ett av hornen, v,, 1 f, och eftersom G dr sammanhidngande
finns det en stig fran v, till v;. Lat v; vara det forsta hornet i denna stig
som tillhor I (det kan hénda att det ar just v,). Vi vandrar dd langs denna
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stig fran v; mot v, sedan genom kanten f och fortsitter igen sé langt som
mojligt, utan att anvanda kanterna fran Ty.

Aterigen kommer stigen att ta slut, och av samma anledning som ovan
kommer den att sluta i just v5. Kalla den nya kretsen for I.

Nu kan vi “sla ihop” I} och I till en enda krets I' genom att vandra
fran v, ldngs I dnda till v5, dédrefter fortsatta runt kretsen I'; och till slut
vandra vidare langs I} fram till v;. Motion far vi ocksa!

Om vi nu har anviént alla kanter, dr vi klara, chipspésen kan éka fram,
annars upprepas proceduren ovan tills alla kanter i G 4r med i den slutliga
Eulerkretsen.

b) (=) Lat hornen u # v vara borjan och slutet i Eulerstigen. Om vi skulle
lagga till en ny kant mellan dessa tva horn, skulle vi fa en Eulerkrets och
ddrmed skulle alla horn ha jamn grad (enligt forsta delen av satsen). Utan
denna kant kunde vi ju inte fortsétta fran u till v och alltsd ar graderna
for u och v udda.

(«<=) Lat oss lagga till en ny kant mellan dessa tvd udda hérn. Da blir
alla h6rn jamna och vi far en Eulerkrets i grafen. Utan denna kant krymper
kretsen till en Eulerstig med borjan och slut i dessa udda hérn.

15.6 Hamiltonska grafer

Medan en Eulerstig definierades som en stig ddr varje kant i grafen férekom-
mer precis en ging, definieras en Hamiltonstig® som en stig dér varje horn
i grafen forekommer precis en enda gang. Om det dessutom finns en kant
mellan det forsta och det sista hornet i grafen, har vi en Hamiltonkrets och
grafen kallas dd Hamiltonsk.

Som en 6vning foreslés att finna en Hamiltonkrets i grafen nedan.

9 Namnet hedrar den irlindske 1800-talsmatematikern William Rowan Hamilton, som bodde

i Dublin, en stad som 4r mer kénd for sina pubar én for sina broar.
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Existensen av en Hamiltonkrets i en sammanhangande graf har betydligt vik-
tigare tillampningar dn Eulerkretsar (till exempel Hendelsresandeproblemet*°
eller, for dem som har sociala ambitioner, Bordsplaceringsproblemet''). Tyvarr
sa finns det ingen bra och elegant karaktérisering av Hamiltonska grafer, i stil
med den for Eulerska grafer (alltsd villkoret fran Sats 15.4).

Det kanske ar klart att ju fler kanter grafen har, desto storre dr chan-
sen att det finns en Hamiltonkrets. Alla kompletta grafer K, for n > 3, éar
Hamiltonska. Ett av de vackraste tillrackliga villkoren ges i en sats av norr-

mannen Qystein Ore. Beviset for satsen finns i appendixet till detta kapitel.

Sats15.5 (Oressats). Ldt G vara en enkel graf med n > 3. Om det for varje par av
hérn u och v, som inte dr forbundna med en kant, giller att deg(u)+deg(v) > n,
sd dr G Hamiltonsk. -]

Med andra ord: om grafen har ritt sd manga kanter, 4r den Hamiltonsk.
Ores villkor &r alltsa ett tillrackligt villkor for existensen av en sadan krets.
Viktigt 4r att inse att det inte alls 4r nédvéandigt. Tank bara pa en graf som
endast bestdr av en enda krets, 1at séga med 100 horn. Dé dr deg(u) +deg(v) =
4 < 100 for varje par av horn, men grafen dr anda Hamiltonsk.

Exempel 15.8. I en fest deltar n > 5 personer. Alla ska placeras kring ett runt
bord, men man vet att person 1 och 2 inte vill sitta bredvid varandra, person 2
inte heller vill sitta bredvid person 3, som inte heller vill sitta vid person 4, osv.

10 En handelsresande ska besoka ett antal stader féorbundna med végar. Hur ska hen planera
resan, om hen bara vill besoka varje stad en gang och dtervanda hem?
11 Ett antal personer ska séttas runt en bord. Hur kan bordplaceringen ordnas, om vi vill att

varje person ska kidnna sina narmaste bordsgrannar?
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fram till person n som varken vill sitta vid person n — 1 eller person 1. I 6vrigt
har ingen ndgra andra onskemdl. Kan bordsplaceringen organiseras sd att var
och en inte sitter bredvid ndgon som hen inte tycker om?

Losning: Grafteoretiskt (ddr hornen star for personer och kanten mellan tva
horn anger att motsvarande tva personer far sitta bedvid varandra) har vi att
gora med K, fran vilken man har avldgsnat en krets med » horn (alltsé den
Hamiltonska kretsen 1-2—3—---—n—1) och vi ar ute efter en annan sddan krets.
Eftersom varje horn i K, har grad n —1har varje horn i den nya grafen graden
#n — 3. For varje par u och v av horn giller da att deg(u) + deg(v) =2n-6 > n
for alla n > 6. Enligt Ores sats dr grafen Hamiltonsk for #n > 6. For n = 5 ér det
latt att kontrollera att K bestar av tva Hamiltonska kretsar utan gemensamma
kanter: om man avlagsnar en krets 4r den andra kvar. -]

En svagare variant av Ores sats dr foljande villkor:

Korollarium 15.2. Ldt G vara en enkel graf med n > 3 horn. Om det for varje

héorn v galler att deg(v) > g, dr G Hamiltonsk.
Bevis. Slutsatsen foljer direkt ur Ores sats. -]

Exempel 15.9. Till en middag skulle ett antal av > 2n + 2 personer sittas runt
ett bord. Var och en av deltagarna kinde precis n av de évriga gisterna, men
virden ville att var och en ska sitta mellan tvd personer som hen inte kéinde. Ar
en sddan bordsplacering maojlig?

Bevis. Lat G vara “icke-bekant”-grafen. En kant mellan tvé horn svarar alltsa
mot att motsvarande personer inte kdnner varandra. G har k > 2n + 2 horn,

var och en med grad k—1-n. Eftersom k—1-n > E (kontrollera detta) medfor

Korollarium 15.2 att G ar Hamiltonsk. Alltsa dr den 6nskade bordsplaceringen
mojlig. -]
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15.7 Bipartita grafer

Bipartita grafer bildar en klass for sig och tack vare sin enorma tillimpbarhet
har de studerats vildigt ingdende. En enkel graf kallas bipartit om hornmang-
den kan delas in i tva disjunkta (alltsa utan gemensamma element) delméng-
der A och B, ofta kallade hornklasser, sa att de enda kanter som forekommer
har ett horn i A och ett horn i B. Inga kanter gar mellan hornen i mangden A
och inga mellan hornen i B. Detta kan askddliggoras med foljande figur:

A B

Lét oss nu bli helt seriosa i vara tillimpningar. Har kan det till exempel
handla om arbetstilldelning pa en arbetsplats: Hornen i A utgérs av personer
och B av arbetsuppgifter. Kanterna kan betyda vilka arbetsuppgifter som
personerna i A kan utfora. Ténk till exempel lararna i en skola och de olika
amnen de kan undervisa i.

Exempel 15.10. Formannen pd ett foretag har fem hantverkare och fem arbets-
uppgifter att genomfora. Raden A i figuren nedan betecknar hantverkare och
raden B betecknar arbetsuppgifterna Kanterna visar vilka uppgifter de respek-
tive hantverkarna dr kvalificerade for. Kan formannen géra en arbetstilldelning
sd att var och en av hantverkarna gor ett jobb hen dr kvalificerad for?

A:

Losning: Det finns manga mer eller mindre snillrika algoritmer {or att snabbt
finna en sé kallad matchning i en bipartit graf (om en saddan 6ver huvud
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taget existerar). I ett litet exempel som det aktuella kan man latt gora det
manuellt. Men om grafen ér storre, med till exempel tusentals horn, s& kraver
situationen en datakoérning.

Svaret pa uppgiften finns i figuren nedan, dir en mojlig matchning 4r
markerad med fetare kanter.

A:

Handskakningslemmat har en speciellt behaglig och nyttig form for bipar-
tita grafer.

Sats 15.6. Lat G vara en bipartit graf med e kanter och hornklasser A =
{ay,...,ar} och B = {by, ..., by, }. Dd giller att

k m
Z{deg(ai) =e= Z}deg(bi).

Bevis. Eftersom varje kant har den ena dndpunkten i A och den andrai B s&
ar slutsatsen omedelbar. -]

En bipartit graf, dar varje par (a,b) av hoérn (med a i A och b i B) utgor
en kant, kallas for en komplett bipartit graf och betecknas med K, ,,, déir m
ar antalet horn i A och #n 4r antalet horn i B.

En anvindbar karaktérisering av bipartita grafer 4r foljande sats:

Sats 15.7. En graf G dr bipartit om och endast om G saknar kretsar med udda
antal kanter (alltsd udda kretsar).

Bevis. (=) Om G ér bipartit med hornklasser A och B, dr vartannat horn i

en krets i A och vartannat dr i B. Darmed maste en krets ha ett jaimnt antal
horn.
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(«<=) Antag att alla kretsar dr jamna. Vilj ett horn v och for varje horn u i
samma komponent som v 1at d(u) vara lingden av den kortaste stigen fran v
till u. Farglagg med rétt varje horn u med udda d(u) och med gront varje
horn u med jamn d(u). Om det skulle finnas en kant mellan tva roda eller
tva grona horn, skulle vi f4 en udda krets, vilka ju inte fanns i denna graf: till
exempel om det finns en kant mellan tva roda horn u; och u, sa bildar denna
kant tillsammans med stigarna frén v till 4; och fran v till u, en udda krets.

Upprepas samma procedur for alla komponenter av G sé far vi en indel-
ning av hornen i G i tva fargklasser, utan kanter inom varje klass. G ar alltsa
bipartit. -]

Exempel 15.11. Ldt m och n vara tvd heltal > 2. Hur mdnga stigar av ldngd 3
finns det i Ky, ,? Notera att stigar inte dr orienterade, vilket betyder att stigen
a—b—-c—ddirdensamma som stigend —c - b - a.

Lisning: Antag att hornen i K, , definieras av miangderna A med m hérn
och B med n horn. Varje val av tva horn x, y ur A och tvd hérn u,v ur B
genererar fyra stigar avlingd 3: x —u—y-v,x—-v—-y—u,y—u—-x—-voch

y-v-—x-—u Svaretﬁl’dérférél(r;)(z)' °

15.8 Farglaggning

Tank dig en mottagning med flera géster. Tyvirr tycker vissa par av gésterna
sd illa om varandra att varden inte vagar sitta dem vid samma bord. Hur kan
vérden losa detta problem? Klart att en 16sning vore att se till att det finns
lika ménga bord som géster, men det vore en ganska trakig fest. Det giller
att fa sa fa bord som mojligt.

Grafteoretiskt kan vi tdnka pa foljande sétt: Lt hornen i en graf G repre-
sentera gaster och kanterna representera “tycka-inte-om”-relationen. Det
galler att farglagga hornen i G med sé fa farger som mojligt, pa sadant sétt
att tvd horn férbundna med en kant far olika férg. Varje fargklass kan da
representera ett bord pa festen.

En sadan farglaggning av hornen i en graf G &r ett mycket viktigt och vil
studerat problem med ett spektrum av tillimpningar, bortom det rent social-
psykologiska. Idén var ocksa en av drivkrafterna i den snabba utvecklingen
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av grafteorin i mitten av forra arhundradet och kulminerade i I6sningen av
en beréomd formodan, fyrfargsformodan.

Fyrfargsformodan, som i dag alltsa uppgraderats till fyrfargssatsen, gillde
fargldggningen av planira grafer och har sitt ursprung i farglaggning av kartor
(linderna representeras av horn i en graf och tvd horn f6rbinds med en kant
om motsvarande linder har en gemensam gréinsstriacka). Det dr klart att man
vill att angrinsande ldnder far olika farg. I praktiken fann man att det alltid
rackte med fyra farger, men det visade sig vara mycket svart att bevisa detta
faktum. Det drojde mer 4n 120 ar innan det till slut bevisades ar 1976 med
hjilp av bland annat en massiv insats av datorkraft'?.

En annan problemtyp kan grafteoretiskt tolkas som férglaggning av kan-
terna i en graf, pd sadant sitt att kanterna som mots i ett horn far olika farg.
Ett bra exempel pé en sddan fragestillning illustreras i f6ljande tva exempel.

Exempel 15.12. Visa att det i ett sillskap om sex personer finns tre som dr
sinsemellan bekanta eller tre som inte kdnner varandra.

Losning: Grafteoretiskt kan situationen tolkas som att kanterna i K¢ farglaggs
i tvd farger: bld (for bekanta) och rod (for obekanta). Man ska visa att grafen
innehéller en enférgad triangel.

Var och en av de sex hornen har grad 5, varfér minst tre av kanterna
maste ha samma férg. Vilj hornet v; och antag att kanterna (vy,v,), (v1,v3)
samt (v1,v4) r blaa (se figuren nedan). Om nu en av de tre kanterna mellan
Va2, V3, V4 dr bla sd dr vi klara: vi har en blé triangel. Annars &r alla de tre
kanterna réda, och vi har en rdd triangel.

vy

Vs U4

Exempel1513.
12 Kenneth Appel and Wolfgang Haken fran University of Illinois.
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Visa att det i ett sillskap om nio personer alltid finns fyra som alla dr bekanta
med varandra, eller tre som inte kdnner varandra.

Lésning: Utnyttjande den kompletta grafen Ky pa nio element, kan vi for-
mulera informationen som att vi aterigen ska farglagga kanterna i Ko i tva
farger: bla (for bekanta) och rod (f6r obekanta). Notera att Ko har (g) =36
kanter. Vi ska betrakta tva fall: (1) det finns ett horn v ur vilket utgér minst 6
bla kanter, och (2) det finns ett horn med som mest fyra blé kanter. Observera
att det inte &r majligt att det fran alla horn utgér precis 5 bla kanter. I sé fall
skulle den ”blaa” delgrafen ha udda grad i alla nio horn, vilket skulle ge en
udda gradsumma for den bl delgrafen.

(1): T det forsta fallet anta att kanterna (v,v;) dr bla for i = 1,2,...,6
och betrakta hérnen {vi, ..., v¢ }. Enligt det forra exemplet kommer de sex
hornen att innehalla en bla eller en rod triangel, vilket tillsammans med v
skulle ge den konfiguration som uppgiften handlar om: den bla triangeln ger
tillsammans med v fyra bekanta, medan den roda triangeln ensamt (utan v)
ger tre obekanta.

(2): T det andra fallet, finns det som mest fyra bla kanter, utgaende ur
ett horn u. Da finns det minst fyra roda kanter ur u, 1at oss sdga kanterna
(u,u j) for j = 1,2,3,4. Om minst en av kanterna mellan de fyra hérnen
{uy, ..., uyq} dr rod, ar vi klara. I annat fall ar alla dessa kanter bla, och vi ar

ocksa klara. ®

Fler exempel, resultat och 6ppna problem i samma anda far man om
man letar i litteraturen eller pé internet under rubriken Ramseyteori (efter
den brittiske filosofen och logikern Frank P. Ramsey som levde under forsta
halften av 1900-talet).

15.9 Riktade (orienterade) grafer

En riktad graf , eller orienterad graf, G dren graf vars alla kanter utrustas med
pilar som anger riktningen (jamfér med enkelriktade gator). Eventuella stigar
maste da g endast i pilarnas riktning. Ett exempel 4r grafen i figuren nedan.
For varje horn v i G ar det d& meningsfullt att definiera in-graden, deg, (v),
och ut-graden deg_(v), som antalet kanter som ar riktade till, respektive
fran v.
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Sé gott som alla begrepp fran “vanliga” grafer dverfors automatiskt, dock

med smé modifikationer, till den riktade varianten. Det ér till exempel inte

svart att visa en “riktad” variant av Eulers sats 15.4 (i beviset anvinder man

sig av antagandet om att antalet in-kanter dr samma som antalet ut-kanter

vid varje horn).

—
Sats 15.8. Givet dr en orienterad graf G sddan att den underliggande (icke-

orienterade) grafen dr sammanhdngande. Dd har G en (riktad) Eulerkrets om

och endast om deg, (v) = deg_(v) for alla horn v i G.

Ett par tillimpningar av riktade grafer visas i de tva exempel som foljer.

Exempel 15.14. Ett lds har tre knappar markerade med siffrorna 1,2 och 3.

Ldset oppnas om man trycker ritt tresiffrig sifferfoljd. Vilket dr det minsta antal

knappar man madste trycka for att alla mojliga kombinationer av de tre siffrorna
1,2 och 3 ska forekomma i denna foljd (praktiskt ifall man har glomt koden

eller bara vill bryta sig in)?

Lisning: Betrakta grafen G vars hérnméngd bestar av alla nio par (a,b), dar

a och b ar siffrorna 1, 2 och 3, och dir man drar kanten fran (a,b) till (c,d)

om och endast om b = ¢ (figuren nedan). Varje kant representerar da en

tresiffrig kod: kanten (a,b) — (b,d) representerar koden abd. Notera de tre

tjockare pilarna, till exempel mellan (1,2) och (2,1), De ér riktade at biagge

hallen och representerar dels kanten 121, dels 212. Darmed ska de betraktas

som tvé kanter. Oglorna ér forstas ocksa riktade, men i figuren inte markerade

med pilar.
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Observera att det for varje hérn v i G giller att deg;, (v) = deg,,(v) =3
och att grafen dr sammanhéingande. Ddrmed existerar en (riktad) Eulerkrets
i denna graf. Trycker man pé knapparna ldngs denna krets sa far man alla
koder. Ett exempel pa en sadan Eulerkrets ar 11122213223332321211331312311.
De forsta sex siffrorna, 111222 representerar foljande kanter: 6glan vid (1,1),
kanten fran (1,1) till (1,2), kanten frén (1,2) till (2,2) och 6glan vid (2,2),
alltsa koderna 111, 112,122 och 222. Det ricker alltsd med 29 knapptryckningar.
Jamfor detta med de 81 knapptryckningar som skulle behévas, om man tryckte
in alla 27 olika koder. ®

Sist ska vi visa att det i en komplett riktad graf 75,1 alltid finns en (rik-
tad) Eulerstig. Grafen ?n kallas ofta for en turnering for den kan beskriva
utgangen av en turnering med n deltagare. Pilen mellan tva horn visar vem
av de tva spelarna som vann i deras match (alla spelar mot alla).

Exempel 15.15. [ ettland finns n > 2 stdder och det finns en vig mellan varje par
av stider (observera att inga vigar korsar varandra, da eventuella korsningar
loses med broar och tunnlar). Statsministern beslutade att alla vigar ska vara
enkelriktade. Mellan varje par av stider finns det dessutom bara en vig. Visa att
oberoende av hur transportministern bestdmmer riktningarna pa rikets vigar,
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sd kommer det att finnas tva stider A och B sddana att det blir mojligt att resa
fran A till B och pad vigen besoka varje annan stad i riket en ging.

Losning: Vi vill visa att det i en komplett, riktad graf ?n finns tva horn A
och B, sddana att det finns en (riktad) Hamiltonstig fran A till B.

For tva horn X och Y, lat beteckningen X — Y betyda att det finns en
kant riktad fran X till Y. Tag ett godtyckligt horn 1. Om vi nu véljer en annan
stad X, giller det antingen att 1 — X eller att X — 1. Lat i det forsta fallet
hornet X fa nummer 2. I det andra fallet foir X nummer 1, medan det forsta
hornet i stéllet fir nummer 2.

Vilj nu ett tredje horn Y. Betrakta de tre fallen som kan intriffa (se figur
nedan): Y — leller2 - Yellerl - Y — 2. De tva forsta fallen utesluter
inte varandra. Det kan namligen samtidigt hdnda att Y - 1och 2 - Y. I det
forsta fallet (eller da bade fall ett och tva intraffar) 1t hornet Y fa nummer 1
och oka de 6vriga tva hornens nummer med 1. Lat i det andra fallet hérnet Y
fa nummer 3. I det tredje fallet, lit hornet Y fa nummer 2 och 6ka samtidigt
numret pa det horn som tidigare hade nummer 2 med 1. Nu har vi fatt tre
hoérn numrerade pa ett sddant sitt att1 - 2 — 3.

1 2 1 > 1 ,

Y Y Y

Lét oss anta att vi redan har numrerat k horn fran 1 till k pé ett sadant sétt
attl -2 - 3 — .-+ » k. Vilj ndsta horn och kalla det foér Z. Det finns nu
tre fall att betrakta: (a) Z — 1, (b) k = Z och (c) ingetdera av de tva forsta
alternativen giller. (Liksom tidigare observerar vi att de tva forsta alternativen
inte utesluter varandra.) I vart och ett av dessa tre alternativen kan vi géra
f6ljande:

(a) Lat hornet Z fa nummer 1 och 1at numren pa de 6vriga k hornen 6ka
med L

(b) Lat hornet Z fa nummer k + 1.

(c) Eftersom varken Z — 1eller k — Z giller sa har vi bdde 1 - Z och
Z — k.Bland alla numren 1, 2, ..., k — 1, vdlj det sista numret m som ar sadant
att m — Z. Ett sadant nummer maste finnas eftersom vi vet att 1 - Z och att
for staden k giller det omvanda, namligen Z — k. Viharalltsi m - Z — m+1
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(se figuren nedan). Lat oss d& beteckna hornet Z med nummer m + 1, medan
vi samtidigt 6kar (med 1) numren pa alla horn som tidigare hade nummer
m+1l,m+2,..,k.

1 2 3 m-1 m m+l m+2 k-1 k

_—— = —e

z

Alla tre alternativen leder till en f6ljd av k + 1 h6érn som uppfyller 1 —
2 - -+ = k — k + 1. Vi fortsitter denna numreringsprocess tills alla hérn
i grafen har fitt ett nummer. Hornen har alltsd ordnats i en foljd sddan att
1-2->3-..->n-1- n Latda A och B vara de horn som fick nummer
1 respektive n. ©®

15.10 Appendix

Hir kommer beviset for Ores sats, Sats 15.5.

Bevis. Antag att G inte 4&r Hamiltonsk. Om vi lagger till tillrackligt ménga
nya kanter till G, kommer den att innehalla en Hamiltonkrets (ldgger man till
alla mojliga kanter far man ju K, som dr Hamiltonsk). Lt H vara den sista
icke-Hamiltonska grafen i denna procedur och kanten e = (v,v,) vara den
kant som, efter att man ldgger den till H, kommer att gora grafen Hamiltonsk.
Vi har alltsd kretsen (om e finns med)

V1>V >V > V3> 2>V >V >V

Antag att i grafen H finns en kant mellan v, och nagot vy for3 < k < n. Vi
ska visa att i s fall kan det inte finnas nagon kant mellan v; och v_; (notera
att kanten e inte finns med i H).

Antag motsatsen, dvs. antag att samtidigt som H innehaller kanten
(v2,vk) innehaller den ocksa kanten (vy,vx_;). Dé skulle foljande utgora
en Hamiltonkrets i grafen H:
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Va > Vg = Vi1 = 0 >V > VL > Vi > Vi = 0 > V3 > V),

alltsd en Hamiltonkrets som helt undviker kanten e. Detta motsdger det
faktum att H var icke-Hamiltonsk. Darmed, for varje 3 < k < n, far det som
mest en av kanterna (v,,v¢) och (v1,v¢_1) finnas i grafen H. Foljaktligen ar
degy(v1) + degy (v2) < n, dar degy, (u) star for hornets grad i grafen H.
Samtidigt har vi att deg,, (1) > deg.(u), d& H kom till genom att kom-
plettera G med nya kanter. Ddrmed ar deg, (v;) +deg(v2) < n, vilket strider
mot antagandet i Ores sats. Darmed 4r satsen bevisad. -]

15.11 Hemuppgifter

Flertalet av uppgifterna hir kan losas med andra metoder 4n grafteoretiska.
Det kommer dock att férvintas att man ger uppgifterna grafteoretiska tolk-
ningar och sedan 16ser dem med hjélp av grafteori.

Uppgift 15.1 ** I ett gammalt slott spokar det varje natt, men enbart i rum
med udda antal dorrar (med ett "rum” menas hér varje utrymme, savil vanliga
rum som hallar, kok, toaletter och dylikt). Slottet har enbart en ingdng. Ar
det majligt att, vid 6vernattningsbehov, pé slottet hitta ett spokfritt rum?

L)

Uppgift 15.2 *** a) Sats 15.3 sdger att om G &r en enkel, sammanhéngande
och planir graf med n > 3 horn och k kanter, dr k < 3n — 6. I beviset
anvindes det faktum att varje region r begrinsas av minst tre kanter, dvs.
deg(r) > 3.

Lat ¢ vara ett heltal > 3. Generalisera Sats 15.3 till en planir, samman-
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hangande och enkel graf, sddan att deg(r) > ¢t for varje region r som
grafen delar planet i.

b) Visa att grafen K3 3 inte 4r plandr.

L)

Uppgift1s5.3 * For varje grafi figuren nedan, avgor existensen av en Eulerkrets
eller en Eulerstig:

Uppgift 15.4 * Lét talen {1,2,...,15} utgora horn i en graf G och 14t talparet
(a,b) vara en kant omm SGD(a, b) > 1. Hur manga komponenter har G?
Bestdm den ldngsta stigen utan upprepade horni G.

Uppgift1s5.5* Bestidm alla positiva heltal m, n f6r vilka grafen K, , ar Eulersk.

Uppgift 15.6 ** Lit n vara ett positivt heltal och betrakta mangden V av alla
foljder av 0:or och l:or av lingd n. Lat V utgéra horn i en graf G, ddr tva
foljder forbinds med en kant om och endast om f6ljderna skiljer sig pa exakt
ett enda stalle. Visa att G &r bipartit.

Uppgift 15.7 ** a) Maste varje Eulersk bipartit graf ha ett jimnt antal kanter?

b) Maste varje enkel, Eulersk graf med jamnt antal horn ha ett jamnt antal
kanter?
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Uppgift 15.8 *** a) Lat n > 2 vara ett heltal. Konstruera en sammanhéng-
ande, enkel graf med 2x horn, sadan att alla horn har grad 3.

b) Léatn >1vara ett heltal. Konstruera en sammanhéngande enkel graf med
2n horn, sadan att det for varje k, 1 < k < n, finns tvd hérn av grad k.

@L)

Uppgift 15.9 ** Lat n > 1 vara ett heltal och antag att G ar en enkel samman-
hangande graf med deg(v) > k for alla horn v i G. Visa att G har en stig av
lingd k och utan upprepade horn.

Uppgift 15.10 ** Var och en av de 61 regioner som en planér graf G delar
planet i begridnsas av minst 5 kanter. Visa att grafen G har minst 94 horn.

L)

Uppgift 15.11 ** a) Formulera en generalisering till Sats 15.2 till en planir
graf som bestar av m komponenter.

b) Lat G vara en enkel planir graf som bestar av tre komponenter och dér
varje horn har grad 3. Om G har 27 kanter, hur manga regioner delar G
planet i?

Uppgift 15.12 *** a) Hur méinga olika Hamiltonkretsar finns deti K,,, n > 3?

b) Hur manga olika Hamiltonkretsar i Ky dr sadana att ingen kant férekom-
mer mer dn en gang? Vad blir svaret, om 9 ersitts med n, dir n > 32

c) Pdhur méanga sitt kan 10 personer placeras runt ett bord sa att tva personer
inte sitter bredvid varandra mer 4n en géng?

Uppgift 15.13 ** a) Hur manga Hamiltonkretsar finns det i K, ,,, n > 2?

b) Hur manga Hamiltonstigar finns deti K, ,, n > 12
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Uppgift 15.14 * Till en middag anldnder 14 géster. Var och en kidnner minst 7
andra av de nérvarande (bekantskap anses vara en 6msesidig relation). Visa
att personerna kan placeras runt ett bord sa att varje gést kinner bada sina
bordsgrannar.

Uppgift 15.15 *** Tjugo tavlande deltar i en schackturnering dér varje par
av deltagare spelar ett parti. Vilket 4r det minsta antalet partier som méste
spelas, for att det bland tre godtyckliga deltagare ska finnas tva som redan
har spelat mot varandra?

L)

Uppgift 15.16 ** Lat hornen i grafen G utgoras av alla tal fran 0 till 999
(inklusive ledande nollor som till exempel 000, 001, 002, ..., 010, 011, 012, ...).
Tvé sddana horn férbinds med en kant, om de har minst en likadan siffra i
samma position (till exempel 318 och 018). Ar grafen G Eulersk?

Uppgift 15.17 *** I ett land har varje par av stider en direkt forbindelse
mellan sig med endast ett kommunikationsmedel: buss, tag eller flyg. Alla
tre kommunikationsmedlen anvinds, men ingen stad har alla tre tillgangliga.
Dessutom gar aldrig parvisa férbindelser mellan godtyckliga tre stader via ett
och samma kommunikationsmedel: om A, B och C ér tre godtyckliga stidder,
ar forbindelser mellan A och B, A och C samt B och C ej av samma sort.
Bestdm det storsta mojliga antalet stdder i detta land.

L)

Uppgift 15.18 *** En ljustekniker pé en teater har en lampa och tre olikfargade
filter: ett gront, ett blatt och ett rott. Genom att sitta ett eller flera eller inget
filter alls pa lampan, kan han astadkomma atta olika ljuseffekter. Filtren kan
dndras ett i taget: antingen avldgsnar man ett som man just anvént eller sa
lagger man pa ett av de andra. Om vi antar att teknikern bérjar och slutar utan
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filter, kan hen da testa alla ljuskombinationerna en efter en utan att beh6va
upprepa en och samma effekt, forutom den vid starten och avslutningen?

@L)

Uppgift 15.19 *** T en schackturnering deltar 66 spelare. Varje par av de
spelande mots bara en gang. Turneringen péagar i fyra stider. Visa att det
sdkert finns tre deltagare som spelar alla partier sinsemellan i en och samma
stad. (Alternativt: Kanterna i K¢ mélas i fyra farger. Visa att det maste finnas
en triangel med likafargade sidor.)

L)

Uppgift 15.20 ** En fabrik producerar tvéfirgade tyger och anvéinder till
detta ett urval av sex farger. Varje firg méste forekomma pa minst tre olika
tyger. Visa att man kan vilja tre tyger sa att varje farg forekommer i nagot av
tygerna och att detta kan géras pa minst tva olika sitt.

L)

Uppgift 15.21 *** Ett visst samhalle har 1000 invanare. Dagligen berittar varje
invénare for sina vanner allt skvaller som hen fick héra dagen innan. Det ar
kant att varje nyhet forr eller senare kommer att vara kind av alla invanare.
Visa att det 4r mojligt att vélja 90 invénare pa sa sétt att om man meddelar
dem en nyhet samtidigt sa kommer nyheten att vara allmént kind inom 10
dagar.

L)

Uppgift 15.22 ** Till kung Arthurs slott anldnde 2x riddare. Var och en av
dessa hade som mest # — 1 fiender bland de &vriga riddarna (fientligheten
antas vara omsesidig). Visa att trollkarlen Merlin kan placera ut dessa 2n
riddare runt det runda bordet pa sadant sitt att ingen riddare sitter granne
med néagon av sina fiender.
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Uppgift 15.23 *** Virdparet pa ett party kidnner alla n inbjudna géster. Det
visar sig att for varje godtycklig uppséttning av tre inbjudna peroner giller
att minst tvé dr bekanta med varandra. Visa att det 4r mojligt att placera alla
de n + 2 nirvarande personerna runt ett bort sa att varje person kdnner sina
béda bordsgrannar.

L)

Uppgift 15.24 ** Varje kant i K;3 malas i en av tva farger. Visa att det finns
fyra horn sddana att alla kanter mellan dessa fyra horn dr malade med samma
farg.

L)

Uppgift15.25*** Mellan tva godtyckliga dar i ett stort 6rike finns det direktfor-

bindelse med antingen bét eller flyg. Alla strackor trafikeras i bada riktningar

(och dd med samma firdmedel forstés). Visa att

a) man for varje 6 kan finna ett transportmedel med vilket det 4r mojligt att
fran denna 6 né vilken annan 6 som helst med som mest ett bat- respektive
planbyte (om man till exempel aker bat till en 6 och sedan byter till en
annan bét och direkt kommer fram);

b) man kan lagga ner ett av transportmedlen i hela riket och det fortfarande
blir mojligt att frén vilken 6 som helst nd en godtyckligt vald annan 6 och
dessutom med som mest tva byten.

L)

Uppgift15.26 ** Stigarna i denna uppgift har inga upprepade horn. Dessutom
ar stigarna inte orienterade: vinder man pé ordningen p& hornen sé ar det
samma stig.

a) Hur manga stigar av ldngd 5 finns det i K;5;?

b) Hur manga stigar av lingd 4 finns det i samma graf?

Uppgift1s5.27*** Lat k, m och n vara positiva heltal sadanaatt1 < k < 2m < n.
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Hur ménga stigar av lingd k finns det i K,,, ,? Notera att stigarna inte &r
orienterade, dvs. vinder man pa ordningen pa hdrnen sa ar det samma stig.

@)

Uppgift 15.28 ** En dominobricka bestér av tva kvadratiska falt. P4 varje falt
finns det mellan 0 och 6 prickar. I en hel uppsittning finns det alltsé 28 olika
brickor. Tva brickor far ldggas intill varandra om antalet prickar dr detsamma
pa de falt som vidrér varandra. Ar det méjligt att ligga brickorna i en enda
sluten ring?

L)

Uppgift 15.29 ** Antag att en sammanhangande graf har 2k udda horn. Visa
att kanterna i G kan delas in i k stigar utan gemensamma kanter (dvs. kant-
disjunkta stigar). Jamfor med Sats 15.4b.

Uppgift 15.30 ** En springare placeras pé ett 3x4-schackbride. Ar det mojligt
for springaren att besoka alla bradets rutor, och varje ruta en enda gang? Ar
det mojligt att efter det sista steget aterigen hamna i samma hornruta dér
man boérjade?

Uppgift 15.31 * Ar grafen i figuren nedan Hamiltonsk?
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Uppgift 15.32 ** a) Existerar en bipartit graf med tolv horn med graderna
5,5,5,4,4,3,3,3,1,1,1,12

b) Visa att det inte finns nagon bipartit graf som har horn med graderna
6,6,...,6,5,3,3,...,3.

L)

Uppgift 15.33 * Antag att en bipartit graf har hornklasser A och B och &r k-
reguljdr, vilket innebir att alla horn har samma grad k. Visa att hornklasserna
A och B 4r lika stora.

Uppgift 15.34 * Lat 2 < m < n vara heltal.
a) Hur manga kretsar av lingd 4 innehaller K,,, ,?

b) Hur lang ér den ldngsta kretsen i K, ,,?

Uppgift 15.35 *** Lat 3 < m < n vara heltal. Lat G vara den bipartita grafen
K,y utokad med en kant.
a) Vilket dr det storsta antal olika trianglar som da kan uppsta i G?

b) Vilket r det storsta antal olika kretsar av langd 5 som dé kan uppstd i G?
(L)

Uppgift 15.36 ** Antag att en graf G har 12 hérn och 17 kanter, och att minsta
graden hos ett horn 4r 2 och hogsta dr 4. Antag vidare att grafen har en
Eulerstig och dr Hamiltonsk.

a) Hur manga horn av grad 3 har G?

b) Hur manga hérn av grad 2 har G?

¢) Konstruera en sddan graf.

Uppgift 15.37 * Hornen i grafen G har grader, i tur och ordning
7,7,6,6,5,5,4,4. Ar grafen Hamiltonsk?
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—
Uppgift 15.38 * Kan kanterna i K, vara riktade pd sadant sitt att det inte
finns nagra kretsar?

Uppgift 15.39 *** a) Kanterna i ?37 ar riktade pd sddant sitt att deg, (v) =
deg_(v) for alla horn v i grafen. Visa att det f6r godtyckliga horn u och v
i grafen finns en stig fran u till v av langd som mest 2.

b) En del av kanterna i grafen ovan suddades bort, sa att deg, (v) =
deg_(v) = 14 for varje hérn v i grafen. Visa att det fér godtyckliga hérn
u och v i grafen fortfarande finns en stig fran u till v, fast denna gang av
lingd som mest 3.

L)

Uppgift 15.40 ** I ett land finns det bara enkelriktade vagar, men det ar
mojligt att aka mellan godtyckliga tva stider och som mest passera en annan
stad. En av vdgarna stingdes for reparation, men det ér fortfarande mojligt
att dka mellan tva godtyckligt valda stdder. Visa att det kan goras genom att
passera som mest tvd andra stdder.

L)
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16.1 Introduktion

I detta kapitel kommer vi bland annat att behandla basen for all modern
datorbaserad civilisation, i och for sig vil dold som négra udda och nordigt
intrikata egenskaper hos positiva heltal. Vi férutsitter att man har atminstone
nédgra kunskaper fran tidigare talteoretiska avsnitt, alltsa kapitel 4, 6 och
7 (om induktion, delbarhet och kongruenser). Vi ska presentera Fermats
Lilla Sats och Eulers generalisering av den. For den som tycker att vi tar i,
rekommenderar vi att leta pa nitet pa sokorden Fermat, RSA, chiffer och
koder till exempel.

Men vi kommer ocksa att titta pa sddana udda talmonster som perfekta
tal, samt Fermats och Mersennes tal, som en del (inte vi, som mer ar ute efter
matematiska skrackupplevelser) kallar matematiska skonheter. Sé lat alltsa
oss da forst direkt hoppa in i den perfekta varlden.

16.2 Perfekta tal

Perfekta tal fascinerade grekiska matematiker redan 500 &r f.v.t. och har
studerats av sddana storheter som Pythagoras och Euklides. De har alltsa
funnits i stort s linge som man hallit pA med matematik. Innan vi definierar
dessa tal behéver vi introducera funktionen o(n):

Definition 16.1. For varje positivt heltal n, lat o(n) (lis: sigma av n) sta
for summan av alla positiva delare till n (inklusive # sjélvt). Till exempel ar
0(12) =1+2+3+4+6+12=280ch o(p) =1+ p, om p &r ett primtal.

Funktionen ¢ () har en anviandbar egenskap: den ar multiplikativ, vilket
innebdr att den bevarar en produkt, ifall talen saknar gemensamma delare
storre an 1. Mer precist:
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Lemma 16.1. Om SGD(a,b) =1sd dr o(ab) = o(a) - o(b).

Bevis. Lat ay, as, ..., a, vara alla delare till a och 1at by, b,, ..., b, vara alla
delare till b. D4 utgor produkterna a;b;,1< i <s,1< j < ralla delare till ab.
Deras summa ar

o(ab) = > aibj=(a+ay+...+a;)(bi+by+..+b,) = o(a)-o(b).
1<i<s,
1<j<r

Definition 16.2. Ett positivt heltal #n ar perfekt om o(n) = 2n (detta kan
alternativt definieras som att summan av alla delare till # som ar mindre 4n
n ar lika med n). Till exempel dr 6(6) =1+2+3+6 = 2-6 och 6(28) =
1+2+4+7+14+28=2-28. Talen 6 och 28 ar de tvad minsta perfekta talen.

Tidiga kristna teologer forklarade att Guds skapelse av virlden under
sex dagar, berodde pé just det faktum att 6 ér ett perfekt tal. Perfektheten av
talet 28 forklarade man med dess koppling till méncykeln, alltsa ungefar en
manad. Tyvirr sa saknar de foljande perfekta talen 496 och 8128 liknande
associationer, men det finns sikert nagot avsnitt av Simpsons som forklarar
vad det har med modern civilisation att gora.

Fram till i dag har man funnit néstan 50 perfekta tal, och de &r alla ar
jamna. Da verkar det naturligt att gissa att ett perfekt tal mdste vara jaimnt,
men hittills har man inte lyckats avgéra om detta &r sant. Det basta kdnda
resultatet i den riktningen &r att man har visat att eventuella udda perfekta
tal méste vara storre n futtigt lilla 10"°°°, men vad ar det mot oindligheten?
Det storsta kinda (ar 2015) perfekta talet dr n = 2°7885160(257885161 _ 1) och
det har 34850340 siffror. Detta 4r en konsekvens av f6ljande sats och av att
talet 257885161 _ 1 4r ett primtal.

Sats 16.1. Ldt n vara ett positivt heltal. Om 2" — 1 dr ett primtal sa dr talet
d =2""1(2" - 1) ett perfekt tal.

Bevis. Alla delare till 2"7!(2" - 1) 4r av formen 2k fork=0,1,...,n—1eller
2k(@2" -1) fork=0,1,..,n—1.
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Summan av delarna ar dairmed

o(d) = nfz" + nfz"(z" -1)
k=0

k=0

=21+ (2"-1)(2"-1) =2"(2" -1) =2-2""}(2" - 1) = 2d,

vilket vi ville visa (vi anvidnde har formeln f6r summan av en geometrisk

talfoljd: 2K =271 - 1) -]
k=0

Omvindningen till denna sats dr ocksa sann och bevisades av Euler ar 1750:

Sats 16.2. Varje jamnt perfekt tal dr pd formen 2"~1(2" — 1), dér 2" — 1 dir ett
primtal.

Bevis. Antag att k ar ett perfekt tal och att k = 2"m, dar n > 1 och m ér ett
udda tal. Eftersom k ar perfekt ir o' (k) = 2k, alltsd 0 (2"m) = 2-2"m = 2" 'm.
Samtidigt, dd SGD(2",m) =1, ar

o0(2"m)=0(2")-a(m)=1+2+-+2")a(m) = (2"" -1)a(m),

enligt Lemma 16.1. Darmed far vi att 2"*'m = (2" - 1) o (m).

L&t oss skriva o(m) som o(m) = m + x. Talet x 4r summan av alla
delare till m som dr mindre dn m. Inséttning i den sista likheten ger da att
2" m = (2" 1) (m + x) som reduceras till m = (2"*! —1)x. Foljaktligen ar
x en delare till m. Vi ska visa att x = 1, vilket d4 forstas medfér att m = 2"+ -1
ar ett primtal’.

Antag att x > 1. Da har m minst tre olika delare: 1, m och x. Séledes ar
o(m)>1+m+x=1+(m+x)=1+0(m), vilket ger en motsigelse. =~ &

Exempel 16.1. Visa att ett udda perfekt tal inte kan ha bara tva olika primtals-
faktorer.

1 Vi visar alltsi att ett jimnt perfekt tal dr pa formen 2" (2"*! — 1), dar 2"*! — 1 4r ett primtal,
vilket dr bara en omskrivning av pastdendet som ska visas.
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Losning: Antag motsatsen, alltsd antag att n ar ett udda perfekt tal och n =
p¥q™, dir p och q ir de olika primtalen > 3 och k, m > 1. D4 ar

_o(m) _o(pfq™) _o(pa(q") 1+p+-+pt 1+q+-tq”

2 -
n pkq™ pkqm Pk q
(1 1 +1) (1 . 1 +1) 1 1
PR B i = 1 1=
P p q q 1-— 1--=
p q
1 1 15,
— =<2,
-~ 1-- 8
3 5

vilket medf6r motségelse. Darmed kan inte # ha precis tvd primtalsfaktorer.

De positiva heltal # for vilka 0(n) < 2n kallas for defekta och de tal for vilka
o(n) > 2n kallas f6r ymniga. Det finns oandligt manga tal av varje sort: till
exempel 4r alla primtal p > 2 defekta, medan om # dr ett perfekt tal, kn ar
ymnigt for varje k > 2. Detta f6ljer fran att o (kn) > k- o(n) = k-2n = 2kn
(observera att olikheten dr en konsekvens av delbarheten: om x ar en delare
till n, ar bade x och kx delare till kn).

Som vi visade ovan, dr det avgorande for att ett jamnt tal ska vara perfekt, att
det dr av formen 2"71(2" — 1), dir 2" — 1 4r ett primtal. Allmint kallas talen
2" —1f6r Mersennetal’ och primtal pa formen 2" —1kallas f6r Mersenneprimtal.
Det ér intressant att det endast ér for a = 2 som talen a” — 1 kan vara primtal.
Dessutom maste exponenten 7 ocksa vara ett primtal. Detta dr inneborden
av nasta sats, som forst bevisades av Pierre de Fermat.

Sats 16.3. Om talet a" — 1 dr ett primtal for heltal a, n > 1, sd dr a = 2 och n dr
ett primtal.

2 Efter den franske 1600-talsfilosofen och matematikern Marin Mersenne.
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Bevis. Om a™ =1 = (a-1)(a"' +a"? + -+ a+1) ir ett primtal, 4r ju
nodvandigtvis a —1=1, och alltsé a = 2.

Om nu 7 skulle vara ett sammansatt tal n = k- m, dér k,m > 1,dr2" - 1=
2km 1= (2Fym —1= (2% —1) ((2F)™" + (2F)% + -+ 2F +1). Eftersom
bada faktorerna i det sista uttrycket ar > 1 strider det mot antagandet att 2" —1
ar ett primtal. Darmed maste n vara ett primtal. -]

Primtal p4 formen 2" -1 finns det gott om, till exempel 3 = 22 1,7 = 2° -1,
31 = 2° -1, osv.

16.3 Fermattalen

Efter att ha funnit villkor for att tal pa formen a” — 1 ska vara primtal, dgnade
sig Fermat 4t att finna villkor for att hitta primtal pa formen a” + 1. Han
bevisade foljande:

Sats 16.4. Om a” + 1 dr ett primtal, ddr a > 1 och n > 0, sd dr a jamnt och
n = 2X for nagot positivt heltal k.

Bevis. Antag att a” + 1 4r ett primtal. Om a vore ett udda tal, skulle a” +1
vara ett jaimnt tal storre 4n 3, alltsa inte ett primtal. Déarf6r maste a vara ett
jamnt tal.

Antagatt n = 2km, dir m ar ett udda tal storre in1. D dra” +1 =

m
a?myl = (azk) +1= (a2k+1) ((azk)’”_1 - (azk)”“2 toma + 1).

Den sista likheten f6ljer ur Sats 6.7 i kapitel 6. Eftersom béda faktorerna
ar > 1 motsager detta antagandet att a” + 1 4r ett primtal. Ddrmed 4r m =1,
och vi dr klara. -

For a = 2 visade Fermat att Fe,, = 22" +1ir primtal dé n = 0,1, 2,3, 4. Han
misstinkte att alla tal av denna typ, i dag kallade Fermattal, ar primtal, vilket
visade sig inte vara fallet. Euler upptéckte att redan Fes 4r sammansatt och
fram tills i dag har man inte hittat ndgot annat Fermattal som &r primtal 4n
dem som Fermat kinde till. Det maste vara den i sdrklass mest misslyckade
gissning som nagon stor matematiker nagonsin gjort.
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Fermattalen uppfyller ett flertal vackra identiteter. De flesta kan enkelt
visas med induktion. Nagra av dessa identiteter dr samlade i satsen nedan.

Sats 16.5. a) For n > 1dr Fe, = FegFey---Fe,_1 + 2.
b) Forn>1drFe, = (Fe,.;1—-1)*+1

¢) Forn>2r Fe, = (Fe,_,)? —2(Fe,_, — 1)~

d) Férn>2irFe, = Fe, , +22 - FeyFe,---Fe,_,.

Bevis. Alla egenskaper bevisas enkelt med induktiv handviftning.... -]

Vi avslutar detta avsnitt med en liten 6vning om Fermattal:

Exempel 16.2. Visa att for alla n > 2 kan varje Fermattal Fe, skrivas pd
odindligt manga sétt som x* — 2y, ddr x och y dr positiva heltal.

Losning: Existensen av ett sddant par (x, yo) garanteras av Sats 16.5¢ ovan,
ndmligen x¢ = Fe,_; och yo = Fe,,_, — 1.

Lisaren har forstds ofta slagits av att (3x +4y)* —2(2x +3y)* = x* - 2y°.
Detta innebdr att vi givet ett ynka par (x;, ;) som uppfyller villkoren, kan
konstruera ett nytt par (xi+1,y,»+1) genom att satta x;4; = 3x; + 4y; och
Yi+1 = 2x; + 3y;, som ocksa uppfyller villkoren.

Konstruktionen ger en odndlig méngd av talpar (x;, y;) med den 6nskade

egenskapen. -]

16.4 Fermats Lilla Sats, FLS

Fermats sats bar namnet Lilla Sats som en kontrast till hans Stora Sats om
franvaron av heltalslosningar till ekvationen x” + y" = z”, fast den Lilla
Satsen gor bra mycket mera nytta dn sin storebror. Satsen kan formuleras
pé foljande sitt:

Sats 16.6 (Fermats Lilla Sats, FLS). Ldt p vara ett primtal och ldt a vara ett
positivt heltal. D ér a? — a delbart med p, dvs.® a? =, a.

3 Relationen =,, kongruensen modulo #, behandlades i detalj i kapitel 7.
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Speciellt, om a ej ir delbart med p (dvs. SGD(a,p) = 1), dr aP™' — 1 delbart
med p, dvs. ab! =1

Det finns en uppsjo av bevis for denna sats, och vi viljer hér ett enkelt
induktionsargument.

Bevis. Fora =14dr a’ — a = 0, vilket dr delbart med p.
Vi kan nu anta att pastdendet giller for nagot a = k > 1 dvs. att k¥ — k ar
delbart med p och vill visa att (k +1)? — (k + 1) ocksd ér delbart med p.
Binomialutveckling av (k+1)? (se Sats 5.3 i kapitel 5) ger (k+1)7 - (k+1) =
P p . Pil p . P71 p .
Z(,)k’—k—lz Z(')k’+1+kp—k—1: Z(,)k’+k*”—k
i=0 \! i=1 \1 o \i
Men alla tal pa formen (P ) for1< i < p édr delbara med p (detta visades
i

i Exempel ??) och k? — k var delbart med p (enligt induktionsantagandet).
Darmed ir (k+1)?—(k+1) delbart med p, och vi dr klara. Induktionsprincipen
medfér den 6nskade slutsatsen.

Om SGD(a,p) = 1, maste p dela a?~! -1, da p delar produkten a(a?™! -
1). -]

Avslutningsvis foljer hdr tre belysande exempel:

Exempel 16.3. Visa att for alla icke-negativa heltal n dr talet n> — n delbart
med 30.

Lésning: FLS garanterar att n° — n r delbart med 5. Vidare dr n° — n =

n(n* -1) = n(n* =1)(n*> +1) = (n - n(n +1)(n* +1). De forsta tre
faktorerna &r pd varandra foljande heltal. Minst ett av dessa tal dr jamnt
(delbart med 2) och precis ett dr delbart med 3. Darmed ér produkten delbar
med 6. Féljaktligen dr n°> — n delbart med 5 - 6 = 30. -]

Nu en riktigt intressant tillimpning av FLS.

Exempel 16.4. Visa att det tal som skrivs med 2016 ettor, n = 11.. .11 dr delbart
med 1009.
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Lésning: Vikan skriva om talet n pa foljande sitt:

102016 -1 101008 -1 101008 +1
n=11...11= _( )( )

2016

Eftersom 1009 &r ett primtal si ar det, enligt Fermats sats, en delare till

10199°-1 _ 1. och dirmed ocksé en delare till #. o

I sista exemplet behover vi anvanda kunskaper om kongruenser fran
kapitel 7.4, speciellt Sats 7.4 om existensen av multiplikativ invers.

Exempel 16.5. Bestim den multiplikativa inversen modulo 47 till talet 574,
dvs. ett tal x for vilket 57%° - x =47 1.

Losning: Eftersom 47 ar ett primtal sa medfor FLS att 5746 =, 1. Detta kan
skrivas som 57%° - 57 =47 1.

Saledes ir 57%° - x =47 57%° - 57. Eftersom SGD(47,57) = 1 sa kan vi dela
bigge leden med 57* och vi erhéller x =, 57, alltsa x = 10. o

16.5 Eulers ¢-funktion och Eulers sats

Etthundra ér efter Fermat generaliserade Leonard Euler Fermats Lilla Sats till
icke-primtalsexponenter. For att vi ska kunna formulera Eulers sats behover
vi introducera ytterligare ett begrepp, ndmligen funktionen ¢(n) (las: fi av
n), som ar definierad for positiva heltal n:

¢(n) = antalet heltal k sidana att 1 < k < n och SGD(k,n) = 1.

Vi har till exempel ¢(10) = 4, for det dr bara 1,3,7 och 9 som ir relativt
prima med 10 och inte storre dn 10. P4 samma sitt dr ¢(12) = 4 (talen 1,5,7
och 11). Om p ir ett primtal sd ar ¢(p) = p — 1, ty inget tal mindre &n p har
en gemensam delare med p skild frén 1.

L&t oss kalla talen som riknas upp i ¢(n) for ett reducerat restsystem
modulo 7. Till exempel kan icke-noll resttermer vid division med 12 vara
alla tal fran 1 till 11, medan det reducerade restsystemet modulo 12 enbart
bestar av fyra av dessa tal.
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Lat nu m vara ett positivt heltal och a vara ett heltal sadant
att SGD(a,m) = 1. Lat vidare r,7s,..., To(m) vara det reducerade
restsystemet modulo m. Vi ska titta ndrmare pa talen ary, ara, ..., ary(m)-
Vi behover notera tva saker:

(1): Talen ary, ar, ..., ary(y) 4r relativt prima med m. Detta dr sant dd
SGD(a,m) =10ch SGD(ry, m) =1for k = 1,..., p(m).

(2): Talen ary, ary, ..., ary () r parvis olika modulo m, vilket betyder att
om ar; =, arjsd dr i = j. Detta dr en konsekvens av férkortningslagen, Sats
7.4 1 kapitel 7: eftersom SGD(a, m) = 1sa medfér ar; =, arjatt r; =, rj,
vilket i sin tur medf6r att i = j, ty talen r; ar olika modulo m.

Foljaktligen dr talen ary,ar,,..., arg(m) raknade modulo m, precis
desamma som talen ry, 7y, ..., 7¢(m), fast kanske i en annan ordning. Vi
kan darfor dra slutsatsen att ar; - ary - arg(my Sm 1112 Tg(m)-

Aterigen kan vi aberopa forkortningslagen och dela bigge sidor med
produkten r - r3--74 (. Vi erhaller at(m = 1.

Dirmed har vi bevisat Eulers sats:

Sats 16.7 (Eulers sats). Ldt m vara ett positivt heltal och a vara ett heltal sadant
att SGD(a, m) = 1. Dd ér a®"™ =, 1, dvs. talet a®("™) — 1 iir delbart med m.
(-]
Eulers sats dr en uppenbar generalisering av Fermats Lilla Sats, for om
p ér ett primtal, ar ¢(p) = p — 1, och om dessutom p inte ér en delare till 4,
sd att SGD(a,p) = 1, s& ger Eulers sats att a”~! — 1 dr delbart med p. Detta
ar ju just Fermats sats.

Funktionen ¢(#) har en hel del intressanta och nyttiga egenskaper som
ar varda att ndmna.
a) ¢(n) ar multiplikativ, vilket innebar att om SGD(m,n) = 1sa ar

¢(mn) = ¢(m)¢(n).
1

b) ¢(n) = n- (1— —),
s

p primtal
dir produkten [ | rikans alltsa for alla primtalsdelare p till .

Den multiplikativa egenskapen a) foljer direkt fran formeln b). Att ge ett
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bevis for b) ligger dock lite 6ver vara ambitioner har*. Sjilva formeln b) ger en
elegant metod for att rdkna ut virdet pa ¢(n). For att till exempel bestimma
¢(12) finner vi tolvans primtalsfaktorer, vilka dr 2 och 3, och diarmed ar

o -2 (1-2) (1-2) - L2 o

Vi avslutar detta avsnitt med tva exempel pa tillimpningar av Eulers sats.

Exempel 16.6. Visa att det finns odndligt mdnga tal n for vilka ¢(n) dr ett
kvadrattal.

1
Léosning: Betrakta n = 22! for k > 1. Da ar ¢(n) = 2%+ 3= 2%k =
2
(2% ®

Exempel 16.7. Bestim ett tal k sadant att talet S = 1+ 9 + 9% + - + 9% Gr

delbart med 35.

k+1

Losning: Observera att S = (summa av en geometrisk talfoljd).

4
Dirmed dr 8§ = 9%*! — 1. Vidare dr ¢(35) = 35 - =

SGD(9,35) =154 dr, enligt Eulers sats, 9** — 1 delbart med 35.
Det ricker alltsa att ta k = 23. -]

= 24, och eftersom

N

16.6 Kinesiska restsatsen

I ett av de tidigare kapitlen behandlade vi linjdra ekvationssystem och i ett
annat behandlade vi 16sningar till linjara kongruenser av typ ax =,, b. Nu ska
viistillet titta pé linjdra system av kongruenser. Vi borjar med ett enkelt exem-
pel som ar hamtat fran en kinesisk bok skriven f6r cirka 1600 ar sedan, och
for Gvrigt pa ett mycket overtygande sitt demonstrerar att galna talentusiaster
tidigt dok upp dven pa andra stillen dn i det antika Grekland.

Exempel 16.8. Bestdim alla tal som ger restermen 1 vid division med 3, restter-
men 2 vid division med 5 samt resttermen 3 vid division med 7.

4 Egenskapen kan till exempel bevisas med hjélp av Kinesiska restsatsen, eller kombinatoriskt
med hjilp av Inklusion-Exklusionprincipen, och finns i de flesta larob6cker i talteori.
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Vi vill alltsd 16sa foljande system av kongruenser

x =1(mod3)
x =2 (mod5)
x =3 (mod?7).

Systemet ser enkelt ut, men hur gér det till att 16sa det? For att fa svaret pa
den sortens fragor, 16sning av ett system av linjira kongruenser, gir vi tillbaka
till ett verk fran ar 1247 av den kinesiske matematikern Chin Chiu-Shao. Han
visade nimligen foljande sats:

Sats 16.8. Ett linjirt system av kongruenser x =, a;, 1 < i < k, ddr
SGD(m;, mj) = 1for i # j, har en entydig losning modulo mymy---my.

Bevis. Viskabevisa satsen i tva steg. I forsta hand ska vi konstruera en 16sning
till systemet och sedan ska vi bevisa att denna 16sning 4r entydig.
Konstruktion av en losning:

Lat M = mym,---my och lat M; = mM tori =1,2,.., k. Uppenbart ar M;
delbart med m; for alla j # i. Dessutom observerar vi att SGD(M;,m;) =1
for varje i.

Den sista observationen, tillsammans med Sats 7.5 ifran kapitel 7, med-
for att kongruensen M;y; =,,, 1 har en entydig l6sning y;, som faktiskt &r
multiplikativ invers til M; modulo m;.

Vi ska visa att x = a;Myy; + a; My y, + - + ap My yy dr en 16sning till det
givna systemet.

For varje 1< j < k har vi ndmligen att
k k k

X = Za,-Miy,- =ajM;y;+ Z aiMiyi=m; aj-1+ Z a;i-0-y;i=0+a;=

i=1 i=1,i%j i=Li%]
ﬂj.

Losningens entydighet modulo M:

Nu nér vi har visat att x dr en 10sning sa ska vi visa att x dr entydigt
bestimd modulo M.

Antag att xq och x; ar tva l6sningar till systemet. Vi méste visa att xo =5 x;.

Eftersom bdde xq =,,; a; och x; =, a; s& ir m; en delare till xo — x;, for
allal < j<k.
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Dirmed ar M en delare till xq — x;, vilket innebdr att xq =pr x;. -]
Med hjilp av satsen ovan kan vi nu 16sa véar uppgift i Exempel 16.8:

Lésning: Eftersom m; = 3, m, = 5 och m3 = 7 ar parvis relativt prima har

systemet, enligt Kinesiska restsatsen, en entydig16sning. Viharda M = 3.5.7 =

M 105 M 105 M 105
1050chM; = — =—=35My,=— = — =2lochM3; = — = — =15.
m 3 my; 5 ms 7

Nu soker vi losningar y;, y, och yj till

35y =1(mod3)

2ly, =2(mod5)

15y; =3 (mod?7).
och far y; =5 2, y; =5 1 samt y3 =7 1. Enligt Kinesiska restsatsen, ar ddrmed
x=p (1-35-2+2-21-1+3-15-1=157 = 52.

Foljaktligen 4r 52 den entydiga losningen av systemet modulo 105. Den
allménna 16sningen dr darfor 52 + 105k, for alla heltal k. -]

Ytterligare tva, lite svarare exempel.

Exempel 16.9. Bestim x sd att 17x =514 3.

Lisning: Eftersom 210 =2-3-5-7, dr den givna ekvationen ekvivalent med
systemet av kongruenser

17x =3 (mod?2)
17x =3 (mod 3)
17x =3 (mod>5)
17x =3 (mod?7).

Vi reducerar forst systemet till:
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x =1(mod?2)

x =0 (mod3)
x =-1(mod5)
x =1(mod?7).

(Noteraatt17x =53 <= 2x =53 < 6x =59 < x =54 <—

x=5-loch17x =, 3 <= 3x=;3 < x=,1)
. 210
Vihar my = 2,my = 3,m3 = 50chmy =7, M} = — =105, M, =

2
210 210 210
5 =70, M3 = = = 42 och M, = - = 30. Vi behover alltsa 16sa

kongruenssystemet

105y; =1(mod?2)
70y, =1(mod3)
42y; =1(mod5)
30y, =1(mod7)

som enkelt reduceras till

y1 =1(mod2)
¥2 =1 (mod 3)
2y; =1(mod5)
2y, =1(mod7)

ochvifar y; = y, =1, y3 = 3, y4 = 4. Ddrmed 4r 16sningen x =1-105-1+0-
70-1-1-42-3+1-30-4 =105-126 +120 = 99 =519 99. (-]

Exempel 16.10. Visa att for varje positivt heltal n existerar ett positivt heltal
N sadant att inget av talen N + 1, N + 2, ..., N + n dr en primtalspotens.

Losning: Tricket hér dr att fa alla tal N + k, for k = 1,2, ..., n, delbara med tva
olika primtal. Lat darfor py, pa, ..., P2, vara olika primtal. Kinesiska restsatsen
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garanterar existensen av ett heltal N sadant att p; p, delar N + 1, p3p4 delar
N +2, ..., pan-1p2n delar N + n, och dirmed kan inget av talen N + 1, N +
2,...., N + n vara en primtalspotens. -]

16.7 Hemuppgifter
Uppgift 16.1 *** Visa att varje dkta delare’ till ett perfekt tal ar defekt.
(L)

1
Uppgift 16.2 ** Visaatt® >  — = 2 om och endast om 7 ir ett perfekt tal.
k|n

L)

Uppgift 16.3 ** Lit n = 2P71(2” — 1) vara ett perfekt tal. Bestim produkten

H d av alla delare d till n.
dln

Uppgift 16.4 *** Visa att inget perfekt tal 4r en primtalspotens, dvs. ir inte
pa formen p* for nagot primtal p och heltal k > 1.

@)
Uppgift 16.5 * Visa att inget Fermattal Fe,, ar ett kvadrattal.
Uppgift 16.6 * Visa att inget Fermattal Fe, ar en tredjepotens av ett heltal.

Uppgift 16.7 ** Visa att sista siffran i Fermattalen Fe,,, n > 2, alltid ar 7.
(L)
5 Talet k dr en dkta delare till talet n, om k ar en delare till n och1 < k < n.

6 Symbolen k|n definierades i kapitel 6 och betyder att k &r en delare till n.
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Uppgift 16.8 ** Bestdm alla primtal p och g for vilka talet pq ar defekt.

Uppgift 16.9 ** Bestam alla Fermattal Fe, som kan framstillas som en
summa av tva primtal.

L)

Uppgift 16.10 * Lét p vara ett primtal. Vilken ar resttermen da man dividerar

p-1
> kP med p?

k=1
p-1

Uppgift 16.11 * Lat p vara ett primtal > 2. Visa att talet ) k” dr delbart med
k=1

p-

Uppgift 16.12 ** Avgor om ett
a) 100-siffrigt tal A = 11...11 &r delbart med 101,

b) 257-siffrigt tal B = 22...22 dr delbart med 257.

L)

Uppgift 16.13 *** Visa att till varje primtal p finns det ett positivt heltal n
sddant att talet a,, = 3" — 5" + 15" — 1 4dr delbart med p.

L)

Uppgift 16.14 ** Lat p och q vara tva olika primtal och 14t a vara ett positivt
heltal. Visa att A = a1 — a? — a9 + a 4r delbart med pgq.

L)
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Uppgift 16.15 ** Lat p och q vara tvé olika primtal. Visa att talet B = p? +
q? — p — q ar delbart med pq.

Uppgift 16.16 ** Visa att 23 ir en delare till alla heltal n'** — 1 sddana att 23
och n &r relativt prima.

Uppgift 16.17 * Vilken restterm far man da 5" divideras med 59?

Uppgift 16.18 * Lat p vara ett primtal och a, b tva icke-negativa heltal. Visa
attom af =, b’ sidra =, b.

Uppgift 16.19 ** Lét p och g vara tva olika primtal. Visa att p?~' + ¢! =,, L.

Uppgift 16.20 ** Lit p och g vara tvé olika primtal. Visa att p9 +g* =,, p+q.

Uppgift 16.21 ** Lat p vara ett primtal. Visa att p dr en delare till ab? — afb
for alla heltal a och b.

Uppgift 16.22 *** Lét p vara ett primtal. Visa att det finns odndligt manga
positiva heltal n sddana att p ér en delare till 2" — n.

L)

Uppgift 16.23 * Visa att ¢(666) =6-6 - 6.

Uppgift 16.24 * Visa att om ¢(n) = n —1sd dr n ett primtal.
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Uppgift 16.25 *** Avgor for vilka positiva heltal #n som
a) ¢(n)édrudda?

b) ()=
¢) ¢(n)érendelaretill n?
(L)

Uppgift 16.26 ** Visaatt 1+ 11 +11% + -+ + 11*! =5, 0.
Uppgift 16.27 * Visa att ¢(n?) = n¢(n).

Uppgift 16.28 * Visa att det finns oandligt manga n siddana att ¢(n) ar delbart
med 10.

Uppgift 16.29 ** Lat n vara ett positivt heltal. Vilka ar mojliga resttermer da
n'%? divideras med 125 ?

ett heltal.

Uppgift 16.30 * Visa att for ett primtal p &r W

Uppagift 16.31 ** Lat p vara ett primtal. Bestdim »_ ¢( »5).
k=0

Uppgift 16.32 ** Vilket dr det minsta n > 5000 sadant att 2|n, 3|(n + 1),
5(n+2),7|(n+3)och1l|(n+4)?

Uppgift 16.33 ** Vilket dr det minsta positiva heltalet n som ar sddant att 3|,
4|(n+1),5|(n+2),7|(n+3)och1|(n+4)?
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Uppgift 16.34 *** Vilket dr det minsta positiva heltalet n som ar sddant att
22|n, 3%|(n +2),5%|(n +3), 11%|(n +5) 2

@)

Uppgift 16.35 *** Visa att det finns 2016 pa varandra f6ljande heltal, saidana
att vart och ett dr delbart med en tredjepotens av négot heltal > 1.

L)
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