Kaj B Hansen och Taeda Jovicic

Grundlaggande logik

Losningsdel

& Studentiitteratur

Kapitel 2: Losningar till 6vningarna pa s 38-40

2-6.1
(@) (Av (B¢ —A))iren formel.

BEVIS:
(1) A och B ir formler
(2) Adren formel  (*enligt (1)*) = —A ir en formel

enligt (F1)

(F2)

(3) B och —A ar formler (*(1) och (2)*) = (B <> —A) ér en formel (F3)
(4) A och (B <> —A) ér formler (*(1) och (3)*) = (A v (B <> —A)) dren

formel
(b) Konstruktionstrad: A F1)
\
(F1) B —A (F2)
(F1) A (Bo—A) (F3)
(AV(B > —A)) (F3)
2-6.2
(@) —((—A AB)—> (A > —C)) ér en formel.
BEVIS:
(1) A, B, C dr formler (F1)
(2) (1) = —=A, —C ér formler (F2)
(3) (1) +(2) = (—A A B) ér en formel (F3)
) (1) +(2) = (A «> =C) ar en formel (F3)

(5) (3) +(4) = ((=A A B) > (A > —C)) éir en formel (F3)
(6) (5) = — ((—A AB) > (A > —C)) éiren formel  (F2)

(b) Konstruktionstrad:

(F1) A [¢
\ \
(F2) —A B A -C
—_— _
(F3) (=A AB) (A <> —C)
(—A AB) S (A > —C))

—((—=A AB) > (A & =C)

(F3)

(F1)

(F2)

(F3)

(F3)

(F3)

2-6.3
(a)

(b)

()

(i) Identifiera de atoméra satserna:
K: Det finns 2 karameller.
D: Det finns 3 som ska dela pa dem.
F: Alla kan fa en karamell.

(ii) Ersétt atoméra satser med sats-parametrar:
(1) OmK ochD, s inte F

(iii) Sats (1) ér en villkors:
(2) KochD—inte F

(iv) Antecedenten i (2) r en konjunktion:
(3) KaD->inteF

(v) Konsekventen dr en negation:
4 KAaD—>-F

KAD——F

(i) Identifiera de atoméra satserna:
F: Det ar fredag idag.
L: Det ér 16rdag idag.
S: Det dr sondag idag.
(ii) Ersétt atomdra satser med sats-parametrar:
1) F eller L men inte S
(* “definitivt” ar forstarkande och saknar logiskt betydelse*)
(iii) Anvind "top down” pé (1): “men” ar huvudoperator och &r ett
konjunktions tecken:
?2) Feller L Ainte S
“eller” anger disjunktion, “inte” negation:
(3) (FvL)A—S
. (FvL)A=S

(i) Identifiera de atomira satserna:
M: Gumman ér inne.
B: Gubben r inne.
(ii) Sdtt in sats parametrar:
(1) Nir M sa inte B. B endast om inte M.
Jag har antagit att en person ar ute <> han inte &r inne. D4 kan
‘Gumman/gubben ér ute’ uppfattas som negationen av

‘Gumman/gubben ér inne’. Ett alternativ &r att ha 4 olika atoméra

satser.
(iii) Anvind "top down™:
(1) dr en konjunktion. Punkt anger hér konjunktion.
(2) Nidr M sé inte B A B endast om inte M.
”Nér -- sé -- 7 dr ett implikationskonnektiv:
(3) (M — inte B) A (B endast om inte M)
”-- endast om --” anger implikation (se minilexikonet, s. 26-27):
(4) (M —>inte B) A (B - inte M)
Vi ersiitter ”inte” med —:
&) M—->-B)A(B—->-M)
- (M > —B) A (B> —M)

(d) O: Det blir ordning pa ekonomi.
S: Vi borjar spara.

Sitt in satsparametrarna:

(1) ska enligt §3.9 (5) formaliseras:
—~S—> -0 cellerO—S
=S —> =0
eller
L 0->8

2-6.4
(a) (i) Identifiera de atoméra satserna:
F: Vi kan forverkliga afférsidén.
K: Vi har tillréckligt stort eget kapital.
L: Vi kan lana i banken.
(ii) Satt in sats parametrarna:
1) Inte F, om inte antingen K eller L
(1) dr en implikation:
2) Inte antingen K eller L — inte F
Efterledet r en negation, liksom forledet:
3) —(antingen K eller L) - —F
Slutligen ersitts ‘eller’ med “v’:
4 —(KvL)>-F
—~(KvL)—>—F

(b) (i) De atomira satserna:
P: Du har pengar att betala med.
C: Du har check att betala med.
K: Du har kontokort att betala med.
S: Vi kan silja varan till Dig.
(ii) Sétt in parametrarna:
1) Om varken P eller C eller K, sa inte S
(1) ar en implikation:
(2)  Varken P eller C eller K — inte S
Forledet kan formaliseras:
3) —(PvCvK)—inte S
Eferledet dr en negation:
4 —(PvCvK)—>-S
- (PvCvVvK)—>-S
Alternativ:
—PA-CA—-K—>-=S

(c) (i) I stéllet for satsparametrar anvénder vi vanliga matematiska symboler:

ax b>0:ab ir storre dn 0.
a>0:astorre &n 0.
b>0:b storre dn 0.
a < 0: a mindre &n 0.
b < 0: b mindre &n 0.

(ii) Skriv om satsen




(1) axb>0omochendastoma>0ochb>0,ellera<0ochb<0.
Sats (1) r en ekvivalens:

2) axb>0<>a>00chb>0,ellera<0ochb<0

Andra ekvivalensledet dr en disjunktion:

3) axb>0>(a>00chb>0)v(a<0ochb<0)

Ersitt ‘och’ med ‘A’

4 axb>0@>0Ab>0)v(a<0Ab<0)

LOSNING: axb>0c(@>0Ab>0)v(a<0Ab<0)

(5) SA=F > (=A - =U)

LOSNING: S A —F — (=A — —U)

Alternativ: —A — (S A =F — =U)
Det dr ocksa mojligt att uppfatta ‘ingen annan gor det at mig’ som en atomér
sats:

I: Ingen annan gor det 4t mig.
Ersitt ‘—A’ i de tre formaliseringarna med ‘T’, t. ex.
SA=F = (I->-U)

(d) (i) De atomira satserna:
E: Man kan eliminera parentesparet kring en konjunktion. 2-6.5
N: Konjunktion dr negerad. (i) Identifiera de atomdra satserna. Vilj satsparametrar.
D: Konjunktion ingar som led i en disjunktion. V: Vakten far anvinda vald.
(ii) Sdtt in parametrarna: I: Vakten ingriper.
) E sé vida inte antingen N eller D R: Risk for skadegorelse foreligger.
Sats (1) 4r en implikation: A: Vakten ér angripen.
2 Inte antingen N eller D - E M: Vakten har forst givit muntlig varning.
Antecedenten dr negation av en disjunktion: (ii) Satsen kan nu skrivas:
3) —~(NvD)>E Ett nddvandigt villkor for V dr R om inte I, och forutsatt att inte A, sa V
—~(NvD)>E endast om M; A ar en tillrdcklig forutséttning for V.
(iii) Satsen dr en konjunktion med 3 led:
(e) (i) Satsparametrar: (1) Ett nddvandigt villkor for V dr R om inte 1.
S: Forsta symbolen dr en satsparameter. (2) Forutsatt att inte A, sd V endast om M.
N: Férsta symbolen ir *—’. ) (3) A dren tillricklig forutséttning for V.
V: Forsta symbolen &r (‘. (iv) Analysav (1):
P: Sista symbolen &r en satsparameter. (1) &r en implikation:
H: Sista symbolen ar <)’ V — (R om inte I)
(ii) Sitt in parametrarna: Efterledet dr en implikation med negerat forled:
) S eller N eller V, och P eller H 1) Vo (=I->R)
Sats (1) dr en konjunktion: Ett alternativt sitt att tolka (1) ar:
2) Seller Neller V A P eller H —I — (R dr ett nddvindigt villkor for V), som formaliseras:
Biéda konjunktionsledena ér disjunktioner: 1) =l->(V->R)
3) (SVNVV)A(PvH) (17) och (1”’) kan m h a sanningstabeller visas vara satslogiskt ekvivalenta.
LOSNING: (SVNvV V)A(PvH) (v) Analys av (2):
(2) dr en implikation med negerat forled:
[63) (i) Satsparametrar: —A — (V endast om M)
S: Banken stéinger kl. 17. Efterledet ar en implikation:
F: Jag far ledigt frén jobbet ' timme. 2) -A->(V-oM
V: Bankirendet blir utrittat. (vi) Analys av (3):
A: Nagon annan utrittar drendet at mig. (3) dr en implikation:
(ii) Sétt in satsparametrarna: 3) A->V
(1) Om S och inte F, sé inte U forutsatt att inte A (vii) Konjugera (17), (2°), (3”) ger losningen:
(iii) Satsen ar en implikation: VoEI>RY)ACAS(VoOM)A(ASYV)
2) S och inte F — inte U forutsatt att inte A
Antecedenten &r en konjunktion:
3) S Ainte F — inte U forutsatt att inte A 2-6.6
Konsekventen &r en implikation: (a) ((A A—=B)) v (-A AB))
(4) S A inte F — (inte A — inte U) LOSNING:
Ersiitt ‘inte’ med ‘—’: Det yttre parantesparet kan elimineras enligt Regel 1:
5 6
(AA—B)Vv(-AAB) A B |(AA=B)v(=AAB)
Parantesen kring A A —B kan inte elimineras: S S FF|F|F F
(1)  AA-Bv(-AAB) S F SS|S|F F
eftersom (1) ar tvetydig mellan F S FF |S|S S
(1) (AA=B)v(-AAB) F F FS |F|S F
och
(1)  AA(=Bv(—-AAB)) © (B>A)>-B)A(A—>B)
Av samma anledning kan parantesen kring —A A B inte elimineras. LOSNING:
LOSNING: (A A —B) v (=A A B) A B |[(B>A)>-B)A(A>B)
S S S FF|F| S
(®)  (AvVB)vCO)>(A->B)AC) S F S SS|F| F
LOSNING: F S F FF|[S| 8
Yttre parantesparet tas bort enligt Regel 1: F F S S SIS S
(1) (AvB)vO)—>(A—>B)AC)
Parantesen kring forledet elimineras (Regel 3):
2) (AvB)vC—>(A—>B)A0) 2-6.8
Parantesen kring efterledet slopas (Regel 3): (AvB)<(A—>B)—>B
3) (AVB)VC—>(A—>B)AO) - (A B)& (AA—B)v (-A AB)
Parantesen i (A v B) kan elimineras enligt Regel 2: -A < (B—>A)—>-B)A(A—>B)
“) AvBvC—>(A—->B)AC
Parantesen i (A — B kan inte elimineras till BEVIS:
5) AvBvC—>A—->BAC Vi sitter upp en gemensam sanningstabell for A v B, = (A <> B) och —A
eftersom det blir oklart om det ar forsta eller andra forekomsten av ‘—’ som &r A B |AVB |- (A©B) | -A
huvudoperator. S S S F S F
LOSNING:AvBvC—(A—>B)AC S F S S F F
F S S S F S
(©  (((AvB)A(B—C)AC)«>—B) F _F Fl IIFl S S
LOSNING:
Yttre parantesparet tas bort (Regel 1) Vi ser att sanningstabellerna 6verensstimmer med tabellerna for formlerna i 2-6.7 (a)-
(1) ((AvB)A(B—>C)AC)o>—B (©).
Paranteser kring forledet tas bort (Regel 3):
2) ((AvB)AB—-C)ACw—B
I((A v B) A (B — C)) kan yttre parantesparet slopas (Regel 2): 2-6.9
&)} (AvB)A(B —>C)AC < —B (a) (AAB)ACESAABAC
Svar: (AvB)A(B—>C)AC <> —B BEVIS:
A B C [(AAB)AC [AABAQ)
S S S S S| S
2-6.7 S S F S F F
(a) (A—>B)—>B S F S F F F| F
LOSNING: s F F FIF F| F
F S S F F F| S
SA;B(AS_)B;B Fs F| F[F F| F
S F F S F F S F |F F| F
F S S S F F F F F F| F
F F S F . .. " .
Sanningstabellerna 6verensstimmer rad for rad.
® (L%QN]?GV (GAAB) ® (AvB)vC&AvV(BVC)

Aven (A v B) v Coch A v (B v C) har samma sanningstabell:




Kapitel 3: Losningar till 6vningarna pa s 74-78

A B C |[(AvB)vC |[Av(BVvO)
S S S S IS S| S 371
S S F S |S S| S (a), (b), (c): Vi upprittar n bell for (a), (b), (¢):
S F S S IS S| S A [A>5A [AVAO©A |[(A>-A)>—A
S F F S IS S| F S S S |S F F [S|F
F S S S S S| S F S F |S S S |IS|S
F S F S S S| S
F F S F S S| S (d), (e), (g): Formlerna har enbart S i sanningstabellerna:
F F F F_|F F| F A B |-A5(A->B) |[B>(A>B) [(A>BA-B)o-A
S S |F|[S S S S F F FI[S|F
S F |[F [S F S F F F S|S|F
2-6.10 F s |s|s| s s| s S F F|S|s
Acller; B (AvB)A—(AAB) F F |S|s| s S| s S FS|S|S
BEVIS:
A B |Aecller;B | (AvB)A—(AAB) (f), (h): Formlerna (f) och (h) har enbart S i tabellerna:
S S F S |F[F S A B C |[A>BVvB->0 |A5BoO)©AABSO
S F S S |[S|S F S S S S S S S S S S
F S S S |S|S F S S F S |S| F F F S| S F
F F F F |FIS F S F S F [S| S S S S| F S
S F F F [S| S S S S| F S
F S s S [S| S S S S| F S
2-6.11 F S F S S F S F S F S
AoBo(ASBABoA) F F S S |S| S s S S| F S
BEVIS: F F F S S S S S S F S
A B |[AoB |[(A5B)AB-oA)
S S S S |Ss| S 372
lS: ls: E l; Il:: IS_- (a), (b) Av tabellen framgar att (a) dr kontingent; (b) &r tautolog
F F S s |[s| s A B C |AAB>BAC |AAB-HBvVC
S S S S| S S|s| S
S S F S |F| F S|s| S
S F S F |S| F F |S] S
S F F F |S| F F |S| F
F S S F S| S F S| S
F S F F S| F F S| S
F F S F S| F F S| S
F F F F |S| F F |S| F
komtlgent ta:olog
(c) Av tabellen ser vi att (c) dr en kontradiktion
A B |[(AABO A (AA—B)
S S S S F| F F
S F F F F| s S
F S F S F| F F
F F F S F F S
kontradiktion
9 10
A B C |AABVO [(AAB)V(AAO
3-7.3 S s s S| s B S
(a) Vi anvinder bell metoden: S S F sl s S s| F
A B |[A-B |-B |-A S F S S| S F |S| S
S S S F F S F F F| F F F| F
S F F S F F S S F| S F F| F
F S S F S F S F F| S F F| F
F F S S S * F F S F| S F F| F
Rad 4 dr den enda déir bdde A — B och —B ir sanna. Dir far dven —A virdet F F F F| F F |F| F
S.
A5 B,-BE —A Sanningstabellerna ér rad for rad identiska.
® A->BBo>CEASC ®)  ~(ArB)e-Av-B
BEVIS: BEV!S'
Vi anvinder snabbmetoden: Sanningstabell metoden:
A B [—(AAB) [-Av-—B
A->B, B>C = A-C s s I[F] s F IFF
SSS s@ F S FF s F sl F Flsls
F S || F S |[S|F
F_F |S| F S IS[s
) A©BEAACOBAC
BEVIS: (©) —-(A>B)<AA-B
Sanni bell metoden: A B [-(A>B) [Ar—B
A B C |AoB |AAC©OBAC S S F] S F| F
S S S S S S S * S F S| F S| s
S S F S F S F * F S F| S F| F
S F S F S F F F F F| S F| S
S F F F F S F
Fss E F F S @ AoBoCsA6BO)
F S F F F S F BEVIS:
F F S S F S F * Detta ér ett fall dér det ér ldttere att anvinda sanningstabeller dn
F F F S F S F * snabbmetoden.
A B C |AoBoC |[AoBO
I de rader dir A <> B har S, dvsraderna 1,2, 7, 8, faraven AAC < BAC S S S S S S S
virdet S. S S F S Fl F F
S F S F F F F
d (A->B)A(C>D)FAvVC—->BvD S F F F S S S
BEVIS: F S S F F| F S
Snabbmetoden: (A—» B)A(C—>D)FAyC—>BvD F S F F S S F
FSFS FSF F(S)FFFFF FES S s S F
F F F S F F S

Det dr omdjligt att ha premissen sann samtidigt med att konklusionen ér falsk.

3-74

(a) AABVCO) <= (AAB)V(AAC)
BEVIS:
Sanningstabell:

Formlerna har samma sanningstabell. (* (d) visar att <> &r associativ. *)

€ AVB5Co(A>COABoC)
BEVIS:
Snabbmetoden:

= AVB5CE (A>COAB-oO)




FSSSE FSFFSFF d A->B-oC = (A->B) >(A-C)
SSFSF SFF F FSF LOSNING:
SSSSE SFFFSFF Sannings tabel:
A B C |A B A > B A
(* De tre raderna bestédms av de tre olika sitten att ge (A — C) och (B — C) S S S : { ; 6 ¢ Z ) : ( Z ©
sanningvirden givet att (A — C) A (B — C) :s virde ér F. *) S S F F F S F F
AvB5C E (A>CAB-C) S F S s| s F |s| s
S F F S S F S F
< (A>CAB-C) = AvB-C F S S S| s s |s| s
FSFSFESF FSFFF F S F1|s F S |Is| S
F F F S S S S S S
. F F F S S S S S
(A>COAB->C) E AvBoC
Premiss och konklusion ér ekvivalenta.
375 (d) giller
@  =ASB)vVA©-B) © @A->B)5A>C) F A>BoC)
LOSNING: LOSNING:
Snabbmetoden: 08 G: . . .
. Tabellen for (d) visar att premiss och slutsats dr ekvivalenta.
F (A>B)v (A< -B) (e) giller
SFF FSEFE SF
> ® A->-BBvC,CoA E AVC
= (A—>B)v (A< -B) LOSNING:
Snabmetoden:
b A->B->CE (A>C->C A—>-B, BvC, C>A £ AVC
LOSNING: FSFS SSF FSF FFF
Sanningstabell:
A B C |(A->B)—>C |(AO)>C Motexempel: V(a) = V(C) =F, V(B) =S
S S S S S S S () géller inte
S S F S |F F |S| *
S F S F [S S | (g (AAB)V(BAC)&(A>C)A(-A—>BvO)
S F F F [s F |S LOSNING:
F s s S S S S Snabbmetoden:
F S F S |F S |F =: (=AAB)V(=BAC)=(A—>C)A(=A—>BVvC)
F F S S IS S IS SFFF SSFFF FSF F SFFFFF
F F F S |F S |F FSF S FF SFF F FSS F
S SFFFSFF F
Vi ser att
= (b) giller. I varje rad finns en delformel som fér tvéd olika sanningsvirden
L (GAAB)V(EBAC) = (A—>C)A(-A—>BVO)
(c) A->C->C F (A>B)»C
LOSNING: < (A5>CA(-A>Bv(C)=(-AAB)Vv(-BAC)
Rad 2 i sanningstabellen under (b) visar att FS F SSFSFEF SF FF F SFF F
. (c) giller inte. SS S SFS SSSS FSFS F FSF S
Motexempel: SS F SFS SFFF FSFF F SFF F
Va(A)=V,(B) =8, Vo(C) =F PR
Raderna 1 och 3 4r oméjliga vérderingar; men rad 2 ger ett motexempel
Va(A) = Vy(B) = Vo(C) = S
13 14
(A>C)A(=A> BV C) F#(-AAB)v (=B A C)
(g) giller inte ) AABH>Ce(A->C0)v(B-0)
(* Mark att det récker att ekvivalensen inte giller i en av de tvé riktningarna LOSNING:
for att ekvivalensen ska vara ogiltig. Mérk att bland de sex rader vi har Av sanningstabellen som foljer framgar att
studerat dr det bara en som ger motexempel. Det ricker med ett enda 3-7.5(j) giller.
motexempel for att en konsekvensrelation inte ska gélla. *) Sanningstabell:
A B C [AABoSC [A>Qv(B—oO)
() AVB->Co(A->B)v(A—O) S S sTs s Is| s
LOSNING: S S F S| F F F| F
Vi tillampar snabb metoden: S F S F| S S S S
=: AVB-5CEMA-SBV(A-O) S F F El'S S Is| s
SSFSF SFFFSFF F s s F|'s S |S| S
F F S F F| S S S| F
o F F S F| S S S| S
AvB->C E(A->B)v(A->C) F F F Fl s S S S
< (A->B)VA->C FAVB-C k) AvB-5>Co(A->OAB-O)
SSS SSF F SSSF F LOSNING:
SEFF SSEF SSFF F Sanningstabell:
FSS SFSF FSSFF A B C [AVBoC [A>OAB-O)
S S S S| S S| S S
I}ad 1 ger motexempel: Vi(A)=V(B)=S,V(C)=F S S F sl F F F
Aven rad 3 ger motexempel: V3(A) = V3(C) =F, V3(B) =S S F S sl s s| s s
(A~>B)v(A~>C)7(AvB~>C ]? PS: g 2 g }; ]; 2
h) giller inte.
(b) gller inte F S F s| F s| F F
(i) AvB5C&(A->C)v(B-0) E g g g 2 2 Z 2
LOSNING:
Sanni bell:
A B C [AABoC [(A5Ov(B—oO) 3-7.5 (k) gller.
S S S S S| S S| S
S S F S |F F F F
S F S| F s s [s| s 376
S F F F s F |s| s (a) Om — inte forekommer i formeln A, s& har A minst ett S i sin sanningstabell.
F S S F |S S |Is| s BEVIS:
F S F F |S S S F Di A #r uppbyggd enbart av atomdra satser, paranteser och konnektiven A, v,
F F S F S S |S| S —, «>. Lat V vara den virdering s. a. for alla atoméra satser (satsparametrar)
F F F F |S S S S B, V(B) = S. Vi visar med induktion 6ver A:s ldngd att V(A) = S.
A atomir: Da V(A) = S enligt definitionen av V.
Vi ser att A=BAC)L=BvCO.=B>Cecller=(B&C):
AvBoCE(MA—C)v(B-C) Enligt induktionshypotesen har vi V(B) = V(C) = S. Forsta raden i
medan ‘sannmgstiibellen for A, v, >, resp. <> ger V(A) = S. |
B C |BaC BvC B->C BoC
A>COvB->COFAVBSC EsTs S < 5
Motexempel: L . .
(b) Har A alltid minst ett F i sin sanningstabell?

V4(A) =8, V4(B)=V4(C)=F
Vs(A)=Vs(C) =F, Vs(B) =S
3-7.5 (i) géller inte

Svar:
Nej. Lattex. A=B—>B




B |[Bo»B
S S
F S

o (AA—B)o (CA-D) (SE 19)

Alternativ:
—(A— B)© (CA-D))

=3 (A —>B)«<> —(CA-D) (SE 25)
3-7.7 = (A—>B) (=Cv—==D) DeMorgan, (SE 10)
(a) Formalisering: = (A->B)©o (-CvD) Dubbla negationen (SE 1)
Po>PHAI>T>Po>T)vI>F) (%)
(b) Vi anvinder snabbmetoden: 379
Po>PHAIST)>P>T)v(I>F) (a)  Skriv pi DNF och pa KNF (A — B) v (B - A)
SFFSSFF SFF FSFF LOSNING:
E (1) Sanningstabell:
A B |[(A>B)v(B-A)
Formeln (*) kan inte vara falsk. S S S S S
.. Formeln (*) dr en tautologi S F F S S
F S S S| F
(c) Tolka — i (*) som om-sa. Da ar (P — F) ock (I - T) sanna, medan (P — T) F F S S S
och (I — F) ér falska. Dérfor blir forledet i (*) sant medan efterledet ar falskt.
Alltsa dr (*) i denna tolkning — och dérmed den ursprungliga utsagan — falsk. Rad 1: A A B; Rad 2: A A —B; Rad 3: =A A B; Rad 4: -A A —B
Detta visar enligt var dsikt:
(1) ”—” 6verensstimmer inte till 100% med vanligt om-sa. (2) DNF:| (AAB)Vv (A A—=B)V(=A AB)V(—=A A—=B)
(2) Det finns ett fundamentalt fel i den formella logikens grundvalar.
Detta ska inte tolkas sa att den formella logiken ar virdelds av foljande skal: (3) KNF: Formeln ir en tautologi. Da (A — B) v (B> A) & A v —A
(i) Man kan i den formella logiken aldrig gé fran sanna premisser till en Svar:
falsk konklusion. (Se § 5.4 i Kapitel 4, § 6.4 i Kapitel 10 och Appendix
1)
(ii) ”—” far de flesta av om-sd:s egenskaper och speciellt den (b) Skriv pi DNF och pd KNF (A A B <> A) <> A A —B
grundldggande modus ponens-egenskapen A - B, A = B LOSNING:
(iii)  Foljande relation mellan — och om-sé kan bevisas: (1) Sanningstabell:
A — B irsann <> om A ir sann, s dr B sann. A B |[AABOA)©AA-B
S S S S F| FF
Saledes finns det en mycket néra relation mellan — och om-sa. Denna och S F FF Fl S8
motsvarande relationer for de 6vriga logiska operatorerna gor att den formella F s F s Fl FF
logiken blir en anvandbar modell for logiska slutledningar. F_F F_S F| FS
Formeln (*) ar en version av den materiella implikationens paradoxer.
Problem relaterade till dessa “paradoxer”diskuteras pa foljande stillen i (2) DNF: Formeln ér en kontradiktion:
Grundliggande logik: (AABoA) > AA-B<BA-B
Kap. 2, § 4.8; Kap. 3, § 1.6, § 2.19, 6vning 3-7.7, 6vning 3-7.16; Kap. 4, Svar:
§ 7.6-7.8; Kap. 8, § 4.5 och § 4.9; Appendix 3, 6vning 1-88 och &vning 2-18.
(3) KNF: Vi anvinder Metod 1 (§ 4. 15). Férmeln har F i foljande rader:
3-7.8 Rad 1: A v —B;Rad 2: ~A v B;Rad3: Av—-B;Rad4: AvB
(a) —(AvB—>BAOQ) Svar:
S (AvB)A=(BAC) (SE 19) (wAv-B)A(-AVB)A(AVv—-B)A(AVvB)
< (AvB)A(=Bv-0) De Morgan; (SE 10)
(b) - (A->B) (CA-D)) 3-7.10
o —(A > B)© (CA—D) (SE 24) (a) Skriv pa DNF och pa KNF: A <> (B < C)
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LOSNING: LOSNING:
(1) Sanni bell: (1) Sanningstabell:
A B C [AoBoO —~ (Ao BoO) A B C [(A5>BA(-A>BvO
S S S S S F S S S S |S|F S S
S S F F F S S S F S |S|F S S
S F S F F S S F S F |F|F S S
S F F S S F S F F F F|F S F
F S S F S S F S S S SiS S S
F S F S F F F S F S |S|S S S
F F S S F F F F S S |S|S S S
F F F F S S F F F S |FIS F _F
(2) DNF: (2) DNF:
Ao BoCharSi: Formeln har S i:
Rad 1: AABAC;Rad4: AA—BA—C; Rad1: AABAC;Rad2: AABA—C;Rad5: -AABAC;
Rad 6: ~AAB A —C;Rad7: =A A—=B A C Rad 6: ~AABA—-C;Rad7: =AA—-B A C
(AABAC)VIAA-BA-C)V(-=AABA-C)Vv(-=AA-BAaAC) (AABAC)VIAABA—-C)V(-AABAC)V(-AABA=C)Vv(-AA-BAaCQC)
(3) KNF (Metod 1):
(3) KNF (Metod 1): Formeln har F i:
Ao BoCharFi Rad3: —-AvBv—-C;Rad4: -=AvBvC;Rad8: AvBvC
Rad2: -A v —-Bv(C;Rad3: -AvBv-C;
Rad5:Av—Bv—C;Rad8: AvBvC GAVBV-OAAVBYOAAVBYO)
(—Av-BVvOA(-AVvBV-C)A(Av—-Bv-C)A(AvBvC)
3-7.11
(4) KNF (Metod 2): 58:  {=, v} ir fullstindig
Skriv forst — (A <> (B <> C)) pa DNF: BEVIS:
(A B CO)SAABA-C)V(AA-BAC) Enligt teorem 5.5, dr {—, A, v} fullstandig. Lét f vara en sanningsfunktion och
V(=AABAC)V(=AA—BA=C) A en formel som representerar f och utan andra konnektiv dn —, A, v.M h a
Di: ekvivalensen (SE 8): A A B & — (—A v —B) (De Morgan), kan alla
AoBoQO)S-[(AABA-C)V(AA-BACQ) forekomster av ‘A’ i A ellimineras. Vi har hittat en representation av f enbart
V(=AABAC)V(-AA—=BA-=C) termer av — och v.
&2 (AABA-C)A-(AA-BAC)
A= (=AABAC)A—(=AA—-BA=C) 5.9:  {—, >} ar fullstindig
(* De Morgan, (SE 11) *) BEVIS:
< (=Av—-Bv—-C)A(=Av—-—Bv-C) Lat A vara en representation av f's a A bara innehéller konnektiven — och v
A(==A V=BV —C)A(=AvV--Bv-—C) (Se Korollarium 5.8).M h a ekvivalensen (SE 13): A v B < —A — B, kan alla
(* De Morgan, (SE 10) *) forekomster av ‘v’ ellimineras s att endast konnektiven — och —
< (-Av-BvC)A(-AvBv-C) forekommer.
AAvVv-Bv-C)A(AvBVvC()
3-7.12
(=AV-BVOA(-AVBYV-OA(AV-Bv-C)r(AvBVC) Definiera —, A, v, = i termer av Sheffers streckfunktion /.
LOSNING:
A B |AB |[-A |A/A |AAB |(A/B)(A/B)
(b)  Skriv pa DNF och pa KNF: S S F |F F S F ‘s‘ F
(A->B)A(-A—>Bv(Q) S F S F F F S IF S
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F
F

mm
mw
[Z207%]
[Z2R7]
[Z207%]

F S S
S S

B | (A/A)(B/B) |A—>B |A/B/B)

F SF

RIS
v wlg
©w vl

[N e N
v mw

F
S
S

v wn
©wm»

Vi ser att

—-A & A/A

A AB & (A/B)/(A/B)
A v B & (A/A)/(B/B)
A — B < A/(B/B)

Idéer:

AB S — (A AB)

—A S (AAA) S A/A

A AB < — (A/B) < (A/B)/(A/B)

AV B — (=A A —B) < —A/-B < (A/A)/(B/B)
A — B —(AA—B) o A—B < A/(B/B)

3-7.13

Definiera / och { i termer av varandra.
LOSNING:

Vi jimfor tabellerna for / och V:

B [AB [AlB

(2NN 0]

F
F
F
S

RIS
LT w»n

Vi ser att:

Al B & — (-A/-B) 1)
A/B & — (AL —=B) ?)
A{Bo - (AVB)

Dirfor:

Ao (AVA)SALA (3)

Vi far nu:

A B & — (—-A/-B) (fran (1))
< — ((A/A)/(B/B)) (7.12)
< [(A/A)/(B/B)/[(A/A)/(B/B)] (7.12)
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A/B

3-7.14
(a)
(b)
(©
(d
(e)

(€3]
(h
(@
(k)

(U]
(m)

3-7.15
O]

2

& - (-A L -B) (fran (2))
< — ((AVA)(BIB)) (fran (3))
< [(AVANBIB)[(ALA)N(BIB)] (frén (3)

Objektspraket. Sann.

Metaspraket. Falsk. (Ldngd miits i antal bokstiver.)

Metaspraket. Sann.

Metaspraket. Falsk.

Metaspraket. Sann.

Objektspraket. Sann.

Metaspraket. Falsk.

Metaspréket. Falsk.

Objektspréket. Sann.

Metaspraket. Falsk.

Oppen formel, inte sats. Varken sann eller falsk.

Metaspraket. Sann.

Metaspraket. Att bestimma sanningsvirdet ar en knepig filosofisk fraga.
(* Satsen kan i predikatlogiken formaliseras: Vx (Px — Tx). Den kan
uppfattas som en odndlig konjunktion av satser som fas genom att i (Px — Tx)
sdtta in namn pa satser. *)

Vimaste skilja pa 3 nivaer:
Metasprék: Namn pd namn pa rationella tal ‘1/4°, <2/4°, ...

Objektsprak: Beteckningar pé rationella tal (brik) 1/4, 2/4, ...

Objekt: De rationalla talen

0 1

Brak &r beteckningar pé rationella tal och tillh6r objektspraket. MGN('x', 'y")
(* d v s minsta gemensamma namnaren for X och y *) dr alltsa en funktion
som avbildar ett par av beteckningar (objektspraksniva) pa ett positivt hel tal
(objektnivd), dvs

MGN (‘p/a’, “1/s") = px (q | x A s |x)

Funktionsuttrycket pix (...x...) betecknar det minsta positiva heltal som
satisfierar villkoret (...x...).'q [x' uttrycker att x dr jamnt delbar med q.
Omformulering av resonemanget:

(a) Definition: MGN (‘p/q’, ‘1/s’) = px (q ‘ XAS ‘ x) = det minsta positiva
heltal x som &r delbart med bade q och s.

(b)MGN (“1/2°,*1/3") =6
(cy) 12 =2/4 eller (cp) ‘1/2°="2/4

(d) MGN (“2/4°, *1/3°) = MGN (*1/2, *1/4) =6
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@) Kritik:

(i) Resonemanget (a) — (b) — (c}) — (d) dr fel dérfor att substitutionen ér galen.

Satsen
MGN (‘1/2°,“1/3")=6

tillhor metaspraket. For att utfora substitutionen behdver vi ett metasprakligt

identitetspastaende “1/2° = 2/4’.
Det har vi inte. Substitutionen under *’- tecknet ar fel.

(ii) I resonemanget (a) — (b) — (c,) — (d) r substitutionen korrekt, men
premissen (c;) r falsk.

3-7.16 Se Kapitel 2 "Conditionals and the Foundations of Logic” i
KB Hansen: Applied Logic. Acta Universitatis Upsaliensis: Almqvist &
Wiksell, Stockholm 1996.
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Kapitel 4. Losningar till 6vningar pa s. 112-116

4-8.1.
(a)

(b)

©)

(d)

(©)

()

AAB|-BvC

BEVIS:

(HAAB P

2B 1, (AE)
(3)AvB 2,(vI)

A->BB->CAL C
BEVIS:

(HA—>B P
@B—>C P
B3)A P
4B 1
5)C 2

AVB—>C,AAD| C
BEVIS:

()AvB—>C P
(2)AAD P
B3)A 2,(AE)
(4)AVB 3
5)C 1

AVB,B>C,—C| A

BEVIS:

()AVB P
@B->C P
(3)—C P
(4)—B 2
(5)A 1

—~AABvVC),A©B|- C
BEVIS:

(I)-AABvC) P
A ©B P
(3)—A 1, (AE)
4)B—>A 2, (¢>E)
(5)-B 3,4, MTT
(6)BvC 1, (AE)

nc 5, 6, Disj. Syll.

AVB,A>C,B—>CJ-C
BEVIS:
()AVB
@A>C P

=
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(3)B>C P

@C 1,2,3,(VE) 4-8.2.
@ A->B-OB>(A—>C)

(@ AABo-CBAD—->-C,BAD|-AAD BEVIS:

BEVIS: (HA—>B->C) P
(1)AAB&—C P HP
2)BAD——C P HP
(3)BAD P 1,3,(—E)
4)—C 2,3, (>E) 2,4, (>E)
5)-C—>AAB 1, (E) 3-5(>10)
(6)AAB 4,5,(>E) (NB—>(A->0) 2-6, (=I)
MA 6, (AE)
®)D 3, (AE) b AAB—>ClLA->B-C)
9)AAD 7,8, (Al) BEVIS:

(1)AAB—>C P

(h) AVB,B5>CAD,AvC—oEJE HP
BEVIS: HP
(1)AVB P 2,3, (Al
2)B—>CAD P 1,4, (>E)
B3)AvC—>E P 3-5, (=D
@A HP (1A — (B—>C) 2-6, (—I)
B)AvC 4, (vI)

6)E 3,5(—>E) (c) A->B->C)-AAB->C
(1)A—>E 4-6, (=1 BEVIS:
®)B HP HA->B->C0) P
9)CAD 2,8, (>E) (2)AAB HP
(10)C 9, (AE) 3)A 2, (AE)
(AvC 10, (vI) 4B 2, (AE)

12)E 3,11 (—E) 5)B->C 1,3,(=>E)
(13)B—E 8-12 (—E) ©C 4,5,(>F)
(14 E 1,7, 13, (VE) (HVAAB—C 2-6, (—I)

i) —-AAB—->CA->-D,DAAVB)|- C d AVB-SC{- A->OAr(B—>0)
BEVIS:

()-AAB—>C P AvB->C|- (A>CAB—-C)
2)A—>-D P BEVIS:
(3)DA(AVB) P (HAvB—=C P
4D 3, (AE) @A HP
(5)AvB 3, (AE) (3)AvB 2,(vD
(*Vi hiirleder —A.*) “C 1,3,(-E)
6) A HP 5ASC 2-4, (—1)
(=D 2,6,(—E) (6)B HP
8) L 4,7, (L) (7)AVvB 6, (vI)
9) —A 6-8, (<) @®C 1,7,(—>E)
(10)B 5,9, Disj. Syll. 9B->C 6-8, (—1)
(11)-AAB 9,10, (Al) (10)(A>C)A(B—>C0) 5,9, (AD)
12)c 1,11,(>E)

(A>C)AB—>C)AVB-C
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BEVIS: A HP
()(A>C)A(B—C) P (5)B 1,4, (—E)
2)AvB HP 6)C 2,5,(=F)
B)A>C 1, (AE) 7L 3,6, (L1)
4B—>C 1,(nE) (8) —A 4-7, (=)
5C 2,3,4, (VE)
6)AvB—C 2-5, (1) ()  —(AAB),A|- -B

BEVIS:

() A©BBoC [AC (1) ~(A AB) P
BEVIS: @A P
(DAoB P 3)B HP
2BeC P 4HAAB 2,3, (D)

—3A HP 6L 1,4, (LD
4HA->B L, (E) (6) -B 3-5, (=)
G)B>C 2,(eE)
6B 3,4,(>E) (© A->-Al —-A

Lmomc 5,6, (—E) BEVIS:
®)A—>C 3-7, (=) (HA—>-A P

—©C HP 2 A HP
(10)C > B 2, (<>E) (3)-A 1,2, (-E)
(I)B—>A 1, (&E) 4L 2,3, (LD
(12)B 9, 10, (>E) (5)—-A 2-4, (=)

11,12, (—E)
(14)C > A 9-13, (-E) d -A->AlA
(15)AeC 8, 14, (<) BEVIS:
1H-A—>A P

) BlA->B (2)-A HP
BEVIS: B3)A 1,2,(=E)
()B P L 2,3, (LD
2)A HP (G)A 2-4, (=E)
(3)AAB 1,2, (AD)

EL 3, (AE) () —-Al- A->B
5)A—>B 2-4, (-I) BEVIS:

(1) —A P

(& -AVvB]-A-B @A HP
BEVIS: (3)-B HP
()-AvB P 4) L 1,2, (11
2)A HP 5)B 3-4, (=D
(3)—A 2, Dubbl. Neg. (6)A—>B 2-5, (1)
4B 1,3, Disj. Syll. .
5)A—>B 2-4, (->I) 0 A->B-- -B->-A

A—>BJ- -B—>—-A

483 BEVIS:

(a) QEAV)II;BA) C,—Cl —A (DA B P
(H)A—>B P g; ;B Ei
B> C P @B 1,3,(>E)
G- P 5) L 2,4, (11
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(€3]

(b)

(i)

(6) —A
(7) =B - —A

-B>-A|- A>B
BEVIS:
(I)-B—>—-A

2)A

(3)-B
(4)—-A
51

(1)A—>B

—AA-BJ]- - (AvB)
BEVIS:

(1)=A A —B
(2)AvB

(3)—-A

“B

(5)—-B

6) L
()=~ (AvB)

A>B| -AvB
BEVIS:
(HA—>B

()~ (=AvB)
(3)——A A—B
(4) ——A

5)A
6)B
(7)-B
8) |
9 -AvB
~(A>B)- Ar—B

~(A>B)| Ar—-B
BEVIS:
(1)~ (A—>B)

3.5, (<)
2-6, (>1)

HP
HP
(—F)
2,4, (LI
3-5, (—E)
2-6, (-1)

P

HP

1, (AE)

2, 3, Disj. Dyll.
1, (AE)

4,5, (1I)

2-6, (=)

P

HP

2, De Morgan
3, (AE)

4, Dubbl. Neg.
1,5,(=E)

3, (AE)

6,7, (LD)

2-8, (—E)

P

(*Vi ska hérleda A. Vi antar —A som extra premiss och hirleder L.*)

) -A
(3)A—>B
41

(5)A

HP

2, 6vn. 8.3 (e)
1,3, (LD

2-4, (=E)

(*Vi ska hérleda —B. Vi antar B som extra premiss och hérleder L.*)

9)-B
(10)A A—B

AA=B|- —(A>B)
BEVIS:

()A A—B

() —~(AoB)- Ao-B

(A B)|- Ae>—-B
BEVIS:
(1) =(A < B)

6-8, (I
5,9, (Al)

P

HP

1, (A
2,3, (oE)
1, (AE)
4,5, (LD
2-6, (=)

P

(*Vi hérleder forst A — —B. Vi antar A och B som extra premisser och

hérleder L.*)
@A

(99A—>-B

(* Nu hérleder vi =B — A. Vi antar —B och —A som tillfélliga premisser och

hérleder L. *).
— (10)—B

(1) -A
(12)A—>B
(13) B> A
(14A B
(15) L
6 A
(17)-B > A
(18) A &> —B

Ao -Bl ~(A©B)
BEVIS:
(A —B
2)A©B

(*Viska hirleda L. Vi tar —B som riktmérke. For att komma at —B och B||

HP

HP

3,6vn. 8.2 ()
2,6vn. 8.2 ()
4,5, ()
1,6, (L)

3-7, (=)

2-8, (=)

HP

HP

11, 6vn. 8.3 (e)
10, 6vn. *.3 (e)
12,13, (<10
1,14, (LI
11-15, (—E)
10-16, (=1)
9,17, (]

P
HP

(6)B HP maste vi eliminera <> i (1) och (2).%)
(HA—>B 6, 6vn. 8.2 (f) B3)A—>-B 1, (<E)
8) L 1,7, (11 “4)—-B->A 1, (©E)
29 30
(B5)A—>B 2, («E) 4-84
6) B> A 2,(&E) (a) [- —(A A—=A)
(*For att nd —B i (3) méste vi eliminera —. For det behdver vi A. Vi antar A BEVIS:
och ser vad som hinder.*) (HAA-A HP
MDA P @A 1, (AE)
(8)-B 3,7,(—>E) (3)—-A 1, (AE)
5,7, (>E) 41 2,3, (LI)
8,9, (LD (5) —(A A—A) 1-4, (=I)
(11 -A 7-10, (=)
(12) -B 6,11, MTT ® | (Ao —A)
(13) =B 4,11, MTT BEVIS:
14) L 12,13, (L) 1) (Ao —-A) HP
(15) (A ©B) 2-14, (=I) (*Vi gréver oss in till =A genom att eliminera forst <> och sedan —.*)
(*Detta dr ett exempel pa en deduktion dir det behdvs en liten gnutta 2)A—>-A 1, (©E)
innovation utover de heuristiska reglerna 4.12.1 - 4.12.6.%) 3)-A >A 1, (&E)
HP
& —(AAB)-- -Av-B 2,4, (5E)
4,5, (L1)
—~(AAB)|- -Av—-B 4-6, (=I)
BEVIS: 3,7,(—E)
(1) =(A AB) P 7,8, (L)
(2) =(=A v =B) HP (10) (A <> —A) 1-9, (-A)
(*Vi antar negationen av konklusionen som tillfillig premiss for indirekt
hérledning. Vi hirleder L och anvinder (—E).*) © [ A->-A)—>-A
3)——AA—B 3,Ex4.8 BEVIS:
4 —A 3, (rE) (HA—>—-A HP
G)A 3,Ex.3.9 @A HP
(6) ——B 3. (AE) (3) -A 1,2,(>E)
B Ex. 3.9 4L 2,3,(4D
5,7, (Al) 5) A 2-4, (=D
1,8, (LD) (6) (A > —A) > —-A 1-5, (=)
29, (=E) (d) - (A->B)v(B—>0)
A B ANB BEVIS:
e - —(A~B) ()= ((A—>B)v (B—C) HP
2)~(A—>B)A=(B—>0C) 1, De Morgan
(1)-Av —B P
(3) ~(A > B) 2, (AE)
()AAB HP (4)—(B > C) 2, (AE)
(*Viantar A A B for indirekt hirledning.*) N .
(5)AA—=B 3,6vn. 8.3 (i)
3)A 2, (AE) o :
(6)BA—=C 4, 6vn. 8.3 (i)
4) ——A 3,Ex. 3.7
! (7)-B 5,(AE)
(5)-B 1, 4, Disj. Syll.
8)B 6, (AE)
©)B 2, (AB) 9) L 7,8, (LI
L 5,6, (LD ©) -8, (D
®) ~A D) 27,0 (10)(A>B)v(B—>C) 1-9, (=E)
© |- (Ao B)v (A< —B)
BEVIS:
(1) = ((A < B) v (A < —B)) HP
’7 (2) (A & B) A (A & —B) 1, De Morgan
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NBvC

3) «(A - B) 2, (AE) 8, (VD)
(4) (A & —B) 2, (AE) (10)C—>BvC 8-9, (=1
(5) (A —B) 3,6vn. 8.3 (j) (aHBvC 8, (vI)
©) L 4,5, (LD (12) AvC—>BvC 2-11, (=)
(7) (A« B) v (A< —B) 1-6, (—E) ——(13)BvC HP
(*Viska hirleda A v C. Vi anvéinder nu for variationens skull den indirekta
(f) |- (Av—-A)—>B)—>B metoden i § 4.12.4. %)
BEVIS: (14) ~(A v C) HP
(1) ((Av—=A)—>B) HP (15) A A=C 14, De Morgan
2)Av-A Exempel 4-7.9 (16) -C 15, (AE)
TB)B 1,2, (—E) (17B 13, 16, Disj.Syll.
#(Av-A)>B)—>B 13, (=D (18)B—>A 1, (©E)
(19) A 17,18, (—E)
@ | (A>B)>A)>A (20) —A 15, (AE)
BEVIS: 21) L 19, 20, (LI)
(I)(A—>B)—>A) HP 2)AvC 14-21, (—E)
2)—A HP (23)BvC—>AVC 13-22, (1)
(3)=(A—>B) 1,2, MTT (24)AvCoBVC 12,23, (1)
4HAA~r-B 3,6vn. 8.3
4, (AE) © A©B-- (AAB)vV(-AA-B)
2,5, (L)
2-6, (—E) A< B|- (AAB)v(-AA—-B)
®)(A>B)>A)>A 1-7, (=D BEVIS:
(H)A©B P
4-8.5 (*Vi anvinder den indirekta metoden i § 4.12.4.%)
@ A->B->A->0 A>B->0 [ (2 —((AAB)v(=AAr—B)) HP
BEVIS: (3) =(A AB) A =(—A A —=B) 2, De Morgan
(1)(A>B)> (A>C) P (4) —(A A B) 3, (AE)
HP (5) =(—=A A =B) 3, (AE)
HP (*Vi hirleder A <> —B och anvinder sedan 8.3 (j). Forst héirleder vi A — —B
3, 6vn. 8.2 (f) och sedan —B — A.*)
1,4, (-E) __(6)A HP
2,5,(-E) r(B HP
3-6, (=) (B)AAB 6,7, (AD)
®)A—>B->C) 27, (>0) 9L 4,8, (L1)
10) =B 7-9, (=)
(b) A©B] AvCoBvC (11)A—>-B 6-10, (=)
BEVIS: — (12)-B HP
(Ao B P [((13)-A HP
— @AvC HP (14)-A A —B 12,13, (AD)
(*Vi ska hérleda B v C. Vi tillimpar den direkta metoden i § 4.12.4. Vi utfor (15) L 5, 14, (LI)
(VE)pd A v C.*) (16) A 13-15, (=E)
3)A HP (17) =B —> A 12-16, (—>E)
4A—>B L (> E) (18) A <> —B 11,17, (<)
3,4, (—F) (19) = (A & B) 18, 6vn. 8.3 (j)
5, (vI) (20) L 1,19, (LT)
(MHA->BvC 3-6, (=) (21) (A AB) v (-A A —B) 2-20, (—E)
( ®C HP
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(AAB)V(-AA—B)|- A &B (*Vi anvénder direkt hirledning och (VE). Ett alternativ &r indirekt hirledning:
BEVIS: Antag —C och anvind 6vning 8.3 (i).*)
(1) (A AB) v (A A —B) P B)A—>C HP
(* Vihidrleder A — B. Antag A som extra premiss.*) @A 2,(AE)
— @A HP 3 cC 3,4,(—>E)
(3)-AA—-B HP ©®A->C)>C 3-5, (=D
(4) —A 3, (AE) ()B—>C HP
5L 2,4, (L10 (®)B 2, (AE)
(6) =(—A A —B) 3-5,(=D) 9NC 7,8, (—F)
(MHAAB 1, 6, Dysj. Syll. (10)(B—>C)—C 79, (> 1)
L @®B 7, (AE) anc 1, 6,10 (VE)
9A->B 2-8, (=) (12) AAB>C 2-11, (=)
(* Vi hirleder B — A. *)
— (10)B HP e A—>B-A—>CBvC-oDLD
(11)-AAr—-B HP BEVIS:
(12) -B 11, (AE) (H)A—>B P
13) L 10, 12, (LI) 2)-A—>C P
(14) —~(-=A A —=B) 11-13, (=) 3)BvC—>D P
(15AAB 1, 14, Disj. Syll. (4) =D HP
16) A 15, (AE) 5)=(BvC) 3,4, MTT
(17)B—>A 10-16, (=) (6) =B A —=C 5, De Morgan
(18)A>B 9,17, () (7) -B 6, (AE)
(8)—-C 6, (AE)
d AAB->C-H- (A->Cv(B->0 9)—-A 1,7, MTT
(10) =——A 2,8, MTT
AAB—>CR (A->COv(B-CO) (anL 9,10, (L1)
BEVIS: (12) D 4-11, (=E)
(H)AAB->C P
[ @~((A>C)v(B->C) HP ® A->(BACVE,BAC—>—-A,D—>—E|- A—-D
B)=(A->C)A=(B—>C) 2, De Morgan BEVIS:
4)~(A—>0) 3, (AE) (H)A—>BAC)VE P
(5)AA—C 4,6vn. 8.3 (i) (2)BAC > —A P
(6) «(B—>C) 3, (~E) (3)D——E P
(7)BA=C 6, 6vn. 8.3 (i) @A HP
®)A 5, (AE) 5)D HP
(9B 7,(AE) (6)(BAC)VE 1,4, (—E)
(10)AAB 8,9, (Al (7)—E 3,5, (>E)
anc 1,10, (—=E) B)BAC 6,7, Disj. Syll.
(12) -C 5,(AE) 9) -A 2,8, (—F)
(13) L 11, 12, (LD) 10) L 4,9, (LD
(14)(A->C)v(B—->0C) 2-13, (=E) 5-10, (=E)
(12)A > —-D 4-11, (>0)
(A>COVv(B->CO) AAB> C
BEVIS: g A->B->C),AvC,-B->-Al-C
(H(A->C)v(B—-0) P BEVIS:
2)AAB HP (H)A—>B->C) P
2AvC P
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4-8.6
(a)

(3)-B > —A P
(4)—C HP

B)A 2, 4, Disj. Syll.

6)B—>C 1,5,(—E)

(7)—B 4,6, MTT
3,7, (>E)
5,8, (LD)

(10 ¢ 4-9, (—E)

(AoB)>A-- AVB
LOSNING:
Sanningstabell:

A B [(AoB)>A [AVB
S S S [s S
S F F s S
F S F |s S
F F s |F F

Viser att (A <> B) > A == A v B. Av Fullstindighetsteoremet 5.3 foljer
(A©B)>A-|- AVB.

©)

LOSNING:
Sanningstabbell:

Av sanningstabellen framgar att A — (—B <> C)/\;!—‘B AAC
Av teorem 5.3 farvidi A 5> (=B & C) =B S A AC.

A B C |A> (B0 —-BoAAC
S S S F|F F F [F| S
S S F S|F S F |S| F
S F S S|s S S S| S
S F F F|S F S |F| F
F S S S|F F F S| F
F S F S| F S F |S| F
F F S SIS S S |F| F *
F F F S|S F S |F| F *
Motexempel:

V3(A) = V4(B)=F, V5(C) =S
Vg(A) = Vg(B) = Vg(C) =F

—B©AACK A (-Be0)
LOSNING:
Sanningstabell:

Av sanningstabellen for 6vning 8.6 (b) framgar att

—BoAACK- A (-BeO).

Deduktion:
(Ae>B)—>Al- AvB Deduktion:
BEVIS: —B&AACK A (-Bo Q)
(1)(AeB)—> A P BEVIS:
(2) ~(A v B) HP (1)-B<>AAC P
(3)—-AA-B 2, De Morgan — @A HP
(4)—A 3, (AE) (3)-B HP
(5) (A < B) 1,4, MTT 4 -B—>AAC 1,3, (©E)
(6) (A AB) v (=A A —B) 3, (vI) B)AAC 3,4, (—F)
(7A<B 6, 6vn. 8,5 (c) 5,(AE)
8) L 5,7, (LD) (7)-B—>C 3-6, (—1)
9)AVB 2-8, (—E) @®cC HP
9 AAC—H>-B 1, (©E)
AVB|- (A& B)—A (10)AAC 2,8, (D)
BEVIS: (1) -B 9, 10, (—E)
(1)AVB P (12)C——B 8-11, (=)
2)A<B HP (13) B C 7,12, (o)
(3)—A HP (14)A > (=B C) 2-13, (=I)
4B 1, 3, Disj.Syll
B)B—>A 2, (<>E) @ A->(A©B) A>B
©)A 4,5,(>E) LOSNING: Snabbmetoden for riktningen |-:
3,6, (LI) A>(A©B)= A>B
3-7,(=E) SFF SFF
2-8, (=)
LA>A©B)|- A>B
b A->(BoO| -BoAAC
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Deduktion: (4) —A 3, (AE)
A->(A©B)|- A>B (5)-B 3, (AE)
BEVIS: (6) ~(A > —=C) 1,5, MTT
(1)A—> (Ao B) P (T)A A——C 6, 6vn. 8.3 (i)
HP 8)A 7, (AE)
1,2, (—E) 9L 4,8, (L1)
3, («F) (10)AvB 2-9, (=E)
2,4,(>F) (1) —~(BvC) HP
2-5, (=D (12) =B A =C 11, De Morgan
) (13)-B 12, (AE)
Snabbmetoden for -|: (14) = (A > —C) 1,13, MTT
A-SBFAS(AGB) (15) A A =—C 14, 6vn. 8.3 (i)
SS8S SF N (16)=C 12, (AE)
17) ——C 15, (AE)
LA->Bl A> (Ao B) as) L 16,17, (11)

- (T9)BvC 11-18, (—E)
iei‘gf"'A S(AOB) (20)(AvB) A (BVC) 10, 19, (AD)
(Bll;:xlig P (AVB)ABVO) |- (A—>—-C)—>B
@A HP BEVIS:

(3)BoA 2, 6vn. 82 () () (AVB)ABVC) P
@AOB 1,3, (o) @DA=>-C Hp
2:4,(>1) G)-B HP
4AVB 1, (AE)

(& (A>—-C)>B-- (AvB)A(BVC) ()BvC L(AE)
LOSNING: 6)A 3,4, Disj. Syll.
Sanningstabell: mnc 3,5, Disj. Syll.

A B C [(A>—-O—>B [(AvB)A(BvC) ®)—=C 2,6,(=F)
S s s FF S SIS O L 7.8, (1D
S S F Ss |s s |s| s 3-9, (=E)
S F S FF |S s Is| s (1D A—>-C)—>B 2-10, (=)
S F F S S |F S [F| F
F S S S F |S S [s| s ®H A->B->C) (A>B)>C
F S F Ss|s S |s| s LOSNING:
F F S S F |F F |F S Snabbmetoden:
F F F S S |F F |F| F Snabbmetoden ger tvd motexempel (jfr med Exempel 2.15 i Kap. 3):
A>B=>0OF (A>B)>C
Av tabellen framgar att (A > —-C) > B-||- (AvB)A(BvVvC). S S@ SSS FF
FSSFF FSSFF
Deduktion: FSFSF FSFFF
(A>—-C)>BJ- (AVB)ABVC) Vo(A)=V,(C) =F, Vo(B) =S
BEVIS: V3(A) = V3(B)=V3(C)=F
1)(A—>—-C)—>B P
(*Vi hérleder (A v B) for sig och (B v C) for sig. I bada fallen anvénder viden LA->B-> C)J/(A —>B)—>C
indirekta metoden i § 4.12.4.%)
(2)—~(AvB) HP (8 (A>B)»>C|- A>(B->0)
(3)—=AA—-B 2, De Morgan LOSNING:
Snabbmetoden:
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(A>B)5>Cl=F A->B—->0) 2)AvB 1, (vI)
S SS@F SF SFF (3)AA(AVB) 1,2, (A
AVvB-- (A>B)>B
S (A>B)>Cl A>B-C) LOSNING:
i bell:
Deduktion: A B |AvB |[(A>B)>B
(A->B)—»C|l- A->B—->0) S S S| S S|
BEVIS: S F S| F S
(1)(A>B)>C P F S S s s
2)A HP F F F S Fi
HP . (j) giller.
3,06vn. 8.2 ()
1,4,(—>E) Deduktion:
3-5, (=D AvB|- (A—>B)—>B
(MA—>B->C) 2-6, (=D BEVIS:
(H)AvB P
(h)y AvV((AAB)-- A 2)A—>B HP
LOSNING: (3)-B HP
En sanningstabell visar att (h) giller. (* Vi antar —B for indirekt hirledning. Direkt hirledning med (VE) pé (1) ar
Deduktion: ocksa mojlig. *)
AV(AAB)|- A @A 1,3, Disj. Syll.
BEVIS: (5)B 2,4, (-F)
(1)AV(AAB) P 3,5, (1D
C2A HP 3-6, (=E)
B)A—>A 2-2(=D ®)(A—>B) —>B
4)AArB HP
A 4,(AB) (A>B)>B- AVB
6)AAB— A 4-5,(>1) BEVIS:
(*Pa raderna (1) — (6) har vi vad som behovs for (VE) pa (1). *) (H)(A—>B)>B P
MA 1,3,6,(VE) (2) ~(A v B) HP
3)-AA—-B 2,Ex. 4.8
Al-AV(AAB) 4)-A 3, (AE)
BEVIS: (5)-B 4, (AE)
MDA P (6)A—>B 4,6vn 8.3 ()
(2)AV(AAB) 1, (VD) (7B 1,6, (—E)
®L 5,7, (LD)
O AAAVB)- A 9 AVB 2-8 (—E)
LOSNING:
En sanningstabell visar att (i) giller. .
Deduktion: ® ﬁO_S)I\]ISH\IHG A= (A>B)
AAAVB)|F A Sanminestabell:
BEVIS: A B [A5B [A>(A>B)
()AA(AVB) P S s S sl s
@A 1 (AE) S F| F F| F
F S S S S
Al- AA(AVB) F F S s| s
BEVIS:
(A P
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- (k) giller. BEVIS:
(1) ~(A—>B) P
Deduktion: 2)A->C P
A>Bl A—>(A—>B) (3)Bv—C P
BEVIS: (4)AA~—B 1,6vn. 8.3 (i)
(HA—>B P 5)A 4,(AE)
2)A HP (6)—-B 4, (AE)
B)A HP [wXe 2,5,(—E)
(*Vimaste anta A som extra premiss tva gdnger.*) 8)—C 3, 6, Disj.Syll.
4B 1,2,(—E) 9) L 7,8, (L1)
(5)A—->B 3-4, (=0
6)A > (A-B) 2-5, (=D () {AABA—C,AvB—>AAB,AA—B— AA—A} ir satslogiskt konsistent.
(*Obs: Ett alternativ ar att anvinda 6vning 8.2 (f).*) BEVIS:
Vianvinder snabbmetoden:
A->((A->B)|- A->B AABA—C,AVB—>AAB,AA—B—>AA-A
BEVIS: SSSSSFSSSSSSSSFFSSSSEFS
(1)A>(A—>B) P
2)A HP Virderingen V sidan att V(A) = V(B) =S, V(C) =F
(B)A—>B 1,2,(—E) gor alla tre formler sanna samtidigt.
4)B 2,3, (=E)
(G)ASB 2:4, (1) 4-8.8
[0)] (i) Formalisering:
4-8.7 (1HS—>G
(a) {—=(A > B), A > C,B v —C} idr inkonsistent. 2)H-—>S
BEVIS: (3)(BAS)VH
Sanningtabellmetoden: 4G
A B C |+H(A>B) |[A>C |Bv—C
S S S |F S S SF (ii) Snabbmetoden:
S S F |F S F SS S—>GH-S,(BAS)\H|-G
S F S |S F S F F FSFFSF F F[S\F F
S F F |S F F S S
F S S |F S S S F .. Slutledningen ér korrekt.
F S F |F S S SS
F F F |F S N FF (iii) Deduktion:
F F F |F s S SS 1)S—>G P
QH-S P
Det finns ingen rad dér -(A — B), A - C, B v —C alla far S. B)(BAS)VH P
.. Formelmédngden &r inkonsistent. 4 -G HP
(5)-S 1,4, MTT
Snabbmetoden: (6) —H 2,5, MTT
Vi undersoker om det dr mojligt att samtidigt ge S till -(A — B), A - C, (T)BAS 3, 6, Disj. Syll.
Bv-C. ®s 7, (AE)
—(A—>B),A>C,Bv-C 9L 5,8, (L)
SSFF SSS FS\FS TG 4-9, (—E)
.. Formelmiéngden ér inkonsistent. (k) (i) Formalisering:
(HP—>G
Deduktion: 2G>0
—~(A—->B),A>C,Bv-C| L
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(U]

(3)-G>KAB
4) -G - =S
5) <O Vv (=G AS)

(ii) Snabbmetoden:
P>G,G—>0,-G>KAB,-G—>-S=-0v(=GAS)
S SSSS FSS FSS FS FFSF

(iii) Motexempel:
V(G)=V(0) =S, V(P), V(K), V(B) och V(8S) ir arbitrira.
. Argumentet ar felaktigt.

(i) Formalisering:
(V>N
2)-Vo>T
(B)N->L

@ NoS
B)Lv(=VAT)

(ii) Snabbmetoden:
Vo N, -V T,No>LNoS|ELY (VAT)
FSF SFSSF SFFSF FF SF@S

.. Slutledningen ér korrekt.

(iil) Deduktion:

() V>N
2)-Vo>T
B)N>L
@HNeS
G)=([Lv(E=VAT)
(6) =L A —~(=V AT)
™ -L . (AE)

(8) =N , 7, MTT
9) =V 1,8, MTT
(10)T 2,9,(=E)
(I1)=VAT 9,10, (A
(12) ~(=V A T) 6, (Al)

(13) L 11, 12, (L1)
(IHLv (VAT 5-13, (<E)

oo T

P
, De Morgan

W w

4-8.9

(a)

Formalisering:
()DAL—>B
@2 L->D

(3) -B

4) -L

(b) Deduktion:

()DAL—>B P

(5)L—>D P

(6) =B P

(L HP

8)D 2,4, (—E)

9 DAL 4,5,(Al)

(10) B 1,6, (—E)
1 L 3,7, (1)

(12) -L 4-8, (I

(*Observera att formalisering och deduktion dr méjliga utan en fullstandig
forstaelse av inneborden i satserna.*)
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(d) Ingen logiker &r skarpsinnig.
Kapitel 6. Losningar (e) Naégra logiker dr inte skarpsinniga.
[63) Négra manniskor ar inte skarpsinniga logiker.
(2 Négra logiker ér skarpsinniga.
6-7.1
(a) Vx (P(x) = R(x,c))
LOSNING: 6-7.4
X’ dr en variabel och dérfor en term, enligt § 3.10(1). (a) Alla problem kan 16sas.
‘¢’ dr en konstant och darfor en term, enligt § 3.10(2). Satsen dr av formen A (Alla P ar Q):
‘P(x) och ‘R(x,c)’” dr atoméra formler, eligt § 3.12(2). vx (P(x) = L(x))
‘(P(x) > R (x,¢))’ dr en formel enligt § 3.15(2)
“Vx (P(x) > R(x,c))’ dr en formel enligt §3.15(3). (b) Inga problem kan 16sas.
Satsen dr av formen E (Ingen P ér Q):
(b)  IxVy (=P(y) v R(z f(x))) Vx (P(x) > —L(x))
LOSNING: eller:
X, ‘y’, ‘z’, dr variabler och dérfor termer, enligt § 3.10(1). —3x (P(X) A L(x)).
“f(x)” &r en term enligt § 3.10(3).
‘P(y)’ och ‘R(z, f(x))’ 4r atoméra formler, enligt § 3.12(2). (c) Nagra problem dr 16sbara, men inte alla.
Enligt § 3.15(1) dr ‘P(y)’och ‘R(z, f(x))’ da formler. Satsen dr en konjunktion:
‘=P(y)’ ér en formel enligt § 3.15(2). Négra problem ar 16sbara A Inte alla problem ér osbara.
‘(=P(y) v R(z, F(x)))’ dr en formel enligt § 3.15(2). Forsta konjunktionsledet:
‘Vy (—P(y) v R(z, f(x)))’ dr en formel enligt § 3.15(3). Satsen dr av formen I (Nagra P dr Q):
‘IxVy (=P(y) v R(z, f(x)))" &r en formel enligt § 3.15(3). Ix (P(x) A L(x))
Andra konjunktionsledet:
Satsen dr en negation:
6-7.2 — Alla problem ir losbara.
(a) Vx (P(x) > R (x,¢)) sats Frén (a) far vi formaliseringen:
- 1 —Vx (P(x) = L(x))
SVAR:
(b) Vx P(x) = R(x,c) Spen Ix (P(x) A L(x)) A =Vx (P(x) - L(x))
R
(d) Det finns olosbara problem.
B N Satsen dr av formen O (Négra P ar inte Q):
(c) Vvx (P(x) = 3y (R(x,c) A P(f(y)))) sats 3Ix (P(x) A —L(x))
1 1 1
6-7.5
(d) Vx (P(x) = Ix R(x,y)) Spen (a) A!lla har en mor.
LOSNING:
(1) Vx x har en mor
(2) ‘x har en mor’ analyseras:
(e) Vx (P(x) = 3x R(x,y) A R(x,y)) Spen formel Jy M(y.x)
| ﬁ 1= (3) SVAR:
Vx3y M(y,x)
(b) Inte alla har barn.
6-7.3 LOSNING:
(a) Alla logiker &r skarpsinniga. (1) Satsen &r en negation:
(b) Ingen logiker ér skarpsinnig. — alla har barn.
(c) Inte alla logiker dr skarpsinniga (* eller: Alla &r inte skarpsinniga logiker *). “alla har barn’ iir universiell:
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— Vx x har barn

(2) x dr en forsta tidpunkt < x &r tidigare &n alla andra tidpunkter <

(2) x har bam < Jy (M(x.) v F(x,y)) vy (x 2y - Tx.y)
(3) SVAR: (3) SVAR:
—Vx3y (M(x.y) v F(xy)) IxVy (x#y = T(x,y))
(c) Kalle och Ellinor &r syskon. (c) Det finns ingen sista tidpunkt.
LOSNING: LOSNING:
(1) k och e ér syskon. Formeln
(2) x och y dr syskon < x # y A x och y har gemensamma forildrar < Vy (x #y > T(y.x))
x #y A 3z3w (F(z,x) A E(z,y) A M(w,x) A M(w,y) uttrycker att x dr an sista tidpunkt.
(3) SVAR: IxVy (x =y - T(y.x))
k # e A 3z3w (F(z,k) A F(z,e) A M(w,k) A M(w,e) uttrycker att det finns en sista tidpunkt.
Negationen av detta utrycker att det inte finns nagon sista tidpunkt.
(d) Kalle dr bror till Ellinor SVAR:
LOSNING: —3IxVy (x #y = T(y.x))
(1) k ér bror till e ALTERNATIV:
(2) x dr bror till y < x och y &r syskon A x &r en pojke < (*se (¢)*) Vx3y T(x,y)
Jz3aw (F(z,x) A F(z,y) A M(w,x) A M(W,y)) A P(x) dvs oavsett vilken tidpunkt x vi viljer, s finns det alltid en tidpunkt som ar
(3) SVAR: dnnu senare.
3z3w (F(zk) A F (z,e) AM (w.k) A M(w,e)) A P(k)
(d) Det finns inga par av tidpunkter sa att bida dr tidigare dn den andra.
(e)  FruJohansson ér farmor till Ellinor. LOSNING:
LOSNING: Satsen ér en negation:
(1) j dr farmor till e —3x3y (T(x,y) A T(y,x))
(2) x ar farmor till y < x dr mor till y:s far < 3z (M(x,2) A F(z,y))
(3) SVAR: (e) Det finns bara en enda tidpunkt.
3z (M(j,z) A F(z,e)) LOSNING:
IxVyx=y
) Alla fru Johanssons barnbarn ar pojkar. dvs det finns exakt ett element i individomrédet. (Jfr. Med Exempel 6.4.)
LOSNING:
(1) Satsen ir allkvantifierad: (f) Mellan tvd olika tidpunkter finns alltid en tredje (tidpunkt).
Vx (x dr barnbarn till fru J. — x &r en pojke) LOSNING:
(2) x r barnbarn till y < 3z (M(y,z) v F(y,2)) A M(z,X) v F(z,X))) VxVy (x #y = 3z (T(x,2) A (T(z,y)) v (T(y,2) A T(2,X))))
(3) SVAR: Omx=#y,sa T(xy) eller T(y.x)
Vx (32 (M(1,2) v F(1,2) A (M(z,x) v F(z:x))) = P(x)) er ger
Eftersom det dr klart att fru Johansson dr en kvinna och darfor inte far till T(x,2) A T(z,y) T(y,2) A T(zy)
sina barn, &r en enklare formalisering fljande:
Vx (3z (M(j,2) A M(z,X) v F(z,X))) = P(x))
X oz y y z X
6-7.6 .
(a) VxVy (x#y - T (xy) v T (y,x) Alternativ:
VxVy (T(x,y) = 32 (T(x.2) A T(z,y))
uttrycker det samma. For om tva tidpunkter &r olika, s& dr en av dem tidigare
(b) }—p 4n den andra. Kalla den tidigare x och det senare y.
X
6-7.7
Det finns en forsta tidpunkt. (a) Vx(x#0—>0< x)
LOSNING: (b) —IxVy(y#x > y<Xx)
(1) 3x x dr en forsta tidpunkt. (©  IxFyx-y=x+ty
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(d) VxVy (J(x - y) = J(x) v I(y)) 6-7.10
(e) X (P(x) A 2 <x = U(x)) (a) Varje polis arresterar nagon.
® VXU A2<x—3yFz(P(y) AP@) Ax=Yy+7) LOSNING:
Vx (P(x) — x arresterar ndgon)
6-7.8 < Vx (P(x) > Iy A(x.y))
2=1+1 (b) En anmélan mot négon ér ett nddvindigt villkor for att denna ska bli straffad.
Ux) <3Jdyx=2-y+l LOSNING:
oIyx=(1+1y+1 VX (—3y M(yx) = —S(x))
eller
Jx) < Jyx=2-y Vx (S(x) = Jy M(y,x))
P Jyx=(1+1)-y (*Mark att ‘ndgon’hiér inte 4r en existenskvantifikator! ‘Nagon’ fungerar som
en fri variabel vars andra forekomst dr ‘denna’. Variabeln méste sedan bindas
P(Xx) <> x> 1 Axkan inte skrivas som en produkt av tva tal mellan 1 och x av en allkvantifikator.*)
SX>1A-TyFZ(1 <YyAY<XALI<ZAZ<KXAX=Y-2Z) . N L )
(c) Om nagon anmaler en annan, sa blir den senare arresterad av polisen.
679 LOSNING:
(@) Vx (M(x) > —H(x)) Vx Ay (y # X A M(y,X)) = 3z (P(2) A A(2,X)))
eller (*Har fungerar ‘nagon’ som en existentiell kvantifikator eftersom det inte
—3x (M(x) A H(x)) finns nagon andra referens till denna ndgon.*)
(b Varje hund figes av en ménniska. (d) Den som anmiler sig sjilv, blir inte straffad. Aven den, som inte blir anmild,
LOSNING: o blir inte straffad.
o - X LOSNING:
Vx (H(x) — x dges av en minniska) < Vx (H(x) = 3y (M(y) A A(y.x)))
= Vx (HX) = Jy (M(y) A A(y.x))) Vx (M(x,X) = =S(x)) A VX (=TJy M(y,x) = =S(x))
(c) Nagra mdnfuskur dger en hund, men ingen hund &dger en ménniska. @ Vatje programmerare uppskattar nagon filosof.
LOSNING: *
‘men’ &r huvudoperator och symboliseras med ‘A’ [V‘/OS]E\I ING: v (F U
1. konjunktionsledet: x (P(x) = Ty (F(y) A U.y))
Ix (.M(X). A 3y (Hy) A AGy)) (b) Varje filosof uppskattar nagon annan filosof.
2. konjunktionsledet: LOSNING:
¥x (H(x) — — x dger en minniska) < Vx (H(x) = -3y (M(y) A A(x,y))) :
eller —3x (H(x) A Jy (M(y) A A(x,y))) VX (F) = 3y (F) Ax %y A UGY))
23X (M) A 3y (HE) A AEYD) A Vx (HE) = =3y (M) A Axy) (c) Det finns programmerare som inte uppskattar négra filosofer.
" LOSNING:
eller
. ] 3x (P(X) A =3y (F(y) A U.y))
3x (M(x) Ady (H(y) A A (x.y))) A —3x (H(x) ATy (M(y) A A(x,y))) eller
3x (P Vy (Fi -
(d) Varje hundigare dr véin med en annan hundégare. X (PG A VY (Fy) > =UGy))
LOSNING: N _— . (d) Det finns en programmerare som ar uppskattad av alla filosofer.
Vx (x dr hundégare — x r vin med en annan hundégare) LOSNING:
\?(yv;z())()ay (H(y) A A(x,y)) > Ty 3z (H(z) A A(y.2) Ay =X AV(XY) A 3x (P(x) A Yy (F(y) = U(y.x)))
(e) Ng";gra maénniskor har bara en enda vin, en hund. © Endast filosofer uppskattar filosofer.
LOSNING:

3x (M(x) A x har en och bara en vin, och denna &r en hund)
< IXME) A Jy (V(y:x) A Vz (V(zx) > z=y) AH(y))
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LOSNING:
Vx (x uppskattar filosofer — F(x))
© Vx @y (F) A Uxy) - Fx)
Alternativ:
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(€3]

6-7.12

VxVy (F(x) A U(y.x) = F(y))
(*De tva formaliseringarna kan visas vara logiskt ekvivalenta.*)

Filosofer uppskattar endast filosofer.
LOSNING:

Vx (F(x) = x uppskattar endast filosofer)
< Vx (F(x) = vy (U(xy) > F(y))
Alternativ:

VxVy (F(x) A Ux,y) = F(y))

Varje filosof uppskattar alla sédana programmerare, som endast uppskattar
filosofer.

LOSNING:

Vx (F(x) = x uppskattar alla programerare som endast uppskattar filosofer)
& Vx (F(x) > Vy (P(y) A y uppskattar endast filosofer — U(x,y)))

< Vx (F(x) = Yy (P(y) A Vz (U(y,z) = F(z)) = U(x,y)

2 Vx [F(x) > Yy (P(y) A Vz (U(y2) = F(@) > Ux.y)]

Predikat:
P(x): x ér att paron
Vi foljer mallarna i Exempel 6.4.

(a)
(b)
(c)
(d
(e)
(&)
(€3]

6-7.13

—3x P(x)

Ix P(x)

VxVy (P(x) A P(y) > x = y)

3x (P(x) A Vy (P(y) = x =)

3x3y (P(x) AP(y) Ax #y)

VxVyVz (P(x) AP(y) AP(z) > x=yvXx=zVvy=2z)
IxJy PX) AP Ax#yAVZ(P(z) > z=xVvzZ=Y))

Vi foljer mallarna i exempel 6.4 men ersitter ‘A(x)’ med ‘K(x) A D(x,a)’

6-7.15
(a) Den nuvarande kungen av Spanien 4r demokratiskt sinnad.
LOSNING:
K(x); x dr nuvarande kung av Spanien
D(x): x dr demokratiskt sinnad
3(x) (K(X) AVy (K(y) >y = %) AD(x))

(b) Riksdagsmannen ar f d stats rad.
LOSNING:
R(x): x dr riksdagsman
S(x): x ér f d stats rad
Ix(R() A Vy (R(y) > ¥ = x) A S(x))

(c) Den hdjdhoppare, som klarar 2,50 m, existerar inte.
LOSNING:
Det ar naturligast att tolka (c) som en sats av formen E:
Det finns ingen hojdhoppare som klarar 2,50 m.
H(x): x ar hojdhoppare
K(x): x klarar 2,50 m.
—3x (H(x) A K(x))
Vi kan forsoka uppfatta ‘den héjdhoppare som klarar 2,50” som en bestamd
beskrivning. Da far vi formaliseringen
—3x (H(x) A K(x) A Vy (H(y) AK(y) > y =)
d v s det finns inte en unik héjdhoppare som klarar 2,50. Men den senare
formaliseringen dr sann, om ingen hojdhoppare klarar 2,50 eller om minst tva
klarar 2,50 m. Det &r knappast meningen med den ursprungliga satsen.

(d) Antalet supermakter dr tva.
LOSNING:
En enkel tolkning ar foljande:
Det finns exakt tvd supermakter.
S(x): x &r en supermakt
IxFy (SE)ASY) Ax#YyAVzZ(S(z) >z=xVvzZ=Y))

(@) =3x (K(x) A D(x,a)) Det &r majligt att ge en formalisering av satsen (d) dar ‘antalet supermakter’
() 3x (K(x) A D(x,2)) behandlas som en bestimd beskrivning. Men det kraver méngdteori utover
(©) VxVy (K(x) A D(x,a) A K(y) A D(y,a) > x =y)) Kapitel 7 i Grundliggande logik.
@  3x(K&) A D(xa) A Vy (K(y) A D(y.a) = x =)
(e) Ix3Jy (K(x) A D(x,a) A K(y) A D(y,a) A X #Y) (e) Den skdggiga damen pa cirkus dr en man.
63 VxVyVvz (K(x) A D(x,a) A K(y) A D(y,a) A K(z) A D(z,2) > LOSNING:
X=yvX=zvy=2) S(x): x upptrader som skiggig dam pa cirkus
(2  IxIy (K(x) A D(x,) A K(y) A D(y,a) A x #y A Vz (K(2) A D(z,2) —> M(x): x dr en man
Z=xvz=Y) 3x (S() A Yy (S(y) = y=%) AM(x)
Det vore kanske frestande att forsoka med en alternativ analys av ‘den
skdggiga damen pa cirkus’:
6-7.14 A(x): x dr skiiggig
(a) IAVyx=y D(x): x éren .(.iam »
(b) Iy x£YAVZ(Z=xVvZ=Y) C(x)v:. X upptrader pa cirkus R
X (A(X) A D(x) A C(x) A Fy (A(y) A D(y) A C(y) =y =) A M(x))
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Men det leder till att man om artisten ifrdga predicerar tvd oférenliga Kapitel 7: Losningar till 6vningarna pa s 168-212
egenskaper D(x) och M(x). Den ursprungliga satsen &r inte menad att ha
sadana konsekvenser. ANMARKNING: Vi behandlar forst de Gvningar som finns inspréngda i texten i
avsnitt 7-1, 7-3, 7-5 och 7-7.
63 ‘Den som anmiler sig sjlv’ dr i satsen 7.10 (d) inte en bestdmd beskrivning.
‘Den’ och ‘som’ kan hér uppfattas som individvariabler. Satsen blir dérfor 7-3 Méangder
universell, snarare dn en existentiell sats som uttrycker en bestimd
beskrivning. (Jfr. med 6-7.13 (c)). 7-1.6
{1,2,2,3}={1,2,3} ={3,1,2}
dvsA=B=C
6-7.16 1,23, 42, 33 = {{1,2},{3,2}}
Symboler: dvsE=F
B(x): x is a boy
G(x): x is a girl
A(x): x is born into the world alive 7-1.12
L(x): x is a liberal O # {J} darfor att & saknar element emedan {J} har ett element, ndmligen &. Av
C(x): x is a conservative extensionalitetsprincipen foljer & # {D}.
T(x): x is little
Vx (B(x) v G(x)) A A(x) = (T(x) A L(x)) v (T(x) A C(x)))
7-1.21
6717 P ({1, 2,3}) har foljande element:
-7. L1 020 (30 . g .
T 1) Alla b en fr @i (13 (23 3% (1,23 {1,3}: (2.3} {1,2,3}.
(2) Nagon ér far till alla.
LOSNING: 7-1.30
(1) Vy3x F(xy) (1) Miingden av alla ménniskor som dricker eller roker.
(2) IxVy F(x,y) (2) Alla ménniskor som dricker och roker.
(3) Alla som dricker men inte roker.
(b)  Meningen med satsen (4) Alla som roker men inte dricker.
I London blir en person éverkord varje halvtimme (5) Alla som inte dricker.
ar: Vx (halvtimme) Jy (person) (y blir 6verkord vid x) (6) Alla som inte roker.
d v s c:a 48 personer blir 6verkorda i London varje dygn. ™ {1,2,3,5,7,9}
Lyssnaren uppfattar emellertid satsen som: ®) {3,5,7}
Fy (person) Vx (halvtimme) (y blir 6verkérd vid x) ) {2}
d v s en och samma person blir 6verkord c:a 48 ganger per dygn. (10) {1,9}
Lyssnaren har kastat om ordningen mellan kvantifikatorerna. (11) {0,2, 4,6, 8}
(12)N= {0,1,2,...}
(13)o
(14) {x € N | x jamt}
(15) {x € N |x udda}
(16) {Olle, Pelle, Nisse, Kalle} =V
(17) {Olle, Nisse}
(18) {Pelle}
(19) {Kalle, Nisse}
7-1.32
(MA 1) Negationenen av en tautologi dr en kontradiktion, t ex
“(AV—A) A A
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(MA 1) Negationen av en kontradiktion ar en tautologi, t ex
“(Ar—-A)&SAV-A

(MA 2) ——ASA (SE 1)

(MA 3) AVASA

(MA 3°) AANASA

(*Vi later T representera en godtycklig tautologi och L representera en godtycklig

kontradiktion.*)

(MA 4) AVTST

(MA 4) Anle L

(MA 5) AvLieA

(MA 5) AATSA

(MA 6) AVv-AST, dvs= Av-A (T 3)
(MA 6) Ar—-Ao LdvskE - (AAnA) (T2)
(MA 7) AvB&SBVA (SE 3)
(MA 8) Av(BvC) e (AvB)vC (SE 5)
(MA 8”) AABAC)&AABAC) (SE 4)
(MA 9) Av(BAC) < (AVB)A(AVC) (SE7)
(MA 9) AABVC) < (AAB)V(AAC) (SE 6)
(MA 10) ~(AVB)& —AA-B (SE11)
(MA10)  —(AAB)o—Av—B (SE 10)

(MA 11) AV(AAB) & A
(MA11’)  AA(AVB) oA

7-1.33
Vi visar ett urval:
MA3):xe AUASXxeAvxe Ao x e A (feftersom A v A & A¥)

MAG6:xeAU-AoxeAvie-AoxeAv—xeAsxeV
(*eftersom x € A v —x € A) ir tautolog*)

MAT)xe AnBoxe AarxeBex e Bax e A (eftersom A dr kommutativ,
dvsAAB&BAA)©xeBNA
.. AN B=B N A enligt extensionalitetsprincipen

MAR:xeAUuBUC) oxeAvxeBuUuCoxeAv(xeBvxel) e (v
irassociativ¥) (x e AvxeB)vxeCoxe AuUuBvxeCoxe(AUuB)UC

MA9)xe An(BuC)eoxeAaxeBuCexeAar(xeBvxe() e
(*distributiv lag for satslogiken (SE6)*) (x e AAx eB)v(xe Aaxe ()&
xeANnBvxeAnCoxe(AnB)UANC)

(MA10):x e -(AUB)< —-x € AUB < —(x € A vx € B) < (*De Morgans lag
SE1D)*)—xeAr—-xeBoxe-AAaxe-Boxe-An-B

MA12:xeA-BoxeAar-xeBoxeAaxe-BoxeAn-B

7-1.35
Som exempel visar vi (MA 5°), (MA 10) och (MA 12).

(MA 5%):

T
Il
i

VL HL

VL: A ir streckad vagrit. V ér streckad lodrat. A NV ar streckad bade vagrit och

lodrit.

HL: A ir streckad véagrit. Viseratt ANV =A.

(MA 10):
%

aw:

_

VL HL

Tt

VL: —(A U B) ir streckad snett.

HL: —A ér streckad végrit. —-B &r streckad lodrit. —A N —B ér streckad végrit och
lodrit.

Viseratt (A UB)=-AnN-B.

VL HL

(MA 12):

VL: A - B r streckad snett.

HL: A ir streckad vagrit; — B ar streckad lodrit. A N — B ér streckad vagrit och
lodrit.

Viseratt A-B=An-B.
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7-3 Relationer 7-5 Funktioner
7-3.5 7-5.2
Visa (a) R ir en funktion
(X,y,2) = (WV,W) S X=UAY=VAZ=W
LOSNING: - (b) Ry irinte en funktion. Vi har (1,1) € Ry, (1,2) € Ry, men 1 # 2. Av Definition
(%y:2) = (0,v,w) < ((%.¥),2) = ((u,v), W) (*Definition 3.4%) 5.1 foljer att R, inte ér en funktion.
SEYy)=Wv)Az=w (¥enligt § 3.1%)
SXTUAYTVAZEW (¥enligt § 3.1%) (©) Rj ir en funktion. Antag (x,y) € R3 och (x,y;) € R3. Day; =2x+ 1 och
739 y =2x + 1. Hirav foljer omedelbart y; = y,.
K x M har elementen . . .
(Ann, Bo); (Ann, Ola); (Ann, Per); (d) Ry dr inte en funktion. Ry:s graf dr
(Eva, Bo); (Eva, Ola); (Eva, Per);
(Ida, Bo); (Ida, Ola); (Ida, Per).
K2 =K x K har elementen 1
(Ann, Ann); (Ann, Eva); (Ann, Ida);
(Eva, Ann); (Eva, Eva); (Eva, Ida); -
(Ida, Ann); (Ida, Eva); (Ida, Ida). -1 T v
7-3.18
Allrelationen = A x A = {(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2.2), (2,3), (3,1), 3,2), (3.3)}
Identitetsrelationen = I, = {(1,1), (2,2), (3,3)}
. _ Viseratt (0,1) € Rq och (0,-1) € Ry medan 1 # -1. Av Definition 5.1 foljer
Tomma relationen = & : R
att R4 inte dr en funktion.
7-3.21
(a) 7-5.6
/\AQ Enligt definitionen i § 5.4 har vi
b ¢ f[A]= {fx)|x e A}
Enligt Definition 3.23
Re={yl3x (xy) e )
Da
@b d yeRpeIX(xy) ef (*Def. 3.23%)
<IIx(xeArxy) ef) (*Def 5.1%)
< Ix(x e Any=1(x)) (*Def. 5.1%)
<y ef[A] (*Def. 5.4(3)%)
® OGP .57
(a) flx)=x+1
y
f
(©) . .
a -1 Tx
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7-7 Speciella relationer och funktioner

(b) f(x)=x2
Viktigast i Avsnitt 7 ar § 7.2, § 7.22-7.23, § 7.25, § 7.28.
7-19
R ir en ekvivalensrelation
BEVIS:
Vi ska visa R reflexiv i A, symmetrisk och transitiv.
Reflexivitet: Lat x € A. Enligt (3) finns i sddan attx € A;. Ddx € A; AX € A;. Hirav
foljer (x,x) € R.
7-5.11 o o Symmetri: Antag (x,y) € R. Da
(a) / &r inte en operation i Z darfor att xeAnyeA for ndgot i
(1) Division med 0 inte dr definierad t ex dr 1/0 inte definierad. iy ! &
(2) Z dr inte sluten under / , tex dr 1,2 € Zmen ' ¢ Z. = YEAAXEA
= (yx) eR
(b)  Division dr en operation i Q.. Lat p/q € Q. och t/s € Q.. Da &r (p/q)/(1/s) = Transitivitet: Antag (x,y) € R och (y,z) € R. D4 finns i och j sddana att
(ps)/(qr) definierad och (ps)/(qr) € Q;. XeA Ay EA; a)
yeEANZEA; ®B)
(c) Division &r inte en operation i Q darfor att Da giller alltsd
Division med 0, t ex 1/0, inte r definierad. yEAAyE Aj
Av villkoret (3) foljer A; = A;. Fran (o) och (B) foljer nu
(xeA;jnzeA)
dvs(x,z) eR
7-7.10
Enligt Anmarkning 7.10 fér vi
R=(A; xA]) U (Ay x Ay)
={(L1), (1,2),(1,3), 2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3.3), (4.4)}
7-1.19
(a) b
a{ . C
(b)
c
a. .b
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—|S F
(©) S|S F
F|S S
—: ¢j idempotent, ¢j kommutativ, ej associativ
<|S F
S|S F
F|F S
<> ¢j idempotent, kommutativ, associativ
(*jfr. (SE 29)%)
7-7.24
(a) R iér reflexiv
R dr symmetrisk
R ér transitiv  (* testa alla mojligheter *)
R dr varken irreflexiv, antysymmetrisk, asymmetrisk, sammanhéngande eller
starkt sammanhéngande.
(b) S ir ¢j reflexiv
S dr ¢j irreflexiv
S dr ej symmetrisk
S dr antisymmetrisk
S dr ej asymmetrisk
S dr ej transitiv (tex (a,b), (b,c) € Smen (a,c) & S)
S dr sammanhdngande
S ir ej starkt sammanhangande.
7-7.29
(a) * dr ej idempotent
* dr kommutativ
* @r inte associativ, tex (a*a)*b=cz#b=a*(a*b)
(b)

A|lS F
S|S F
F |[F F
A: idempotent, kommutativ, associativ
v [S F
S|S S
F |[F F

v: idempotent, kommutativ, associativ
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7-2 Ovningar

7-2.1

(a) AeB,BeC=>AeC
LOSNING:
Galler inte.

Motexempel: Lat
A=0,B={0},C={{T}}
Da

AeB,BeCAgC

(b) AN:B,BEC:>AEC
LOSNING:
Giller.
Antag A =B och B € C. Eftersom A och B betecknar samma méngd och B
tillhor C, sé gor dven Adet. Dvs A € C.

(c) AeB,B=C=>AeC
LOSNING:
Antag
(H)AeB
2)B=C
Enligt Extensionalitetsprincipen 7-1.2 géller
B)B=CeoVx(xeBoxe()
Fran (2) och (3) foljer
@A) Vx(xeBeoxel)
Lati(4)x=A:
(B5)AeBoAeC
(1) + (5) implicerar
©)AeC
Dvs (c) galler

d AcBBeC=AeC
LOSNING:
Gdller inte.
Motexempel: Lat
A=@,B={0},C={{T}}
Eftersom & c {J}, s&
(1)AcB
{D} € {{D}} ger
2)BeC
Men eftersom & ¢ {{J}}, sa
B)AgC

(e) AeB,BcC=>AeB
LOSNING:
Galler.
Enligt Definition 7-1.14 &r inneborden av B ¢ C att varje element i B ocksa &
element i C. Hdrav foljer (e) omedelbart. Vi ger nu ett mer formellt bevis.
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Antag

()AeB

2 BcC

Av Definition 7-1.14 far vi
B)BcCeVx(xeB—oxe()
@+() ger

4 Vx(xeB->xeC)
Lati(4)x=A:
B5)AeB—>AeC

(1) + (5) implicerar
©)AeC

(® 3JAIBIC(AcBABeCAAcC)
LOSNING:
Giller.
Lit
A=@,B={0},C={D, {D}}

7-2.2
Ge exempel pa mingder M; sddana att
VA(AeM;,—>AcM,)

LOSNING:
Lat
M, =0
M, = {2}
Da giller

VA(A €M, >AcCM)
VA (A€M, >AcCM,)

(*Anvind Definition 7-1.14 eller anvind Lemma 7-1.16 (1).*)

Vi definierar nu en oandlig mangd M5 som satisfierar det givna villkoret. Definiera

induktivt

0=0
n+l=nu{n}

Da édr
0=9
1={@}={0}
2=1{2,{0}}={0,1}
etc.

Lat

M;=1{0,1,2,...}

vara den mangd som innehéller just de definierade méngderna 0, 1, 2, ... . Vi visar nu

med induktion 6ver n att varje n ¢ Mj.

Induktionsbas n = 0: Om n =0 = &, si foljer n ¢ M3 av lemma 7-1.16 (1).
Induktionssteg: Antagn c M. Viskavisan+1cMj,dvs

() Vx(xen+1->xeMy)
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Antagx en+1=nu {n}. Da

(i()xen eller

(i) x =n.

Omx € n, sd x € Mj eftersom n < Mj enligt induktionshypotesen.

Om x =n, si x € M3 enligt definitionen av M3. Séledes fér vi i bada fallen (i) och (ii)
attx € Ms. Alltsd ar villkoret (1) uppfyllt, dvs n+ 1< Ms.

Vi kan dérfor induktivt konkludera n ¢ Mj for varje n.

Dirfor

VA (A € My > AC M)
7-2.3
(@ (A-B)-B=A-B

BEVIS:
Vi visar att (A — B) — B och A — B har samma element och anvinder
extensionalitetsprincipen 7-1.2.

xe(A-B)-BoxeA-BaxgB (*Def. 7-1.26%)
< ((xeArxgB)axeB (*Def. 7-1.26%)
<xeAarxgB (*satslogik*)
<xeA-B

(b) (A-B)-C=A-BuUCQ)
BEVIS:
Ett tillvdgagangsitt 4r att anvinda definitionerna av "~ och "U”-
operationerna och gé fram som i beviset for (a). En annan maojlighet ar att rita
Venn-diagram. Det gor vi.

VL: -
A B
N
C
A — B ir streckad |H||| . Cirstreckad == . (A — B) - C drden del av A

som dr streckad lodrét men inte vagrit. D v s (A — B) — C ér den del av A som
ligger utanfor bade B och C.

HL:
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A dr streckad E.BUCérstreckad””” .A—-(BuUC)irdendelav A

som dr streckad vagrit men inte lodrit. D vs A — (B U C) dr den del av A som

ligger utanfor bade B och C.
Viseratt VL = HL.

© A-(B-C)=(A-B)UANC)
BEVIS:
VL:
A B

C

A dr streckad vagrit. B — C ar streckad lodrét. A — (B — C) dr den del av A
som ér streckad vagrit men inte lodrit.

HL:

C

A — B ir streckad vagrit. A N C ér streckad lodrit. (A —B) U (AN C) ér
streckad vagrit eller lodrit.

Viseratt VL = HL.

d ANBcABcAUB
BEVIS:
Genom att anvinda Definition 7-1.23 av N far vi omedelbart
()ANBcA
2)AnBcB
Genom Definition 7-1.22 av U far vi
3)AcAUB
4 BcAUB
(1) — (4) ger tillsamman (d).

(e) AcBo-Bc-A
BEVIS:
AcB& VVx(xe A>xeB) (*Def. 7-1.14%)
SVx(xeBoxgA) (*Kontraposition, (SE 14)*)
< Vx(xe-B—o>xe—-A) (*Def. 7-1.24%)
<-Bc-A (*Def. 7-1.14%)
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® AcB&AN-B=JoANnB=A 2)AcBeA=ANB (*Ovning (H)*)
BEVIS: < AUB=(ANB)UB
=BU(ANB) (*(MA 7)%)
=BU(BNA) (*(MA 7°)%)
Markerad méngd ar tom. =B (*(MA 11)%)
A B (h) ANB=0oAc-BoBo-A
BEVIS:
Anvind (f) och (e).
A < B omm den del av A som ligger utanfor B ar tom, d vs A — B = omm
AN —B=0 enligt (MA 12). Alltsa (i) AUB=Vo-AcBe-BcA
(DAcB&AN-B=0 BEVIS:
Vi bevisar Anvind (g) och (e) eller anvind (h).
2QAN-B=J=>ANnB=A
Antag () AUB=V,ANB=@=B=-A
B)ANn-B=0g BEVIS:
Tag unionen av VL med A N B och av HL med A N B: Antag
@ ANB)UAN-B)=(AnB)UD (HAUB=V,AnB=0J
Vi berdknar VL i (4): Ovningarna (h) och (i) ger
5)(ANB)UAN-B)=ANn(BU-B) (*(MA 9°)%) (Bc-A
=ANV (*(MA 6)*) (3)-AcB
=A (*(MA 5°)*) dvs
For HL i (4) géller 4 B=-A
) (ANB)UD=ANB (*(MA 5)%)
@) +5)+(6) = k) AcB=ACB
(HVANnB=A BEVIS:
vilket bevisar (2). Nu bevisar vi Anvind definitionerna av < och c.
B)ANB=A=>AN-B=J
Antag [0)] AcB,BcC=AcC
O ANnB=A BEVIS:
Snitta pa bada sidorna i (9) med — B: Antag
(100 (ANB)n-B=An-B (HAcB
Vi berdknar VL i (10): 2)BcC
(1)(ANB)n-B=AN(BN-B) (*(MA 8°)%) Lemma 7-1.16 ger
=Anyd (*(MA 6°)%) 3)AcB
=g (*(MA 4°)%) #HBcC
(10) och (11) ger Da enligt lemma 7-1.16 (4)
(I12) An-B=0J (5)AccC
(2) och (8) implicerar Antag
(13)An-B=@<ANB=A 6)A=C
(3) +(4) + (6) implicerar
(@ AcBo-AUB=V&AUB=B (HA=B=C
BEVIS: som motséger (1) och (2). Alltsa
Kan bevisas analogt med (f). Alternativ kan man utnyttja resultatet i (f): @) A=C
(D)AcBoAN-B=0 (*Ovning ()*) som tillsamman med (5) ger
< -(An-B)=-0 (*(MA 2)%) ®AcC
S-AuU—B=V (*(MA 10°), (MA 1°)%)
&-AUB=V (*(MA 2)%) (m) AcB=-(BcA)
BEVIS:
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Vi antar att (m) &r falsk och hérleder en motségelse. Antag P innehaller en cell:
(1)AcB P ={{a,b,c}}
2)BcA
Anvind Ovning (1) pé (1) och (2): P innehaller tva celler:
(3)Ac¢ P, = {{a,b}, {c}}
som implicerar —ffa el {
4 AzA Pzi{(d,o}'q "f}}
vilket dr omgjligt. Py=ida}, (bt}
() (ANB)UC=ANBUC)&CCcA P innehdller tre celler:
BEVIS: Ps = {{a}, {b}, {c}}
Vi anvinder Venn-diagram. Av figuren ser vi att
(ANB)UC=ANBUQ) < C-A=0 7-2.6
< CcA
A B A B A n B
w VIII
Rh
C C
(AnB)yuC AnNnBUC)
I: AB+ 1I: AB -
724 I A + IV: B+
(a) Vi skriver ViA- VLB -
H = krona VIL: 0 + VI 0 -
T =klave
1: HHH 2: HHT
3:HTH 4: THH 7-2.7
5:HTT 6: THT (a) Abstraktionsprincipen implicerar att V ar en mangd.
7: TTH 8: TTT BEVIS:
Eftersom varje méngd r identisk med sig sjélv, satisfierar V
(b)  Detblir 4 celler i partitionen: V={x [x= X}
3H: {HHH} Enligt Abstraktionsprincipen dr V en mingd.
2H: {HHT, HTH, THH}
IH: {HTT, THT, TTH} (b)  Antagatt
OH: {TTT} A={x|Vy(xeyvyex)
Partitionen blir ar en mingd. Da foljer en kontradiktion.
{{HHH}, {HHT, HTH, THH}, {HTT, THT, TTH}, {TTT}} BEVIS:
Om A ir en méngd kan vi friga om A € A eller inte. Antag
()AeA
7-2.5 Enligt Abstraktionsprincipen foljer att A satisfierar det villkor som definierar
Lat A = {a, b, c}. Konstruera alla partitioner av A. :
LOSNING: Q) Vy(AgyvyegA)
En partition maste innehalla en, tvé eller tre celler. Liti (2 y=A:
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B)AgAVAgA

Vilket enligt satslogiken 4r ekvivalent med

@AgA

som motsdger (1). Altsa maste gélla

G)AgA

Men dven A ¢ A implicerar en motségelse: (5) och definitionen av A ger
6) ~Vy(Agyvyg¢A)

vilket ar logikst ekvivalent med

(7N 3Iy(AeynyeA)

Vilj ett sadant y som satisfierar A € y Ay € A och kalla det B:
8 AeBABeA

Di
9 AeB
(10) BeA

Eftersom B € A, satisfierar B det villkor som definierar A:
() VyBegyvyeB)

Lati(11)y=A:

(12) BgAvAgB

Fran (9) och (12) fér vi med satslogik

(13)Bg A

som motsager (10).
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7-4 Ovningar

7-4.1
@  (xx) ={{x}, {xx}}
={{x}, {x}}
={{x}}
(b) xy)=WVv)eSx=uAy=v
BEVIS:
=: Antag

1) xy)=(,v)
Di

(@) {{x}, {x, y}} = {{u}, {u, v}}

Vi delar upp undersokningen i tva fall:

()yx=y, () x=y.

Om x =y, sd innehaller {x, y} bara ett element. Eftersom {u, v} = {x} eller
{u, v} = {x, y} sé innehéller {u, v} bara ett element. D4 u =v. Dd dvenu =x.
Alltsa

@B)x=y=u=v

Nu ser vi pa fallet x # y. Da innehéller {x, y} tva element.

Av (2) far vi da

) {x} ={u}, {x,y} ={u, v}

Di

S)x=uy=v
< Antag
(6)x=u
Dy=v
Vi substituerar u for x och v for y:
(xy) ={{x}, {x,y}} (*Def. 7-3.3%)
= {{u}, {x,y}} (*Extensionalitet*)
= {{u}, {u, v} (* Do %)
=(u,Vv) (*Def. 7-3.3%)
7-4.2
(a) (ANB)x(CND)=(AxC)n(BxD)
BEVIS:
x,y) €e(AnB)x(CnD)
<xeAnBayeCnD (*Def. av x*)

S (xeArxeB)a(yeCayeD) (*Def. av N*)
< xeAryeC)Aa(xeBayeD) (*satslogik*)
< X,y)eAxCA(x,y)eBxD (*Def. av x*)
< (X, y) e (AxC)n(BxD) (*Def. av N*)

b (ANB)xC=(AxC)n(BxC)
BEVIS:
Vianvinder
(MA 3%) Cc=CnC
och far
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(©

7-4.3
(a)

(b)

(©)

7-4.4
(a)

(ANnB)xC =(ANnB)x(CNC) (*(MA 3°)%)
=(AxC)n(BxC) (*Ovning (a)*)

Ax(BNC) =AxB)n(AxC)
BEVIS:
Anvind A=A N A och gé fram som i beviset for (b).

(AUB)xC=(AxC)u(BxC)

BEVIS:

xy)e(AUB)xC ©xeAUBAyeC (*Def. av x*)
< (xeAvxeB)ayeC (*Def. av U*)
SxeAryeCvxeBayel)

(*Satslogik, distributiv lag (SE 16)*)

< (X,y) e AxCv(x,y) e BxC (*Def. av x*)
S X, y)e(AxC)uBxC) (*Def. av U*)

Ax(BUC) =(AxB)U(AxC)
BEVIS:
Analogt med (a).

Det finns A, B, C, D sédana att
(AUB)x(CUD)#(AxC)uU (B xD)
BEVIS:

A C

N >

Latazbochc#d, och A= {a},B={b},C={c},D={d}
D4 ér
(AUB)x(CUD) ={a,b}x{c,d}
=1{(@a,¢), (ad), (b,0), (b,d)}
medan
(AxC)uBxD) ={(ac)}uUi{(bd)}
={(@,¢), (b,d)}

Vi anger domin Dg, rickvidd Ry och filt Fg:
Dr={L,2,3}
Ry = {Aristoteles, Frege, Godel }
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Fr = Dr URR = {1, 2, 3, Aristoteles, Frege, Godel}

(b)  ViangerD_,R_, F.:
DuN={0,1,2,...}
Ro:Z,=1{1,2,3,...}
FoD.UR.=N={0,1,2, ...}

7-4.5
(@P°p=P (b)vVev=p
(c)P°V=V (dVeP=V
(e)P-1=p HV-1=v
7-4.6
(R°S)1=8-1°R-1
BEVIS:
(x,y) € (R°S)! & (y,x) eR°S (*Def. 7-3.28%)
< 3z (yRz A zSx) (*Def. 7-3.26%)
<3z (zZRly AxS~1z) (*Def. 7-3.28%)
< 3z (xS71z A zZR-1y) (*Satslogik*)
< (x,y) € STT°R-!
7-4.7
(a) <°< =<iR
BEVIS:
VihariR
X (<°<)y &3Jzx<z<y (*Def. av °*)

S X<y

Vi bevisar den andra ekvivalensen. Antag
)3z x<z<y
Eftersom < ér transitiv,d v s
X<ZAZLKYy=X<Y
foljer
2)x<y
Alltsa
(3)Izx<z<y=>x<y
Antag
4) x<y
Eftersom de reella talen ligger tét pa tallinjen, kan vi altid hitta ett tredje tal z
mellan x och y.
(5)Jz(x<zAz<y)

X z y
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Altsa
6)x<y=3z(x<z<Yy)

BEVIS:
xHlyeoyHx
<>y ér hustru till x

(b) x(<°<)yex+2<yiN < x dr dkteman till y
BEVIS:
ﬁx;tag( ) (b)  x(FUM)y < xir forélder till y
X(<°<)y BEVIS:
Da finns z € N sadant att x(FUM)y <©xFyvxMy
@)x<znaz<y < x dr far eller mor till y
Daidrz minzt 1 storre dn x och y dr minst 1 storre &n z sé att y blir minst 2 < x ér forilder till y
storre dn x, d v s
.(/31))§+2Sy () x(FuUM)lye xirbamtilly
tsa BEVIS:
%)tX(<°<)y:>x+2Sy x (FUM)lyey(FUM)x
ntag < &y dr foralder till x
g;"”*y & x dirbamn till y
E)6<:)hxd:rf)‘i);r I<y d) xHUH ) lyoxirgiftmedy
° BEVIS:
Xl)ts’;(< <y Xx(HUH ) lyoyHUH)x
-1
@) x+2<y=x(<°<)y <yHxvyHTx )
<y ér hustru eller man till x
() <°<!=RxR iR @y%rg%ﬁmedx
BEVIS: < x dr gift med y
Forst ser viatt < =1 =>: . . .
elyeryexioxs ) (e) x (F° M) y < x dr morfar till y
Vi har)(;cksg g BEVIS:
x(<<l)y ©x(<°>) x(F°M)y<3IzxFzAazMy)
Y 3 ¥ < for ndgot z, x ar far till z och z &r mor till y
zEZEX<Z<A)Z>y) @ < x dr morfar till y
z(X,y<z
Ef(;tersi)lln R x R dr allrelationen i R, giller trivialt ® X[(M-TUF-1)° (BUS)]y < x iir syskonbarn till y
<A < TcRxR 3) BEVIS:
(x“‘;‘)geka @ X [MTUFD)°BUS)yeIzxM1IUF)zAz(BUS)Y) (1)
8 R xR Vi analyserar inneborden 2
Da dr x och y godtyckliga element i R. Vi kan alltid hitta ett z € R som &r Mljni, )}l:jelr‘:)rcrll;ejrs.en a
storre dn bada x och y. Alltsa : 1 1
32(x,y<2) ©) x(M-1UF-1)z&xMlzvxFlz
(2) och (5) implicerar =z M Xvz F X
x (<< Dy (6) & z dr forilder till x
Alltsi < x ér barn till z ?2)
RxRc<®<-l @ z(BuS)y@zISyszy )
(3) och (7) implicerar =z dr bror elle.r syster till y
<o l-RxR < zir syskon till y 3)
== Genom att kombinera (1), (2) och (3) far vi
x[MTUF-1)°BuUS)y < 3z (xirbarn till z A z dr syskon till y)
7-4.8 < x dr syskonbarn till y
(a) xH !y« xiridkteman till y
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7-6 Ovningar
7-4.9
(@ M°HUHY 7-6.1
BEVIS: f:g<:>Df:Dg/\(Vx eDp f(x)=g(x)
x dr svarmor till y <> 3z (x &r mor till z A z dr gift med y) BEVIS:
< Iz(xMzazHUH)Yy) (Ovning 7-4.8 (d)) =: Antag
ox[M°HUH ]y 1) f=g
foch g dar mangder av ordnade par. Vi antar alltsa att f och g innehaller exakt samma
(b) [(F-1°F) = (M-1°M)] U [(M-1 ° M) — (F-1 °F)] ordnade par. Eftersom f= g, foljer av Definition 7-3.23 att Dy = Dg. Latx € Dy Vi

BEVIS:
x dr halvsyskon till y <> x och y har gemensam far men inte gemensam mor
v x och y har gemensam mor men inte gemensam far
S[FZZFxAzFy)A—=dw(WMxAwMYy)]
v[IzZzMxAzMy)A=3w (WFxAwFy)]
S[FzEFlzazFy)A-I3wxMlwawMy)]
v[FzEMlzazMy)A—-IwExFlwawFy)]
S X (F1°F)ya—x (M-1°M)y]
VixMl°M)yA—x(Fl°F)y]
SXEFI Fyax—-M1°M)y]
VIxM1°eM)yax—(F1°F)y]
S X [(F1°F) - (M1 ° M)
UM M) - (FTOF)]y
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visar f (x) = g (x). Eftersom D¢ = Dy, sd x € Dg. D finns y € Ry, z € Ry sddana att
(x,y) € foch (x, z) € g. Da y = f(x) och z= g(x). Eftersom (x, z) € goch f=g, s&
(x,z) € f. Viharnu (x, y) € foch (x, z) € f. Av Definition 7-5.1 foljer y = z. Alltsa
@ fx)=y=z=g(x)

<: Antag:

(3) Df=Dg

@) (Vx e Dp f(x)=g(x)

Lat (x,y) € f. Av (3) far vix € D= Dy Av (4) foljer y = f (x) = g (x).

Eftersom (x, g (x)) € g, s (x, y) € g. Darfor

() fcg

Pé samma siitt visar vi

6) gcf

(5) + (6) implicerar

(M) f=¢

7-6.2

(1) I'sjilva verket dr bildméngden Ry entydigt bestimd av funktionen f och
definitionsmidngden Dy = A. Vi har nimligen

R¢=f[A]

Informationen om Ry ér dirfor implicit i symbolen f: A — B.

(2) I'manga fall dr det svért eller omdjligt att explicit definiera Rg=f [A] medan det
ar latt att ange en mangd B sadan att Rp=f[A]  B. Lat t ex

IWASYA

f(x)=x2-5x+1

Da dr det litt att se att

f[Z] < [Z] men svaérare att exakt specifiera f [Z].

(3) I de flesta fall har vi ingen anvandning for informationen om vad Ry ar. I de fall
dar vi behover den, finns den i f: A — B eftersom Rg= f[A].

(4) I ndgra sammanhang ér skrivsittet f: A — B, dér vi bara kréver Rgc B, en fordel.
Ett exempel ar Definition 7-5.20 av funktionssammansittning. Lat

G)f:A—> By, g B> C

fegA->C

(f° g () =g(f(x)
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Antag forst att vi kriver f [A] = B, B| = By, och g [B,] = C. Da blir symbolen
f° g: A — Cadekvat eftersom (f ° g) [A] = C. Men da uteslutar vi alla sidana
funktionssammansittningar dér B; < B,. Fallet B; < B, ger dock lika bra
funktionssamansittningar som fallet dir B; = B,. Antag nu att vi bara kriver
f[A] =By, B} € B, g [B;] = C. Nu fir vi med alla funktionssammansittningar som
ar forenliga med Definition 7-5.20; men nu dr symbolen

fegA—>C

inte langre adekvat. Det finns f och g med B1 — B2 sadana att (f ° g) [A] < C. till
exempel

f£Z,>Z,

f(x)=x

gZ->Z

g(x)=x

SAMMANFATTNING. Notationen f: A — B dir Ry < B ir den smidigaste och

adekvat i alla sammanhang. Nir man behover veta explicit vad R¢ ér, kan man fa fram
informationen fran f och A genom Ry=f[A].

7-6.3
(a) R dr en funktion

Rj:R >R y
Ry (x)=x?
X

Ry ={(x,y) e R? [x=y
ar inte en funktion eftersom
(1,1) e Ri~Loch (1,-1) e Ry~L.

(b) R, dr funktionen
Ry Ry >Ry
Ry (x)=Vx

R,~! ér funktionen y
Ry 'Ry >Ry
Ryl (x)=x2

(c) Eftersom Ry = R;~L, dr R inte en funktion. R3~1 =R ér en funktion.
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(d) Ry dr funktionen y
R4y R—>R ——
Ry(x)= 0 omx<0
Ryx)=1 omx=0 X

Ry l={(x,y) e R? |x:0Ay<0}

U{(x,y) e R? |x:1/\y20}
ir inte en funktion eftersom X
tex(1,0) e Ryl och (1, 1) e Ry! fast 0 1.

7-6.4

(a) R ° S dr en funktion.
BEVIS:
Se Anmirkning 7-5.19.

(b) R — S dr en funktion.
BEVIS:
Vi ska visa
D) (xy)eR-SA(x,z)eR-S=>y=z
Antag
2) (x,y) eR-S,(x,z) e R-S
Da (x, y), (X, z) € R. Eftersom R ér en funktion foljer
®y=z

(c) R U S behover inte vara en funktion.
BEVIS:
Lattex
R:INoN
R(x)=0
S:N—>N
Sx)=1
D& (0,0) e RUSoch(0,1) e RUSmen0#1.

(d) R N S ér en funktion.
BEVIS:
Antag (x, y), (x,z) € RN S. Dd (x,y), (x, z) € R. Eftersom R &r en funktion,
y =z. Av Definition 7-5.1 foljer att R N S 4r en funktion.

7-6.5
(a) f[AUB]=f[A]Uf[B]
BEVIS:
< :Antagy € f[A UB]. Déd finns x € A U B sadan att y = f (x).
Omzx € A,say="f(x) e f[A] c f[A] Uf[B].
Omx € B,siy=f(x) e f[B] c f[A] U f[B].
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Alltsa f[A UB] < f[A] U f[B].
O Trivialt géller

(1) Al f[A UB]

(@) f[B]=f[AUB]

Da

(3) f[A] U f[B] < f[A UB]

(b) f[ANB]cf[A]Nf[B]
BEVIS:
Antagy € f[A N B]. Dd finns x € AN Bsadanatty=f(x). Ddx € A ochx
€ B.Men x € A implicerar y = f (x) € f[A], och x € B implicerar y=f(x) €
f[B]. Dérfory € f[A] N f[B].

(c) Det finns f, A och B sadana att f [A N B] # f[A] n f[B].
BEVIS:
Lat A= {a} och B = {b} dér a #b. Definiera
f:AUB— {c}
f(a)=c
f(b)=c

()
DidrANB=0
f[ANB]=f[2] =2 ”t
B'!!’

fIA] N f[B] = {c} N {c} = {c}

(d)  farinjektiv = f[A N B]=f[A] nf[B]
BEVIS:
Vi visar f[A] A £ [B]  f[A N B].
Antagy € f[A]Nf[B]. Ddy € f[A] ochy € f[B]. Dirfor finns a € A och b
€ B sidana att y = f (a) och y = f (b). Da f (a) = f (b). Eftersom f &r injektiv, dr
a=b.Dia=be AnBsaatty=f(a)=f(b) € f[ANB]
Alltsa f[A] N f[B] < f[A N B] som i kombination med 7-6.5 (b) ger
f[ANB]=f[A]nf[B].

7-6.6

-1 &ir en funktion <> f dr injektiv
BEVIS:

-1 satisfierar

M Exefloxyef

-1 &r en funktion omm

@ (. x1), (v, %) € Fl1 =% =%
f ar injektiv omm

B) fxp=fx)=x1=x;
Villkoret (3) ar ekvivalent med
BN xp,y), (X2, y) e F=x1=x;
(1) applicerad pa (3°) ger
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G @ x). (1 x) € Fl=x=x,

Vi har alltsa

B)=B)=06")=0@2)

Foljaktligen giller ekvivalensen in 7-6.6.

7-6.7
Lat f: A — B vara bijektiv. Da

fofl=1,

flef=Ig

BEVIS:

Eftersom f ir bijektiv, ar f~! en funktion och
f:A—>B, LB A

Di

fefl:A>A

fl°f:B>B

Latx € A.Da

) =1 @) =x=14 (%)

Latx € B.Da

(1) ()= (! 1) =x =15 ()

7-6.8

Lat J vara méngden av jamna naturliga tal. Da finns en bijektion f: N — J.

BEVIS:

Definiera

fiN->J

f(x)=2x

Det ar klart att f dr en funktion och varje f (x) ar ett jamnt tal, d v s f [N] < J. Vi visar
att f dr injektiv. Antag f (m) = f (n). D 2m = 2n och dérfor m = n. Vi visar att f ar
surjektiv. Antagn € J. Da dr n jamnt delbart med 2. Latn=2m. Ddn=2m=f(m) €
f[N]. Alltsd J < f [N] som tillsammans med f [N] < J implicerar J = f [N]. Alltsd ar
surjektiv och darfor en bijektion.

7-6.9

(a) ° dr inte kommutativ.
EXEMPEL:
Viviljer A=B=C={a, b}
Definiera
f(a)=b,f(b)=a
g@-gb=a

fog:
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Anvind Ovning 7-4.6

g°f: 7-6.11
(@ f°h:R->R,
(f°h) (x) = h (f (x)) = Vex
®) h°ER, >R,
Viserattf°g#=g°f Tex i
h° =f(h (x0)=e"
e @=gf@=gb)=a D)= x0)=e
y © a)=f(g(a))=f(a)=
(270 (1) =f(2(a) = @) =b © hogR.oR,
(2 b)=gfb)=g@=a b g 00— g (h ()= b+ 1 =x & 1
(g°Hb)=1(g(b)=~f(@a=b heg)(x)=gh(x X) X
(b)  °drassociativ. @ fog°hiR >Ry
BEVIS: (2 g°h) () =h(g(f(x)=Ve™*+1
For (g °h) giller
g°h:B—>D (e) h°g°fiR; >R}
Dirfor (M°g°Hx) =fgh) )
fe(g°h:A—->D 1) =f(x+1) (*Ovning 7-6.11 (¢)*)
(f° g) satisfierar =extl
fegA—>C =eeX
Dirfor
(f°®°hA>D @ (®  (°h R >R
Laot X EOAA Da i °hy! (x)=In(x?)
(f°(g°h) x)=(g°h) (f(x) BEVIS:
och =h (g (f(x)) 3) (f°h):R, >R
S _ o g fas omedelbart fran 7-6.11 (a)
(2 W )=h(f*g) x) Enligt dvning 7-6.10 (b) éir
—h (g (f () @ e
(1) +(2) + (3) + (4) implicerar E -t =h"tef )
0 (6 0T = (£ o) O Fran definitionerna av f och h far vi
fe(geh=(°g°h
1 (x)=Inx
h! (x) =x?
7-6.10 (Fey =) )= (1 x) =1 (x2) =In (x*)
(a) f° g ir injektiv.
BEVIS:
Latx,y € A. Antag
M E g =g ()
Da
@) g(fE) =g )
Eftersom g ér injektiv,
3) fx)=1(y)
Da dven f ér injektiv, foljer
@ x=y
Altsa dr f ° g injektiv.
) (pt=gtor!
BEVIS:
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7-8 Ovningar Och hirleder x =y. Fran (1) och (3) foljer —R(y.x) som motsiger R(y.x) i (3).
M a o: (1) och (3) implicerar en motségelse och fran en motsigelse foljer vad
7-8.1 som helst, som vi vet fran satslogiken, tex x =y.
(a) R symmetrisk A R transitiv = R reflexiv i Dg ANMARKNING: Ett mindre exakt men kanske mer tillfredsstallande bevis
BEVIS: for (d) kan ges med kriterierna i § 7-7.23. Antag att R &r asymmetrisk. D4 &r
Antag att R éir symmetrisk. huvuddiagonalen i ett schema for R tom och inget krysspar utanfor
(1) VxVy (R(x,y) = R(y.x)) huvuddiagonalen ligger symmetriskt kring denna. Det senare &r kriteriet pa att
och transitiv R ér antisymmetrisk.
(2) ¥xVyvz (R(x,y) A R(y,2) = R(x,2)) . . .
Vi ska visa R reflexiv i Dy, d v s (e) l‘;g\sfylg‘memsk = Rirreflexiv
() vx(x € Dr —>IR(x,x)) . . . Antag R asymmetrisk
Antag x € Dg. Enligt Definition 7-3.23 av doménen Dy, finns det y sddant att (1) ¥xVy (R(x,y) = —R(y,X)) men inte irreflexiv. Da
R (x,y). (2) R(a,a) for nagota € A
Av R:s symmetri foljer R(y,x) s att vi har R(x,y) A R(y,x). Om vi i (2) Av (1) far vi genom att lita x = y = a:
instantierar z med X, far vi (3) R(a,a) > —R(a,a)
(4) R(x,y) A R(y,x) = R(x,x) (2) +(3) implicerar —R(a,a) som motsiger (2).
Alltsa R(x,x).
[63) R irreflexiv A R antisymmetrisk = R asymmetrisk
(b) R intransitiv = R irreflexiv BEVIS:
BEVIS: Antag R irreflexiv och antisymmetrisk
Antag att R &r intransitiv (1) Vx —=R(x,x)
1) V'XV)’_VZ (RO},y) AR(y,z) > —R(x,2)) (2) VxVy (R(x,y) AR(y.x) > x=Y)
men inte irreflexiv, dvs . men inte asymmetrisk, d v s
?2) Rga, a) . ) for nagota € A (3)R(a,b) AR(b,a) forngr.a,be A
I(1)instantierarvix =y =z=a: Frén (2) och (3) foljer
(3)R(a,2) AR(a,2) > —R(aa) (3)a=b
(2) +(3) implicerar som tillsammans med (3) ger
(4) —R(a, a) (4) R(a,a)
som motsager (2). Men fran (1) foljer
(5) —=R(a,a)
(c) R starkt sammanhéngande i A = R reflexivi A som motsédger (5).
BEVIS:
Antag R starkt sammanhingande i A
(1) VxVy (x,y € A - R(x,y) v R(y, X)) 7-8.2
Vi ska visa R reflexiv i A och antar x € A. Fran (1) fir vi da (a) R dr symmetrisk och antisymmetrisk <> R < I
(2) R(xx) v R(x,x) BEVIS:
som med satslogik ger =: Antag R symmetrisk och antisymmetrisk.
O Rxx) (1) Vx¥y (R(x.y) = R(y)
. . . (2) VxVy (R(x,y) AR(y.x) > x=Yy)
@ g;\s/)?;memsk = R antisymmetrisk Viska visaR c I, d vs varje par i R r av formen (x,x).
Antag R asymmetrisk Antag (x,y) € R. Av (1) far vi R(y,x) sd att R(x,y) A R(y,x).
(1) VxVy (R(x,y) = —R(y,x)) (3) gernux =y, dvs(x,y) har formen (x,x) € I.
Vi ska bevisa att R ar antisymmetrisk, d v s <:0m R C I, ér varje par i R av formen (x,x). Det ar da trivialt att visa att R
(2) VxVy (R(x,y) AR(y,x) > x=Yy) satisfierar villkoren for symmetri och asymmetri.
Vi antar dérfor
(3) R(x,y) A R(y.x) (b) R = dr den enda relationen i A som ar bade symmetrisk och asymmetrisk.
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BEVIS:
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Villkoren for att R ska vara symmetrisk och asymmetrisk &r

(1) VxVy (R(x.y) = R(y:x)

(@) VxVy (R(xy) = =R(y:x))

Det ar klart att R = J satisfierar bade (1) och (2); ty om R = &, blir forledena i
(1) och (2) falska for alla x, y. Da blir implikationerna i (1) och (2) sanna for
alla x, y. For att visa att & dr den enda relation som satisfierar bade (1) och (2)
antar vi att det finns R = & som satisfierar (1) och (2). Lat (x,y) € R. Av (1)
far vi da R(y,x) och av (2) —=R(y,x) vilket dr en motségelse.

7-8.3

(a) R och S ar ekvivalensrelationer = R N S ér en ekvivalensrelation.
BEVIS:
Vi ska visa att R N S dr reflexiv, symmetrisk och transitiv.
Reflexivitet: Lat x € A. D& R(x,x) och S(x,x) och dérfor (x,x) e RN S.
Symmetri: Antag (x,y) € RN S. D4 (x,y) € R och (x,y) € S. Eftersom R och S
ar symmetriska, (y,x) € R och (y,x) € S. Da (y,x) e RN S.
Transitiv: Antag (x,y) € RN S och (y,z) e RN S. Da (x,y), (y,z) € R och
(x.y), (y,2) € S. R:s och S:s transitivitet ger (x,z) € R, S. Da (x,z) e RN S.

(b) R ir en ekvivalensrelation = R~! #r en ekvivalensrelation.
BEVIS:
R~ dr reflexiv: Antag x € A. D (x,x) € R och dirfor (x,x) € R-1.
R~ symmetrisk: Antag (x,y) € R-1. D (y,x) € R. Ris symmetri ger (x,y) € R.
Dé(y,x) € R-1.
R transitiv: Antag (x,y), (y,2) € R=1. Da (z,y), (y,2) € R. R:s transitivitet
implicerar (z,x) € R. Da (x,z) € R-1.

(c) R ér en partiell ordning A S ar reflexiv och transitiv = R N S ér en partiell
ordning.
BEVIS:
Vi ska bevisa att R N S ér reflexiv, antisymmetrisk och transitiv.
Reflexivitet: Eftersom bade R och S ir reflexiva, foljer detatt R N S ér
reflexiv som i beviset for (a).
Antisymmetri: Vi ska visa
(1) vVxVy (x,y) e RNSA(yx) e RNS > x=Yy)
Antag (x,y) e RnSoch(yx) e RNS.
Da (x,y) € R och (y,x) € R. Eftersom R dr antisymmetrisk, foljer x =y.
Transitivitet: Eftersom bade R och S dr transitiva, foljer R N S:s transitivitet
som i beviset for (a).

(d) R ir en partiell ordning = R~! dr en partiell ordning.
BEVIS:
R-1:s reflexivitet och transitivitet foljer ut R:s reflexivitet och transitivitet som
ibeviset for (b).
Antisymmetri: Vi ska visa
(1) YxVy R (xy) AR (y.x) > x =)
Men (1) dr ekvivalent med
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(2) VxVy (R(y:x) AR(X,y) > x =y)
som foljer frén att R ar antisymmetrisk.

7-84
Lat f: A — B vara en funktion. Da ar f © f-! en ekvivalensrelation i A.
BEVIS:
Enligt definitionerna 7-3.26 och 7-3.28 av sammansittning och omvandning av
relationer géller
(1) (x,y) e fo f-! < 3z((x,2) € fA(zy) e 1)
< 3z((x,2) € fA(y,z) € 1)
e fx)=f(y)
Med hjilp av (1) dr det litt att visa att ° £-1 &r reflexiv, symmetrisk och transitiv.
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Om R idr en ekvivalensrelation med dndligt manga ekvivalensklasser, finns det
miéngder Ay, ..., A, sddana att

R=A| xAjUA, x A,

BEVIS:

Lat [x1], [X3], ..., [X,] vara en upprikning av alla R:s ekvivalensklasser. Vi visar

(D) R=[x] % [x,] U e U [xg] % [x,]

c: Antag (x,y) € R. Da [x] = [x;] forngti=1, ...,n. Dd x € [x;], och drfor R (x;, X).
Eftersom ocksa R (x,y) enligt antagandet, far vi R (x;, y) av R:s transitivitet. Alltsd

y € [xj]. Eftersom X, y € [x{] far vi (x,y) € [x{] x [x{] € [x]] x [x1] U ... U [X,] % [X,]
ot Antag (%) € [x11% [x;TU ... U [xg] % [x]

Da dr (x,y) € [xi] x [x;] for ngti,d v s X,y € [x;]. Foljaktligen giller x;Rx och x;Ry.
Symmetri och transitivitet hos R ger xRy, d v s (x,y) € R.

(1) visar att vi kan definiera A} = [x], Ay = [X,], ... , Ay = [Xy].

7-8.6
(a) Lat R < A x A vara en partiell ordning. Definiera
S={(xy) e Ax AlR(x,y)szty}
Da ir S en strikt partiell ordning av A.
BEVIS:
Vi ska visa att S dr asymmetrisk
(1) VxVy (S(x,y) = —=S(y.x))
och transitiv
(2) VxVyVz (S(x,y) A S(y,z) = S(x,2))
Antag att S inte dr asymmetrisk. D4 finns x,y € A sadana att S(x,y) och
S(y,x). Av definitionen av S foljer da R(x,y) A x # y och R(y,X) Ay #x.
Eftersom séledes R(X,y) A R(y,x) och R idr antisymmetrisk foljer x =y vilket
motsdger X #y.
Vi visar nu att S ér transitiv, d v s vi visar (2). Antag S(x,y) A S(y,2).
Viskavisa(x,z) € S,dvs
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B)REzZ)AXx#2Z

Eftersom S(x,y) och S(y,z), sd R(x,y) A x # yoch R(y,z) Ay # z.

Men R(x,y) A R(y,z) ger R (x,z) pd grund av R:s transitivitet. Vi visar nu x # z
i(3) genom att antaga x = z. Da kan vi i antagandet S(x,y) A S(y,z) substituera
x for z vilket ger S(x,y) A S(y,x); men detta &r oforenligt med (1), S:s
asymmetri. Vi har nu visat (3), d v s S(x,z), och ddrmed S:s transitivitet.

(b) Lat S < A vara en strikt partiell ordning av A. Definiera
R={(x;y) e Ax A|S(x,y)vx:y}
Da ér R en partiell ordning av A.
BEVIS:
S satisfierar (1) och (2) i (a). Vi maste visa att R ar reflexiv, antisymmetrisk
och transitiv:
4) Vx (x € A > R(x,x))
(5) VxV¥y (R(x,y) A R(y.0) > x = ¥)
(6) VxVyVz (R(x,y) A R(y,z) = R(x,2))
Latx € A. Eftersom S(x,x) v x =x giller trivialt for alla x € A, sa R(x,x),
dvsRirreflexiv.
Vi visar (5). Antag R(x,y) A R(y.x)
Av definitionen av R foljer dd
(@) (S(xy) v x=y) A S(yX) v y=x)
Genom att anvénda satslogikens distributiva lag (SE 6) pa (7) far vi
(®) (S ASEX) v (SCy) Ay =3) v (S(FX) AX=Y) v (x=y Ay =X)
Men forsta disjunktionsledet i (8) 4r oforenligt med att S dr asymmetrisk.
Andra disjunktionsledet implicerar S (x,x) som &r oférenligt med att S &r
irreflexiv (se Ovning 7-8.1 (e)). P4 samma siitt inser vi att tredje
disjunktionsledet ar falskt. Darfor maste 4:e disjunktionsledet, x =y Ay =x
gilla. Darfor x = y. Vi har visat (5), d v s R:s antisymmetri.
Slutligen visar vi (6), R 4r transitiv. Antag att (6) ar falsk. Da finns
X, Y,z € A sadana att
(9) R(x,y) AR(y,2) A = R(x,2)
Av — R(x,z) och definitionen av R foljer
(10) = S(x,z) Ax#2
Fran R(x,y) A R(y,z) i (9) och definitionen av R far vi
D Sxy) vx=y) A (S(y.2) vy=2)
Vi anvinder nu den distributiva lagen (SE 6) pa (11):
(12) (SEY) AS(y,2) vV (SEY) AY=2) vV (S(y.2) AX=y) v (x=y Ay =12)
Men varje disjunktionsled i (12) motsager (10):
S(x,y) A S(y.z) = S(x,2)
eftersom S dr transitiv
S(x,y) Ay =2z= S(x,2)
S(y,z) Ax =y = S(x,2)
X=yAy=z=>X=2
Alltsa kan (6) inte vara falsk, d v s R &r transitiv.

7-8.7

R ér en linjér ordning av A omm R ir reflexiv, antisymmetrisk, transitiv och
sammanhédngande i Advs

91

(1) Vx (x € A > R(x,X))
(2) VxVy R(x.y) A R(yx) > x =)
(3) VxVyVz (R(x.y) A R(y.2) > R(x:2))
(4) VxVy (xy € A R(xy) vR(yx) vx =)
S dr en strikt linjér ordning av A omm S dr asymmetrisk, transitiv och
sammanhéngandei A,dvs
(5) VXV (S(x.y) > = S(y:x)
(6) YXVyVz (S(x,y) A S(y:2) > S(x.2))
(7) VXYY (x,y € A - S(x.y) v S(v.2) VX =)

(a) Lat R vara en linjdr ordning av A

Definiera

S={(xy) e Ax AlR(x,y)szty}

Da ar S en strikt linjar ordning av A

BEVIS:

Vi ska visa att S satisfierar (5), (6), (7).
Antag att S inte satisfierar (5). Da finns x, y € A sa att

(8) S(x.y) A S(y.x)

Vilket tillsammans med definitionen av S ger

) R(y) AR(YX) AX £y

(9) dr oforenlig med (2), att R dr antisymmetrisk.
Antag forledet i (6)

(10)  S(xy) AS(y2)

Di

(IDREY)Ax#YyAR(y,Z)Ay#2z
Av (11) och R:s transitivitet (3) foljer
(12) R(x,2)
Antag x = z. Substitution i (10) ger S(x,y) A S(y,x) som ir oforenligt med den
redan bevisade asymmetrin (5) hos S. Alltsd x # z som tillsammans med (12)
ger
(13)Rx,z) Ax#2
d v s S(x,z). Vi har visat (6), att S ar transitiv.
Vibehandlar (7). Latx, y € A. For att visa S(x,y) v S(y.x) vx =y
visar vi den satslogiskt ekvivalenta
(14)x 2y — S(x,y) v S(y.x)
Antag darfor forledet i (14):
(I5)x#y
(4) + (15) implicerar
(16) R(x,y) v R(y.x)
Men definitionen av S ger
(A7) RE,y) Ax#y = S(X,y)
(18) R(y,x) Ax #y = S(y,X)
(15) — (18) och satslogik ger
(19) S(xy) v S(y:%)
Resonemanget fran (15) till (19) bevisar (14). Alltsa giller (7), att S dr
sammanhéngande.

(b) Lat S vara en strikt linjar ordning av A. Definiera
R={(xy) € AxAlSxy) vx=y}
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Da dr R en linjér ordning av A. foljer

BEVIS: R(x,2) A R(z,x)
Enligt antagande satisfierar S villkoren (5), (6), (7). Vi ska visa att R Definitionen av ~ ger nu X ~ z.
satisfierar (1), (2), (3), (4).
R reflexiv: For varje x € A giller trivialt S(x, x) v x = x. Darfor (x, x) € R. (b) Definiera
R antisymmetrisk: Antag att R inte satisfierar (2), d v s det finns x, y sa att A= {[x] ‘ X €A}
(20) R(xy) AR(YX) Ax %y [x] < [y] & R(xy)
R(x,y) och R(y,x) och definitionen av R implicerar Da
@D Sxy) vx=y [x] = [u] A [y] = [v] = (R(x,y) © R(u,v))
(22)S(yx)vx=y BEVIS:
som tillsammans med x # y ger S(X,y) och S(y,x) vilka dr oforenliga med S:s Antag
asymmetri (5). () [x]=[u] Ayl =1[v]
R transitiv: For att visa R transitiv (3) gar vi fram pd samma sétt som vid Di
beviset for (6) i Ovning 7-8.6 (b). 2)x~uny~v
R sammanhingande i A: Antag att (4) ér falsk. Da finns X, y € A sddana att (2) + definitionen av ~ ger
23) = RE) A=R(yX) AX#Y (3) [RGW) A RWX)] A [R(y:v) A R(VY)]
som tillsammans med definitionen av R implicerar Vi visar R(x,y) = R(u,v). Antag
(24) = S(x,y) A = S(y.x) (4) R(xy)
Av (7) foljer Fran (3) och (4) far vi
(25)S(xy) v S(yx) vx =y (5) R(ux) AR(Xy) A R(y,v)
som tillsammans med (24) ger Tva tillampningar av R:s transitivitet (1) pa (5) ger
26)x=y (6) R(u,v)
vilket motsdger (23). Pd samma sitt bevisar man
R(u,v) = R(x,y).
7-8.8 (c) Relationen < ér en linjdr ordning av 4.
(a) Lét R vara en svag ordning i A. Definiera BEVIS:

x ~y < R(x,y) A R(y,x) Vi ska visa att < dr reflexiv i 4, antisymmetrisk, transitiv och
Da dr ~ en ekvivalensrelation i A. sammanhéngandeiA, dvs
BEVIS: 6) [x] e A= [x] <[x]
R dr transitiv och starkt ssmmanhéngande i A, d v s N X< [y] Ayl <[x] = [X] = [x]
(1) VxVyVvz (R(x,y) A R(y,z) - R(x,2)) @) X<yl Ayl <[z] = [x] <[z]
(2) (Vx,y € A) (R(x,y) v R(y,x)) 10 [x], [yled= [x]I <[yl vIyI < [X] v [X]=[y]
Vi ska visa att ~ dr reflexiv, symmetrisk och transitiv, d v s <reflexiv: Eftersom R #r starkt smmanhingande i A, ir R reflexiv i A (Ovning
B) VX (x e A>x~X) 7-8.1 (¢)), d vs R(x, x) for x € A. Da [x] < [x] enligt definitionen av <.
(4) VxVy (x~y > y~x) <antisymmetrisk: Antag
() xVyVZ(x =y Ay =25 X ~2) (G RN RN
~ reflexiv: Lat x € A. Av (2) foljer R(x,x) v R(x,x) som dr satslogiskt Definitionen av < ger
ekvivalent med R(x,x) A R(x,x). Definitionen av ~ ger nu x ~ x. (12) R(x,y) A R(y,X)
~ symmetrisk: Vi har Frén (12) och definitionen av ~ foljer x ~y, d v s x och y tillhér samma
X~y < Rxy) AR(y:X) ~ -ekvivalensklass. Da

< R(y.x) AR(x,y) 13) [x] =[y]

Sy~X S<transitiv: Antag
sa att ~satisfierar (4). 14 [x] <[yl Alyl <[2]
~ transitiv: Antag x ~y Ay ~z. Dd Da R(x,y) A R(y,z). Eftersom R ir transitiv, foljer R(x,z) och
R(Y) A R(y:X) AR(y,2) AR(zy) (15 [x] <[z

som &r satslogiskt ekvivalent med enligt definitionen av <. Det bevisar (9).
[R(x,y) A R(y,2)] A [R(z,y) A R(y,x)] < sammanhdngande i A: Vi visar (10).
Eftersom R ér transitiv (1)
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Lat [x], [y] € A. Eftersom x, y € A och R dr starkt sammanhangande, far vi
fran (2)

(16) R(x,y) v R(y.x)

(16) + definitionen av < implicerar

AN X<y vIyl<[x]

Satslogik ger konsekvensen i (10):

A3 I <yl vyl <[x]vIx]=[y]
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Kapitel 8. Losningar

8-5.1

Venn-diagram for m = (M, P, Q) = ({a, b, c}, {a}, {a, b})

be Q =m F Q(b) (*121.2%)
=m F Pb)> Q(b) @ (*121.3%
ceP =mk¥ P (*121.2%)
=m F Pc)> Q) (B)  (*1.21.3%

(1), (2) och (3) visar att alla element a, b, ¢ i M satisfierar ‘P(x) = Q(x)’.

X
c MH+@)+B@)=m E Vx(Px) > Q(x)) (*1.21.4%)
@ Vx(Q(x) = Px))
LOSNING:
P Q Vx (Q(x) = P(x)) dr falsk.
Eftersom Q N —P = {b} # & blir
Vx (Q(x) — P(x)) falsk.
(@  3xPX beQ =mF Q) O] (*1.21.2%)
LOSNING: be P =m K P(b) 2) (*1.21.2%)
3Ix P(x) dr sann i m. ()+@Q2)=m £ Q(b) — P(b) (*1.21.3%)
3x P(x) uttrycker att P # &, vilket &r sant eftersom a € P. —m ¥ Vx (QX) = P(X))
acP =mk P (*1.21.2%) (*Eftersom b inte satisfierar Q(x) — P(x) 4r det inte alla element i M
=m F 3x P(x) (*1.21.5%) som satisfierar Q(x) — P(x). Drfor ar Vx (Q(x) — P(x)) falsk i 712.*)
®)  vxQk) © 3P A-QX)
LOSNING: LOSNING:
Vx Q(x) ér falsk. Satsen uttrycker att P N —Q # & villket ar falskt.
Vx Q(x) uttrycker att Q = M, vilket ér falskt eftersom ¢ ¢ Q. 3x (P(x) A —Q(x)) éir falsk.
ceQ = m ¥ Qe (*1.212%) 2cQ =m b Q) (12129
= m K Vx Q(x) (*1.21.5%) = m f—QG@) (*121.3%
* *
© V() - Q0 =m F P(a) A —Q(a) (1) (*121.3%)
LOSNING: be Q =m k Q)
Vx (P(x) — Q(x)) ir sann. Smf —Qb)
Vx (P(x) = Q(x)) uttrycker att. alla P arQ (se § 5.9, s.146), vilket ar sant —-m /F P(b) A Q(b) )
eftersom det enda elementet a i P ocksd dre Q: Pc Q. P P *121.2%
Vx (P(x) = Q(x)) dr sann omm P N —Q = . ce =m (©) (*1.21.2%)
Detta villkor ér uppfyllt. =>m )4 P(c) A= Q (c) 3)  (*1.21.3%)
(H+2)+B)=m FIx (P(x) A—Q(x))  (*1.21.5%)
(*(1), (2) och (3) visar att det inte finns nagot element i M som satisfierar
P(x) A —Q(x).%)
6  VxVy(Px)AP(y) > x=y)
P Q LOSNING:
Satsen uttrycker att P innehéller hogst ett element vilket dr sant.
. B VxVy (P(x) A P(y) = x =y) dr sann.
aeQ =m | Q@ (*1.21.2%) Vi ska testa om (P(x) A P(y) = x =y) satisfieras av alla par (x,y) € M x M.
=m k P(a) > Q(a) 1) (*1.21.3%) Antag  m /# VxVy (P(x) A P(y) > x=y)
#m E P(a) AP(B) = o= for nagot o, f € M.
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=m kP(a) O]
m kP() @ a __ Pab)AP(be) - Pac)
m pa=p 3 b
Av(1),(2)ochP={a} farvioa=p=a. c
(3) ger da
mka=a (f) VxVyVz (R(x,y) A R(y,z) = R(x,2)) dr falsk.
—aza (*1.21.1%) Satsen uttrycker att R-relationen ar transitiv, vilket ar falskt.
vilket &r omdjligt. Darfor
m kVxVy (P(x) AP(y) > x =)

(8  VxVy(Qx) AQ(y) —>x=y) b R(a,b) A R(b,c),
LOSNING: men —R(a,c)
Satsen uttrycker att Q innehaller hogst ett element vilket ar falskt eftersom ?
a,be Q. a c
VxVy (Q(x) A Q(y) = x =) ar falsk i m.

(2 VxVyVz (R(x,y) A R(y,z) = P(x,z)) dr sann.

(h)  Vx(P(x) > Iy Qy) Satsen uttrycker att om tva linjer ar vinkelritta pa samma tredje linje, da ar de
LOSNING: tva linjerna parallella.
ae Q =m Q) I figuren i (f) géller R(a,b) A R(b,c) och dirav foljer P(a,c).

=m E 3y Q(y) Q] (h)  Vx3JyR(x,y) ir sann
(1) =m kPa)— Iy Qy) (2) Vx3y R(x,y) uttrycker att varje linje dr vinkelrétt pd nagon (annan) linje.
1 SmER-HQAY ) O Sy R it
i xVy R(x,y) ir falsk.
M =mEPO-IAW @ IxVy R(x,y) uttrycker att det finns en linje som ér vinkelrét pa alla linjer (inkl.
@+@)+@=m F ¥x(Px) -3y Q) sig sjilv).
dvs Vx (P(x) = 3x Q(y)) “rsannim.
8-53
8-5.2 M = {0, 1} har 4 olika delméngder. Vi far foljande mojligheter for P:

Det forutsitts att planet ar Euklidiskt.

(a)

(b)

(d)

(e)

Vx P(x,x) dr sann
Vx P(x,x) uttrycker att varje linje ar parallell med sig sjdlv vilket betraktas
som sant i geometrin.

Vy R(y,y) r falsk.
Vy R(y,y) uttrycker att varje linje ar vinkelrét pa sig sjélv vilket &r falskt.

VxVy (P(x,y) = P(y,x)) &r sann.
Satsen uttrycker att P-relationen ar symmetrisk vilket ar sant.

VxVy (R(x,y) = R(y,x) dr sann.
Satsen uttrycket att R-relationen &r symmetrisk.

VxVyVz (P(x,y) A P(y,z) = P(x,z))dr sann.
Satsen uttrycker att P-relationen dr transitiv.

99

1.P=0Q 2.P={0}
3.P={1} 4.P={0,1}
For varje val av P har vi 2 mojliga val av ¢:

l.e=0

2.¢=1

Totalt finns det dirfor 4 x 2 olika modeller 7 = (M, P, ¢):

1.1

2.1

m=({0, 1}, 3, 0)

m F Vx P(x) xc0
m ¥ 3x P(x)

m E —P(c) P x1
m=({0,1}, @, 1)

m JZ Vx P(x)
m f 3x P(x) %
m k —P(c) P 21

m=({0, 1}, {0}, 0)
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m f vxPx) F Vx (P(x) v <P(x))
m b 3xPx) Da }= P(x) v —P(x) (*enligt Def. 2.6 (2)*)
X
m F —P(c) 1 (c) |= Vx P(x) v 3x —P(x)
22 m=(0, 130} 1) P BEVIS:
Satsen uttrycker att
m g VX PO Antingen —P = J eller —P # &
m F 3Ix P(x) vilken ér sant.
mE —P(c) x1 ]
Lm0, 13, {13,0) P e \\\\\\\\\Q ;
m } vx Px) L0 \ \ eller
m F 3x P(x) ¢ \
m E —P(c) @ & \\\\\\\\
12 m={0,1} {1} 1)
m % Vx P(x) OBS: Bruket av Venn-diagram ir inte visentligt, nar man ska visa F A; men
m k 3x P(x) x0 de bidrar till att forsta inneborden av satsen A som ska visas logiskt sann, och
% de bidrar till forstaelsen av mekanismerna bakom logisk sanning.
m N —P(©) P Antag att det finns 772 sddan att
41 z ;({3’ IP}’ io’ 110 m EVx P(x) v 3x —P(x)
3" (x Di  m EVxPK) (1) (*enligt villkoret for v*)
m F 3x P9 P mEIx —P(x) (@) (*enligt villkoret for v)
m )é —P© H=m /FP(aO), forettage M (*villkoret for V. Se ocksé § 4.1%)
42 m=({0,1},{0,1}, 1) P
m E VxP(x) = m |=|=_‘a (@)
=>m X —P(x)
m | 3 PE) P som strider mot (2)
m f —p(c) o EVxP(x) v 3x —P(x)
@ F 3x(PK) A Q) = Ix P(x)
BEVIS:
8-5.4
(a) E Vx (P(x) v —P(x))
BEVIS: .
Vi anvinder den indirekta metoden. OmPNQ#Q,saP# Q0
Antag )é Vx (P(x) v —P(x))
Da finns 772 sadant att P Q
m E Vx (P(x) v —P(x))
= m /F P(a) v —P(a) forettae M (*enligt vilkoret for V*) Antag att det finns 72 sadant att
Il\)/{f:r;‘fjcl ar oférenligt med att P(a) v —P(a) ér en tautologi (*T3, 5.46*) m /Ié Ix (P(x) A Q(x)) = Ix P(x)
artor Villkoret for — ger
E Vx (P(x) v —P(x)) mEIXPE)AQX) (1)
(b) PV -PRx) mE3Ix P(x) )
BEVIS: - (Hh=>m |= P(ag) A Q(ag) forettad e M
Av (a) far vi =m k P(a) (*villkoret for A*)
101 102
=m E 3xPx) m=(M, P)
som ér oforenligt med (2) =({a, b}, {a})
Da
(e) I:Vx (P(x) = Q(x)) = (Vx P(x) = Vx Q(x)) acP =>mkE P(a)
BEVIS:
P m k 3Ix P(x) (1)
SIS S Vx (P(x) > Q (x)) sann &) =
%%\ \\ Vx P(x) sann (IR ) be P =mf P(b)
\ /.\ \ De tv tillsammans tvingar fram att —=m /# Vx P(x) )
////l\\\\\ \ Z;(e?k(;)) blir sann (allt utanfor Q ar (1) + @ = m f 3xP(x) = Vx P(x)
B \\\\ ' dvs m ér ett motexempel mot
N E 3x P(x) > Vx P(x)
Antag att det finns 771 sadan att (b) JB{EY/)I(S(‘P(X) — Vx P(x))
m /F VX (P() = Q) = (VXP(x) = Vx Q(x) Vi mﬁséc se till att det finns ett virde pa x sadant att P(x) &r sann samtidigt
= m E Vx (P(x) > Q(x)) 1 med att Vx P(x) ir falsk, dvs P # M. Vi anvinder samma modell som i 8-5.5
m f VxP(x) - Vx Q(x) ®) (a).
2)= m EVxP®x) 3) m =M, P)=({a, b}, {a})
m JEvx Q(x) (4) be P = mk P(b)
(4) och villkoret 1.21.4 for V ger =>m /F Vx P(x) (1)
m }Q(ao) for nagot ag e M ®) aeP =m k P(a) 2)
()= m [ P(ag) - Q (ap) ©) ) +@Q) =m Jéyp(a) - V¥x P(x)
(3)=> m EP(a) ) = m f Vx (P(x) > Vx P(x))
(6) + (7) och satslogik (modus ponens) ger
m EQag) © IJ; Eavxllgfx) ATx Q) = 3x (P(X) A QX))

som motséger (5).

8-5.5
For varje sats ricker det att hitta en modell 72 sadant att satsen ar falsk i 72. Vid
konstruktionen av 71 dr Venn-diagram och grafer (pil-system) ofta till stor hjélp.

@ ¥ 3xPR) = VxP(x)
BEVIS:
Vi maste se till att fa forledet sant och efterledet falskt.
Ix P(x) = Vx P(x)
S F

Ix P(x) dr sann (xa)
Vx P(x) ér falsk (xb)

Med ledning av Venn-diagramet definierar vi
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Ix P(x) sann (x a)
3x Q(x) sann (x b) i
3x (P(x) A Q) falsk (Y

P Q

Med ledning av Venn-diagrammet definierar vi

m=M,P,Q)=({a, b}, {a}, {b})

aeP = m k P(a)

=  mE KPR 0
beQ = mkE Qb

= m E Ix Q(x) 2)
(H+(Q) = m E 3Ix P(x) A Ix Q(x) 3)
be P =  mkPb

= m } P(b) A Q(b) )
ag Q = mf Q@
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= m# P(a)AQa) )
(4) + (5) och villkoret for 3 ger
m k 3x (Px) A Qx)) (6)
B)+(6)= m E Ix Px) A Ix Q(x) = Ix (P(x) A Q(x))
Alternativ:
M=N={0,1,2,...}
P={x e M|x dr jimnt}
Q= {x e M|xir udda}
Med denna tolkning sdger forledet att det finns jdmna tal och det finns udda
tal, vilket dr sant. Efterledet séger att det finns ett tal som dr bade jamnt och
udda, vilket ar falskt.

(&) F (VxP(x) - Vx Q(x)) = Vx (P(x) = Q(x))
BEVIS:

(P(x) = Q(x)) falsk (x a)
. Vx P(x) falsk (x b)
P Q Da

Vx P(x) = Vx Q(x) sann
F S

Vi méste se till att Vx (P(x) = Q(x)) ér falsk, dvs P N —Q # . Vi maste se
till att Vx P(x) — Vx Q(x) ar sann, dvs Vx P(x) ir falsk eller Vx Q(x) ar sann.
(x a) gor Vx Q(x) falsk. Dérfor méste vi se till att Vx P(x) dr falsk. Det kan vi
gora genom att ha Q N —P # & eller -Q N —P # . (I diagrammet har vi valt
QN-P£J (xb))

m=(M,P,Q)=({a,b},{a}, {b})

be P =m#£ P(b)

=m f VxP(x)

=m k VxP(x) - Vx Q(x) 1)
ae P =m k P(a) 2)
agQ =>mk Q) ©)
@+3)  =mf P@- Q@

=m FVx (P(x) - QX)) “

1) +4) =mE (Vx P(x) - Vx Q(x)) = Vx (P(x) = Q(x))

8-5.6
(a) E VxVy R(x,y) = Vx R(x,x)
BEVIS:
2-stilliga relationer kan representeras av grafer, dvs system av punkter
forbundna med pillar (se Avsnitt 3 i Kapitel 7).
Exempel:

L A, Satsen siger att om alla skickar
O‘\/O en pil till alla, s skickar alla en

pil till sig sjélv.
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Antag att det finns 72 = (M, R), R € M x M, sadant att
m k¥ VxVyR(x,y) = Vx R(x,x)
= m E VxVyR(x,y) (1)
m E Vx R(x,x) )
@ =  mk Riagag) forettage M
Av (1) farviforx =y =a,
m k R (ag,ag)
motségelse.
o F VxVy R(xy) = Vx R(x,x)

(b) F 3x R(x,x) = 3xJy R(x,y)
BEVIS:

Exempel:
Q Om négon skickar en pil till sig sjélv, s& skickar
atminstone en en pil nagonstans.
Antag att det finns 72 = (M, R) sidant att
mJ 3x R(x,x) - IxJy R(x.y)
= m E Ix R(x,x) (1)
m f Iy R(xy) (2
()= m E R(agag) forettage M
= m IRy
eftersom R (a,y) satisfieras av y = a,.
= m |= IxJy R(x,y)
som motséger (2).

(c) |=3xVy —R(x,y) = =Vx3y R(x,y)
BEVIS:
Forledet séger att det finns nagon som inte skickar en pil. Efterledet sager att
inte alla skickar en pil. Vi ser att efterledet foljer ur forledet. Antag att det
finns /71 sadan att

m /F IxVy —R(x,y) = =VxIy R(x,y)

= m FIVy-R(xy) )

m /Ii/ﬁVxEIy R(x,y) )

2)=  m EVxIyRxy) 3)
(M= mEVYy-R@py) “)
()= m F3yReagy) ©)

(*Vi later (1) vélja varde for x. Det finns kanske bara det ena a; som
substituerar 3y (R(ay,y). Dérefter kanvi enligt villkoret for V i (3) vilja
vilket virde vi vill for x. Speciellt kan vi vilja x = ay.*)
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(5) =  m ER(ag,by) forettbye M (6)
4 =  m E-R(agbg)
= m [R(agby)

som motséger (6). (Har later vi (5) vilja virde pd y*)

(d)  EIxVyRExy) - VyIx R(xy)
BEVIS:

O/V' "

? i:’ Y2

X=Yo RE]

Forledet sdger att det finns nagon som skickar en pil till alla (inklusive sig

sjilv). Efterledet sager att alla mottager en pil, vilket ér sant.
Antag att det finns 71 sidan att

m /FHXVy R(x,y) = Vy3Ix R(x,y)
= m FHXVy R(x,y) 1)
m JVyIx R(x,y) 2
(1) =  m EVyR(a0y) forettage M 3)
(@) =  mEIREby forettbpe M (4)
(*(1) véljer vérde pa x; (2) véljer virde pa y. Sedan ar det fritt for oss att i (3)
viljay =bg och i (4) vilja x = ay.*)
(3) =  m ER(ag, by
(4) = m FER(ag, by)
som motsiger varandra.

(e) l: JyVx R(x,y) = Vx3Iy R(x,y)
BEVIS:

e
\

y=x0 . X3

Forledet uttrycker att nagon far en pil fran alla (inklusive frén sig sjalv).
Efterledet uttrycker att alla skickar &tminstone en pil.
Antag att det finns m sddan att

m /Ié JyVx R(x,y) = Vx3y R(x,y)
= m FIyVxREy) (1
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m /Ié Vx3y R(x,y) o)
(1) =  m EVxR(xby) forettbye M 3)
@) =  m F3yRgy) forettage M @)
@) = m ERG@yby)

4 = m FR(ag,bg)
som motsédger varandra.

8-5.7
Vi ska hitta modeller i vilka de fyra satserna &r falska. Harvid kan man ha nytta av
grafer (se §§ 3.20-21 i Kapitel 7) och scheman (se §§ 7.22-23 i Kapitel 7).

(a) F Vx R(x,x) = VxVy R(x,y)
BEVIS:
Om alla skickar en pil till sig sjdlv, sa skickar alla en pil till alla. Det foljer

inte.

a b
Definiera

m=(M,R)=({ab}, {(a,), (b,b)})

(a,2) e R = m ER@a) 1)
(bb)e R =  m ERDb) %))
M+ = m EVYxR(xx) 3)
(ab)e R = m } R(a,b)

= m /F VxVy R(x,y) 4)
3)+ @) = m /F Vx R(x,x) = VxVy R(x,y)
Alternativ:
Definiera m = (M, R) genom att lata
M=1{0,1,2,...}

R vara identitetsrelationen =.
Eftersom varje tal a &r identiskt med sig sjilv, s&

m FR (a,a) for godtyckligtae M
= m |=Vx R(x,x)
01 =  mERO,1)
= m /F VxVy R(x,y)
®  E3TyReuy) - IxREx)

LOSNING:
Om négon skickar en pil ndgonstans, skickar nagon en pil till sig sjélv.
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— (d)  EFVxdyR(xy) - IyVx R(xy)
a b Forledet sant. BEVIS:
Efterledet falskt. Forledet uttrycker att alla skickar minst en pil. Efterledet uttrycker att nagon
far en pil fran alla.
Sitt m = (M, R) = ({a,b}, {(a,b)}) Vi kan anvinda samma modell som i (c), dvs.
(ab)e R =m ER(ab) m=({ab}, {(ab), (ba)} ) = (M, R)
—m |= 3y Ray) Yi avstar trra'in att utarbeta detaljerna hir. Beviset for att modellen dr adekvat
liknar det i (c).
=m F3I3yRExy) O]
(a,a) ¢ R =m }’R(a,a) )
(bb)eR = mERbb) G) 858
(@ (@ PX) - VxQx) - Vx (P(x) » Qx))
@) +@3) =m 3 R(x,x) 4) BEVIS:
M+@  =m 33y REY) > IFREX) Antag att det finns 721 = (M, P, Q) sadan att
Alternativ (“naturlig” modell): m VGX P(x) = Vx Q) = ¥x (P(x) = Q(x)
Lat till exempel m = (M, R) = (M, #), dér M har minst 2 element. Med den = m |= I P(x) = Vx Q) M
tolkningen sdger namligen forledet att det finns minst tvd element, sant. m /F Vx (P(x) = Q(x)) 2
Efterledet 3x R(x,x) séger att det finns ett element som inte ar identiskt med )= m /Ié P(ag) — Q(ag) for ett ag € M 3)
sig sjalvt, falskt.
®)=  mEP@g) @
© VxR > IxVyR() m £Q () ®)
BEVIS: 4 = mEXPX (6)
Forledet sdger att alla mottager minst en pil. Efterledet siger att ndgon skickar
en pil till alla. M+(6)= m FvxQX)
= mEQg)
som motséger (5).
A
-~ . . . )  FVx(PK) > QX)) - @x P(x) - Vx Q)
a b Forledet ar sant. Efterledet ar falskt. { OSNING:

. Vx (P(x) > Q(x)) sann (;
Lat m =M, R) = ({a,b}, {(a,b), (b,a)}) 3x P(x) sann (xa)
(ab)eR = m ER(@b) b Vx Q(x) falsk (xb)

= m E3IxR@xb) )
(ba)e R = m ER(ba)
= m F3IxRkxa) ®) Definiera
M+@2) = m [ Vyax R(x.y) 3) m=M,P,Q)=({ab}, {a}, {a})
(aa) ¢ R = mER@a) aeQ = mEQ@)
= m}VyRGay) @ = mEP@- Q@ O]
(bb)eR =  mERDbD) beP =  m fP(b)
= mlVyR(by) (5) = m EP(b) > Q(b) @
@+ = mERVYRExY) O] H+@)= m EVx(Px) - QX ()}
@)+ =  mAEVYYyIKREY) > Ky RKxy) acP =  mEP@
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=  mEIPE) @ @  FWxVy(x=y-y=x)
BEVIS:
be Q= m /F Q(b) Satsen uttrycker att = -relationen dr symmetrisk.
= m /F Vx Q) ) Antag att det finns 772 sddan att
@+G)=>  m E3xPX) - Vx Q) ©6) mpvxVy (x=y - y=x)
B)+@©)= m /Ié Vx (P(x) = Q(x)) = (Fx P(x) = Vx Q(x)) Da finns a, b € M sadana att
a=b—ob=a
(©)  FVYxPX) A3y Qy) = Ix (PKX) A QX)) fa =
BEVIS: = mkEa=b
Antag att det finns 771 sidan att mEb -a o .
m /va Px) A Jy Q) = Tx (P(x) A QX)) Daa=bochb=aenligt § 1.21.1, vilket r omgjligt.
= m FVXP(X)/\EYQ(Y) (1) (b) FVxVsz(x=y/\y=z—>x=z)
m 3x (PX) A QX)) ?) BEVIS:
m - m |= Vx P(x) 3) Satsen uttrycker att =- relationen ar transitiv.
m |=3)’ Q) 4 Antag att det finns m s’ildr;nv " )
4 m for ett M 5 XVyVz(x=yAry=z—x=z
@ = FQ(EO) orettag © Dé finns a, b, c € M sadana att
3) =  mEP@) (6) m]!a:b/\b:caa:c
(5)+(©)= m [Pag) A Qag) = mEa=bab=c )
= mE3x (P AQM) mia=c @
som &r oforenlig med (2). _
(1) = mEa=b (3)
(d) }‘37( (P(x) A Q(x)) = Vx P(x) A Ty Q(y) m Eb=c “)
LOSNING: 3)+ @ = a=bochb=c enligt § 1.21.1
Daa=c. §1.21.1 ger
mEa=c
‘en Som strider mot (2).
P Q ©  FVxVy(x=y-fx)=1(y)
BEVIS:
X X Satsen uttrycker en grundlaggande egenskap hos alla funktioner (se Def. 5.1 1
IﬂV?nEl-;ilag(;am;net haz‘ V‘) Kapitel 7). Den bér dirfor vara logiskt sann.
x (P(x) A Q(x)) sann (x a _ N
Vx P(x) falsk (x b) Antag att det finns 71 = (M, f) sadan att
m E9xvy (x =y - f(x) = f(y))
m=M, P, Q)=({ab}, {a}, {a,b}) Dafinnsa,be M sad:ina att )
aePNnQ =  mEIxPK AQX) 1) m fa=b - fla)=f(b)
be P = mfro) = mpasb
= mEYxPE) m f fa) = ) - i -
Da a=b och f(a) # f(b), vilket dr omdjligt enligt definitionen av funktions-
= mEVXPXATQY) () begreppet (se § 5.1 i Kapitel 7).
M+@2) = m /F Ix (P(x) A Q(x)) = Vx P(x) A 3y Q(y)
@ fvxvy o =fy) > x=y)
BEVIS:
8-5.9
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Satsen uttrycker att f 4r en injektiv funktion (se §§ 5.14 — 5.15 i Kapitel 7).
Eftersom det finns icke-injektiva funktioner, kan satsen inte vara logiskt sann.

Definiera m = (M, f) genom

M={0, 1}
x | f(x)
010
110
Eftersom f(0) = f(1) =0, sa
m E£(0)= (1) (O]
01 = mfo=1 2)

m+@) = mEO=f1)—>0=1
m/FVxVy(f(x):f(y) —Xx=y)

(e) |= Ixx=a
BEVIS:
Vi anvinder den direkta metoden.

Lat m = (M, a) vara en godtycklig modell.
a=a = m |= a=a 1)
=  mEIxx=a ®)
(*Vi visar att ‘x = a’ dr satisfierad i /1. Darfor foljer (2).*)

(A2) dr sann & varje rad innehéller minst ett a.

Vi har
a*a=b=a*a
a*b=a=b*a
b*a=a=a*b
b*b=b=b*b
Dérfor (1):
mEa*a=a*a
mEa*b=b*a
ml:b*a:a*b
mEb*b=b*b
(1) = mEVxVyx*y=y*x (A1)
a*b=a = mEa*b=a
e=a = mEa*b=e
= mkﬂya*y=c 2)
b*a=a = mEb*a=a
e=a = m fEb*a=e
= mEIybry=e (3)
@) +@3) = mEVxIyx*y=e (A2)

Eftersom Jx x = a ir sann i en godtycklig modell, giller F3x x =a. (c)  Narman ska definiera en odndlig modell 72, later man M vara en talmangd till
exempel N, Z., Z, Q, Q., eller R.
Latm=(M, *, e) = (Z, +, 0) dir
8'-5410 . Z={0,%+1,%2,...}
() Lt + ér vanlig addition.
m; =My, * e)=({e}, * e) Eftersom + dr kommutativ,
dire*e=e m EVxVyx*y=y*x
e*e=e = m, ke*e=e m EAl
= m; |=e *e=e For godtyckligt a € M giller
= m, Edye*y=e at(-a)=0
* (—g) =
= m, |=Vx3yx*y:e (A2) = m|=a Ca=e
= m |= dya*y=e
e*e=e*e = m, fe*e=e*e
= m |= Vxdyx*y=e
-
= m, |= Vye*y=y*e m F A2
= mFVXVyx*y:y*x (A1)
Alternativ:
(b)  my=(M,, * e)=({a b}, *, a) m=(M,* e)=(Q.,-,1)dir
dir * definieras genom tabellen Q. dr mingden av positiva rationella tal
a s . AT .
2 b a 4r vanlig multiplikation
b a b
(A1) uttrycker att * &r kommutativ. Enligt § 7.28 i Kapitel 7 ska tabellen vara
symmetrisk kring huvuddiagonalen.
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Kapitel 9. Lésningar ©  PX)APE)
BEVIS:
Enligt Definition 2.3 géller
9-7.1 P(x) < P(y) omm |=VXVy (P(x) © P(y))
(@)  VxP(x) FVyP(y) Jag visar
BEVIS: K vxvy (P(x) & P(y)
m |=VX P(x) Vi ska definiera en modell sadan att
=S m [ P(a) for godtyckligta e M m fVxVy (P(x) < P(y))
P m |= Yy P(y) VxVy (P(x) <> P(y)) dr sann omm alla element finns i P eller alla element
Vi har visat att Vx P(x) och Wy P(y) har samma sanningsvirde i samma finns utanfor P. Yl far VxVy (P(x) <> P(y)) fal;k genom att se till att det finns
e, ett element utanfor P och det finns ett element i P.
modeller. Darfor.
Vx P4 kY P(y)
X
() 3xP) k3yP(y) b
BEVIS:
m E3x P(x) P
e m |=P(a0) forettag e M
m=(M,P)=({a, b}, {a})
= mE3yPy) » P )
Ix P(x) 4 F Jy P(y) ae = m [ P(a) (O]
be P =  mAPb) %))
(©  VxP(x) FIxP(x) )+ = m P o Pb)
BEVIS:
Antag att det finns m sadan att = m /F VXYY (P(x) & P(y))
m v P M ® PO k3P
m £3x P(x) ) BEVIS:
(63 = m |=P(a) for godtyckligtae M Antag att det finns 72 = (M, P, ¢) = (M, P, a) sadan att
=  m E3IPR) (*jfr. § 4.1, 5. 239%) m EP(c) 1)
som motsager (2). m J3x P(x) @
— %
@ I P(x)/{(Vx P (1) = m FP(a) (*eftersom ¢ = a*)
BEVIS: = m EXPX)
X som motséger (2).
b 3x P(x) sann  (x a)
Vx P(x) falsk (x b) (@ 3Pk FP)
BEVIS:
¢
x Ix P(x) sann (xa)
Med ledning av Venn-diagrammet definierar vi ett motexempel b P(c) falsk (xb)
m=M,P)=({a, b}, {a}) P
acP = m EP@a) 1)

= m E3IxPR)
beP =  mEPD)
=  mAEVxP®x) )
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Motexempel: M1 = (M, P, ¢) = ({a,b}, {a}, b)
aeP = m |=P(a)
= m Fﬂx P(x) 1
beP = m KP(b)
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= m /I/P(c) (*eftersom ¢ = b*) (2)

(h) Iy (PK) A =P(y) 4 FIx P(x) A Ix —P(x)

Vi ser att VxVy P(x,y) och VyVx P(x,y) dr sanna i exact samma modeller.
Alltsa dr de logiskt ekvivalenta.

O 3IxFy (PKx) A—P(y)) FIx P(x) A Ix —P(x) () 3xJy P(x,y) = JyIx P(x.y)
BEVIS: BEVIS:
Antag att det finns 77 sadan att m F Iy Pxy)
m E3xJy (P(x) A —P(y)) 1) =3 m [ P(ag, by) for nagot par ag, by € M
m J3x P(x) A 3x —P(x) ) o m EIyIxPxy)
1) = m 3y (P(ag) A—P(y)) forettage M 3)
3) = m EP(ag) A—P(by) forettbye M @) © ZEYX; (y) FVx Pexx)
“) = m |= P(ag) 5) Tolkning i termer av grafer:
Premissen: Alla skickar en pil till alla, inklusive sig sjélv.
—P
mn |= (b) © Konklusionen: Alla skickar en pil till sig sjélv.
(5) = mEIxPX) (7)
(6) = m l:gx —P(x) (8) Tolkning i termer av .vcherl;zan: N .
Premissen: Varje ruta i schemat har ett kryss.
M +®) i_, m |=3X P(x) A 3x =P(x) Konklusionen: Varje ruta i huvuddiagonalen har ett krys.
som motséger (2). a
M) 3 PE) A Ix—P(x) FIxy (P(X) A —P(y) b N
BEVIS: Ant tt det fi m séd tt
Antag att det finns 77 sadan att niag att det finns vsavanpa |
m E3x P(x) A 3x —P(x) ) m ; vx p? (>)<.y) EZ;
m X P(x,x
33y P60 n —P() @ (1) = m EVyPay) for godtyckligta e M
(1) =  m EIxPK) 3) y Fg godtycklig
m
m E3x —P(x) @ = i v(a’;z )
. = m FVxP(xx
3) = m FP(a) forettage M 5) som motsiiger (2).
@) = m E-P(by) forettbye M ©6)
()+©® = m EPag) A—P(b) (@ ooy F vxVy PGxy)
= m I‘HY (P(ag) A =P(y)) Av tolkningarna i (¢) framgar att en modell motsvarande grafen och schemat
m E3x3y (P(x) A =P(y)) ska duga som motexempel:
som ér oforenlig med (2). O O
9-7.2 a b
@  VXVyP(xy) & VyVx Pxy) 2 b
BEVIS: a X
b X
m EVxVy P(xy)
& M FVyPlay) for godiyckligta M m= (M. P) = ({ab}.{(0:). (B5)})
= m |=P(a,b) for godtyckligt a € M och godtyckligtbe M (aa)e P = m Fp(a a) )
o m EVxP(xb) for godtyckligtb € M ObeP =  mERbY) @
= m |=Vny P(x.y) MH+Q) = m FVX P(x,x) 3)
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(ab) e P = mFP@ab) (9)73 A K —AG)
a X A(x) © —dx —A(x
= mAEVxIyPxy) @ M VxAK) = —3x =A®X)
. BEVIS:
Alternativ: .
M=N={0,1,2,...} Antag att det finns 71 sidan att
P(xy) ©x=y m E Vx A(x) M
Da sdger premissen att Vx x = x, sant. Konklusionen sédger att VxVy x =y, m /F —3x —A(X) 2)
dvs. Det finns hogst ett tal, vilket &r falskt. 0) = m |= Ix —A®X)
© 3x P(x.x) |=Hx3y P(x,y) = m |= —A(ay) for nagot ay € M
BEVIS: = mEA) ®)
Antag att det finns 772 sadan att n = m F Aag)
m |=3x P(x,x) 1) som motséger (3).
m F3x3y P(x.y) @
(1) = m [Py, ag) forettage M m EIEEXV;S/:\(X) = Vx A(X)
= m 3y Pag, y) Antag att det finns m sédan att
= m EITyPxy) m E—3x -A®x) )
som motséger (2). m /F Vx A(x) 2)
® 33y Pooy)Ix PGn) (2 = mEA@)forettage M (3)
BEVIS: ) =  mEZ-AR
Tolkning (grafer): = m ,F_ —A(ag)
Premissen: Nédgon skickar en pil nagonstans.
Konklusionen: Nagon skickar en pil till sig sjalv. (Foljer inte.) :“ m F Alag)
Tolkning (scheman): som motséger (3).
Premissen: Schemat innehéller minst ett x.
Konklusionen: Huvuddiagonalen innehaller minst ett x. (Foljer inte.) (b) Ix A(x) & VX —A(X)
Motexempel ges av grafen och schemat: BEVIS:
VX —A(X) € ——IX ——AX) (*7.3 (a)*)
& Ix — A®X) (*Dubbl. Neg., (SE1)*)
-%l-) & Ix AKX) (*Dubbl. Neg., (SE1)*)
a
a b (©)  —VxA®X) < Ix—A®X)
a S BEVIS:
b —Wx A(X) € ——Ix —A(x) (*7.3 (%)
& Ix -A(x) (*Dubbl. Neg., (SE1)*)
m=(M,P)=({a, b}, {(a,b})
(ab)e P = m EPG@b) d)  —IA®X) & Vx—A®X)
BEVIS:
= mE3yPay) VX—AK) & —3x —mAX) (*73 (2)*)
= mE3yPry) O & —Ix AKX) (*Dubbl. Neg., (SE1)*)
(aa) ¢ P = mFP@a) ®)
(bbye P =  mEPbb) 3) 074
@+ = mE3PEN ) (1 Vx(PK) A QX)) & Vx P(x) A Vx Q(x)
0 Vx(PX) A QX)) EVxPx) A Vx Q(x)
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BEVIS:
For omvixlingens skull forsoker vi anvénda den direkta bevismetoden.

Lat m vara en godtycklig modell sddan att
m EVx (P(0) A Q)

= m |=P(a) A Q(a) for godtyckligta e M
= mEPG@) 1)
= mEQ@ 2
) = m EVxPx) 3)
(*eftersom a &r godtycklig*)
2 = mEVxQ®X) @)

(3)+(4) = m EVxPx) A VxQx)

()  VxP(x) A Vx Q) FVx (PK) A Q(x))
BEVIS:
Vi anvinder den indirekta metoden.

Antag att det finns 77 sadan att
m EVx P(x) A Vx Q(x) 1)
m fx (P(x) A QX)) @

(1) =  m EVxP®x) 3)

m kVx Q(x) C)

3) = m EP(a) for godtyckligta e M

@ = mEQ@ ©)
($+©6) = mEP@)AQ@

= m EVx(PK) A QX)) @)

(*eftersom a &r godtycklig*)
(1) och (7) ar oférenliga.

(*jfr. med (PK 24), (PK 24%))
(D) Yx P(x) A Q(e) [ Vx (P(x) A Q(c))
BEVIS:

Antag att det finns 777 sadant att

m EVx P(x) A Qc) 1)
m fvx (P(x) A Q(e) @
1) = m EVxPx) 3)
m E Q) )
3) = m EP(o) for godtyckligtooe M (5)

@+6) = mEPO)AQE)
= m EVx(Px) A Q)
som motsager (2).

D Vx (Px) A Q) FVxP(x) A Q)
BEVIS:

Antag att det finns 772 sddan att
mEVEEAQQ) (1)

m JYx P(x) A Q(c) @
1 = m E P(e) A Q(c) for godtyckligt . e M
= mEP@) 3)
=  mEQ@© (©)
3) = m EVxPx) 5)
@) +(5) = m EYxP(x) AQ(c)

som motséger (2).

@ VxP(x)— Q) & Ix (P(x) > Q(c))
(b) Vx P(x) v VQ(x)) |=Vx (P(x) v Q(x)) (*jfr. med (PK 27)*)
BEVIS:
Antag att det finns 72 = (M, P, Q) sadant att M gé\%g) =Q(©) F3x (P) - Q(e)
m F VxP(x) v Vx Q(x) M Antag att det finns 72 sidan att
m P Pever) @) m E¥x Px) - Q) o
?) = m }P(ag) v Qlag) forettage M m Fx (P9 - Q) @
= mFP@y) 3) @ =  mEP@) - Q) for godtyckligt e M
m )‘/Q(ao) (C) = mEP) 3)
3) = m FVYxPR) 5) m EQ(c) )
M+ = m kVx Qx) 3 = m [ Vx P(x) (*eftersom o ir godtycklig*) (5)
= m |= Q(ag) (4) + (5) och sanningstabellen for — ger
som motséger (4). m fVx P(x) - Q(c)
som motséger (1).
(©)  YxPX)A Q) & Vx (P(x) A Q)
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) 3x (PK) — Q) FVxP(x)— Q(c) Konklusionen far inneborden:
BEVIS: Om négon &r vegetarian, sd ar herr slaktare Blodkorv vegetarian,
Antag att det finns 72 sadan att vilket r falskt.
3 (P9 = Q) W GIE R O) )F 3 Px) - Q)
m fx P — Q(e) @ (*jfr. med (PK 31)*
1 P for na M 3
1) = m |= (ag) = Q(c) for ndgot ag € 3) BEVIS:
2 = m l= Vx P(x) 4 I diagrammet blir premissen sann och slutsatsen falsk.
m Q) ©)
(4) = m EP@0) (6) ‘ gx P(x) ? (F)(C)
®+© = mEQ
som motséger (5). P Q Ix P(x) sann  (x a)
Q(c) falsk (xa=c¢)
©  VxPr) - Q) F¥x (Px) - Q) Ix (P(x) = Q(c)) & Vx P(x) = Q(c)
(*jfr. med (PK 27)*) S F S F
BEVIS: Vx P(x) falsk (x b)
Foljande situation gor hypotesen sann och konklusionen falsk. m=(M,P,Q,c)=({a, b}, {a}, {b}, a)
be P = m } P(b)
Vx (P(x) = Q(c)) & 3x P(x) > Q(c) = m |=P(b) —Q(c)
F S F F = m EIx (P - Q) (1
Ix P(x) sann  (x a) aeP = m EP(a)
Q(c) falsk  (xb) = mE3xPR) ®)
V): P(x) falsk (xb) c=agQ - m /F Q) 3)
Da Z" P() ? %(C) sann @+3) = mERPE 5 Q© )
m=(M,P,Q,c)=({a, b}, {a}, T, b) Alternativ:
be P =  mEP® M = {x| x ir ett diiggdjur}
A m EVYxPX) P:kQ:{xGEM|xéirenhund}
¢ = katten Gustav
= m FM M Premissen fér innebdrden:
aeP = m |=P(a) ?2) Om alla ddggdjur ar hundar, sa dr katten Gustav en hund,
b=cochb¢ Q som dr sann.
N m /Ig Q) 3) Slutsatsen far innebérdjcn: »
Om det finns minst en hund, sa ar kattten Gustav en hund,
2)+3) = mEP@- QW vilket r falskt.
= mEYRPE) > Q) 4)
® VxR & Q) 5% Vx Px) & Vx Qx)
Alternativ: BEVIS:

M = {x|x dr en ménniska}
P=Q={xe M|x ir vegaterian}
¢ = herr slaktare Blodkorv
Premissen far inneborden:
Om alla dr vegetarianer, s ar herr slaktare Blodkorv vegetarian,
villket dr sant.
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Vx (P(x) <> Q(x)) uttrycker att P = Q.

Vx P(x) > Vx Q(x) uttrycker att antingen P=Q =M eller P #M och Q # M.
Dirfor

Vx (P(x) <> Q(x)) |=Vx P(x) & Vx Q(x)

Vx P(x) © Vx Q(x) £ Vx (P(x) & Q(x))
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Vx P(x) > Vx Q(x) sann (x b)

Vx (P(x) > Q(x))  falsk (x a)
P Q
m=(M,P,Q)=({a, b}, {a}, ) (b) giiller inte.
be P = mEVxPx) (1) M~ (M. P. Q) ({a. b}. {a}. @)
beQ = mE¥xQw @ be P = mkPpb)
)+@) =  mEYXPx) & VXQX)  (3) S mpvRPR)
ac P = m FP@ @ = m EV¥x P(x) = ¥x Q(x (1)
ae Q =  mkQ@ 5) acP = mkP@) @
@) +(5) = m FP@) e Q) ag Q - m /F Q@) 3)
5> mEReRe)  © O+® = mEre -0
= mEYxPx) - Qx) )
o ©  Vx(P(X) - Q) FIxP(x) - I Qx)
(a) Vx (P(x) = Q(x)) FVx P(x) — Vx Q(x) c x (P(x) = Q(x x P(x) = 3x Q(x
LOSNING: F LOSNING:
Vx (P(x) = Q(x)) sann (=)
Vx P .
Dot tingar ram at o VP Q) s ()
Vx Q(x) blir sann (—Q ér streckad) 3’3 P(x) sann  (x)
P Q Da
Ix Q(x) sann  (x)
. (a) gdller. .. (c) gller.
Antag att det finns 77 sadan att Antag att det finns 72 sadan att
m EVx (P(x) - Q(x)) (1) m EVx (P(x) = Qx)) )
mEVx P - Vx Q) (2) m f3x Pex) = 3x Qx)
o) = mEYxPE) 3) = mEHIPE @
m f vx Q) o) m F3x Q) ®
@ = m Qg forettage M (5) () = m kP forettage M 4)
m = m k Pag) - Qay) ©® M = m EPa) - Qay) ®)
3) = m EP(ay) %) #+5) = mEQ@y
©)+(7) = mEQ@y = mERQW
som motséger (5). som motséger (3).
(d) 3Ix P(x) = IxQ(x) F‘v’x (P(x) = Q(x))
(®) X(X') ;I(\;(I)I\I g:vX Q@) FVx (P(x) = Q) g
Vx P(x) - Vx Q(x) uttrycker P=M — Q=M Ix P(x) = Ix Q(x) uttryckeratt Pz 3 —» Q= J
Vx (P(x) = Q(x)) uttrycker P < Q Vx (P(x) = Q(x)) uttrycker att P < Q
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.« (f) galler.
Vx (P(x) = Q(x)) falsk (x a) Anmdrkning: Det enda sittet i (e) att visa
I P(x) > 3xQx) sann  (x b) VX (P(x) > Q(x)) FIx (P(x) A Q(x)) var att ha P = @. Genom den extra
P Q S S S premissen 3x P(x), dvs P # &, utesluter vi motexemplet i (e).
Antag att det finns 72 sidan att
m=(M, P, Q) = ({a, b}, {a}, {b}) m VxR = Q) ()
meQ =  mEQw m E3xP(x) )
=  mExQ m f3x (P() A Q) ®)
= m F3xPX -0 o 2) = m EP(a) forettage M (4)
acP = mEr@ @ O] = m kP — Q) ®
agQ = mEQQ °) @+ = mEQa) ©®
@+3) = mr@-Qa @+@© =  m FPg)AQlag)
= m/FVX P(x) = Qx “) = m Fﬂx (P(x) A Q(x))
.~ (d) galler inte. som motséger (3).
©  Vx(P(x)— Q) F3x (PE) A QX)) ©® Vx> Q). 3x QM F3x (PX) A Q)
LOSNING:
Premissen uttrycker: Alla P dr Q ..
Konklusionen uttrycker: Nagra P dr Q LOSNING:
Férst kunde man tro att konklusionen foljer fran premissen; men det dr Vx (P(x) = Q(x))  sann
felaktigt. Ix Q(x) sann \\x
. Ix (P(x) A Q(x)) falsk  (38¥)
VX (P> Q) sann ()
3x (P(x) A Q) N ) = (¢) géller inte.
@ PR f& Motexempel:
P Q .~ (e) gdller inte. m=(M, P, Q)=({a}, @, {a})
0.0 aeP = mFPr@
m=M,P,Q)=({a},d, D)
(*OBS: M maste ha minst ett element.*) = m }: P(a) = Q(a)
ag P = m/FP(a) 1) 0 = @FZM:MKD (1)
= m FP@) Q@) ae =  mEQa
> mE%E®-oQW) @) = mEXQX ©)
) = m/FP(a)/\Q(a) PNnQ=0 = mﬁéﬂx P(x) A Q(x. (3)
= m /Ib F(PX) A Q) 3 (h) Ix (P(x) v Q(x) F\‘/x P(x) v 3x Q(x)
LOSNING:
® VX (P = Q). 3P F3x (PX) A Q) 3 (P00 v Q0)) © Ix P9 v 3x Q)
LOSNING: x b N S SF
Y.
Vx(P() - Q) samn %//% P 3 000
15;; P(x) sann  (x) A . / 0 F FF
P Q | WE®)AQX)  samn ()
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Ix P(x) sann  (x a)
Ix Q(x) falsk  (z22 )
Vx P(x) falsk  (x b)
.+ (h) gdller inte.
m=(M,P,Q)=({a, b}, {a}, D)
ae P = m EP(a)

Vx (P(x) v Q(x)) uttrycker att PUQ=M

Vx (Q(x) v R(x)) uttrycker att QuUR=M
Vx (P(x) v R(x) uttrycker att PUR=M
x vxPx)vQr)  samn (N

= mEP@v Q@ VxQWVRK) s )
= mE3xPE)VQX) 1)
bep = m P Vx (PX)v QX))  falsk (x a)
= m /F Vx P(x) @ .+ (j) galler inte.
agQ = mfQw ®
be Q - m /F Q(b) @) Motexempel:
@@ = mFRQ 5) m=M,P.QR)=({a}, . {a}, D)
@+6) =  mERPRVIIQX)  (6) aeQ = mEQw O]
= m EP@)v Q@)
() VxP)vIXQX) F3Ix (PK) v QX)) = mEVxPE)vOEX) @
LOSNING: ) - m FQ(a) v R()
Q = mk\‘/xiQx v R(x 3)
eller @ agP = mFP@ )
N > Q ag R =  mER@ )
eftersom M#2) Q\ %) @+ = mEP@VRE
I Q ) gl = m f Vx (P(x) v R(x (6)
.~ (i) gdller.
@ ) Vx(P(x) = Q(x), 3x (P(x) AR(X)) FIx (Qx) A R(KX))
LOSNING:
Venn-diagrammet visar att
(k) géller.
Antag att det finns 71 sddan att .
mEvxPEVIQX) (1) Q Vx (P(x) > Q) samn (%)
m /F EN 5 Ix (P(x) A R(X)) sann  (X)
o i P? § ("Q(V)Q(X)) 13; I QM) ARK)  samn (x)
= a) v Q(a; R
for godtyckligta e M
= mfP@) o)
m /lg Q(a) ®) Antag att det finns 77 sadan att
5) = mEXQE ©) m EVx (P(x) > Q(x)) ()
M+©) = mEYxPX) m E3x (P(x) AR(X)) @
= mEp@ m F3x Q) ARG 6)
som motséger (4). ?2) = m F P(ag) AR(ag) forettage M (4)
. M = m EP) — Q) ®)
0 Vx(PE) vQX), ¥x (QX) v R(x)) FVx (P(x) v R(x))
LOSNING: @ = mEPGe) ©)
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®+© =  mEQay ™ @ = m k= R34 b)
%) = m kR ®) = m ER(a, by)
7 +(®) = m EQ(ap) A R(ag) som motsiger (6).
= mERQWARK) () JyxReoy) sy Resy)
som motséger (3). LOSNING:
Tolkning (grafer):
U] EéHS}I/\I_H‘}I{éX‘Y) © —IVy R(xy) Premissen: Nagon mottager en pil frén alla.
Tolkning @r@/gr):
VL: Alla har nagon som de inte skickar nagon pil till. . X)
HL: Ingen skickar en pil till alla. O
HL och VL ir ekvivalenta T . Xy
Tolkning (scheman): _
VL: I varje rad finns en tom ruta. Y=Xo . X3
HL: Ingen rad har kryss i alla rutor. . ) ) )
HL och VL ir ekvivalenta. Konkl\{slonen: Alla skickar minst en pil.
. (1) gdller. Det foljer eftersom alla dtminstone skickar pilen till y = x,,.
[0} Vx3Jy —R(x,y) |= —3xVy R(x,y)
BEVIS: Tolkning (scheman):
Antag att det finns 722 sadan att Premissen: Det finns en kolumn dér varje ruta ér kryssaed.
a b
m EVx3y —R(x.y) 1) a 2 " £
m E—3xVy R(x.y) ) b X
2 = m E3xVyR(xy) (3) ¢ X
(3) = m l= Vy R(ap.y) ) Konklusionen: Varje rad innehaller minst ett kryss.
(*Vi later (3) vilja ay.*) Konklusionen foljer eftersom varje rad atminstone innehaller krysset i
O = m 3y —R(ayy) ) kol(un)me“r}lsom omndmns i premissen.
= (m) gdller.
® = m I;ﬁR(aO’ bo) ©® Antag att det finns 72 sadan att
@ = m ER(, bo) @ m E3yvx Rixy) 0
(*Vi later (5) vilja virde pa y, y = by. I (4) har vi total frihet att ’
viljavirde pa y, inklusive att vilja y = by. *) m /F VxAy R(xy) ) @
(6) och (7) ér oférenliga. 1) = m F Vx R(x, by) forett by e M (3)
@ =  mAIRE@,y) forettage M (4)
@ E}H-ZXVYg:R(X‘Y) by Ry (©) = m kR, bg)
Antag att det finns 772 sadan att . = m 3y R, y)
m |=ﬁ3x‘v’y R(xy) W som motséger (4).
m ,{—/VxEly —R(xy) 2) () VxIyR(xy) E3yVx R(x,y)
- = m FIxVy R(x,y) 3) LOSNING:
@ = m K3y -Ragy) forettage M (4) Fm(;;’g‘:l‘;‘f‘j:j (m)
3 = m Yy R, y) ) ‘
G = m ER(a,H) forndgotbye M (6) A
a\/b
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a b
a X ’I;
b X
m=(M,P)=({a, b}, {a})
I grafen (schemat) 4r premissen sann och slutsatsen falsk. P
m=(M,R) = ({a, b}, {(a, b), (b, a)})
(ab)e R = m ER@b) Da  m FVx(P(x) - Vx P(x))
Ovning 5.5 (b) i Kapitel 8
- mbaes o (e omages o ketal
(ba)e R = m |=R(b,a) Antag nu
= m EJyRby) [©) Vx (fP](x) —)IP(x)) |;P(x) - Vx P(x) 1
Da foljer enligt Definition 1.11 i Kapitel 9
M+ = mAIW—XEIy_R(LX) ) FVX (Vx (P(x) = P(x)) = (P(x) > Vx P(x))
(a,2) ¢ R = m /I‘ R(a,a) Med hjilp av (PK 26) far vi (*flytta in forsta forekomsten av Vx framfor
= m /F Vx R(x,a) “) efterledet (P(x) = Vx P(x)*)
Péd samma sitt |=VX (P(x) > P(x)) = Vx (P(x) = Vx P(x))
(bb)¢ R = m F9xReb) ®) Sﬁr; ug)s(ar;mr-;s n})e(d )()*) ger
X X X X
BH+6) = MEMM ©) vilket motsiager (**).
(©  Vxdy (P(x) A Q) F3y¥x (P(x) A Q(y)
LOSNING: 9.7.7
Vi anvinder substitutions principen for ekvivalenta formler (a) Formalisering:
VxJy (P(x) A Q(y)) (1) ¥x (V(x) = S(x))
e VX (PE) Ay Q) (PK 28) (2) 3x (S(x) A D(x))
& (Vx P(x) Ay Q(y)) (PK 24) (3) 3x (V(x) A D(x))
= Jy (Vx P(x) A Q(y)) (PK 28)
< TyVx (P(x) A Q(y)) (PK 24) (b) Motexempel:
Premiss och konklusion r i sjilva verket ekvivalenta.
.+ (o) gdller. (*Jfr. med (n).*) \Y S Vx (V(x) = S(x)) samn (=)
9-1.6 3x (V(x) AD falsk
¥x (P(x) = P(x) fFP() = Vx P(3) xoveoanco) sk il
BEV_IS: . D Ix (S(x) A D(x)) sann  (x a)
Vi visar forst
Vx (P(x) = P(x)) ) _ _
och Vx (P(x) = Vx P(x)) (*%) m ’\EM‘ D. S, V)=(al, {a\}/’ {a}, )
Lat m vara en godtyckligt modell och a € M. Da (*satslogik*) ae = mt Ea; @
m EP(a) > P(a) = mEV(@) —>S@a
- m }:Vx(P(x)—)P(x) E m EVXiVx — S(x (1)
vilket visar (*). ae$ = mES@ 2)
aeD = m ED(a) (3)
2)+3) = m ES(a) AD(a)
= mEElx S(x) A D(x. “)
agV = MV )
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3)+(5) = m V(@) DG
= m f3Ix (V(x) A D(x (6)

IV A-DE)  fask (NN
3x (S(x) A—=D(x)) sann (x a)

9-7.8 Ix (S(x) A—V(x)) sann (x a)

(a) Formalisering:
@ Yx(DX) = S(x)
) Ix(SK) A V(X))
() Vx(D(x) - V(x)

(b) Motexempel: aes$ =m |=S(a) M
agV =m V() @
ag D =m fD() ®

Vx (D(x) — S(x)) sann ( ) —m |=ﬁ D(a)
Vx (D(x) = V(x)) falsk ( x a) M+# =m FS(a) A—D(a)
3x (S(x) A V(x)) sann (x b) =>m |=3x (S(x) A =D(x)) (5)
(1)+(6) =m FS(a) A—V(a)
=m F3x (Sx) A —V(x)) %)
m=(M,D,S,V)=({a, b}, {a}, {a, b}, {b}) @+@ =M f V(@) A —Dfa)
aesS = m }: S(a) 1) =>m /Fflx (V(x) A =D(x)) ®)
= m ED(a)— S(a) ?)
bes = mESb) 3) 9-7.10
= m ED(b) - S(b) 4) (@) Skriv pé PNF
Vx P(x,y) = (=Vy3x P(x,y) = Q(x))
@)+ = m_EVx (D) = S(x)) (5) LOSNING:
beV = m |=V(b) (6) (*Siitt tillbaka eliminerade paranteser*)
(3)+(6) = m l:S(b) AV(b) (Vx P(x,y) = (=Vydx P(x,y) = Q(x)))
= mE3IXEE)AVE) ) & (*Bytbundna variabler, (PK4) och (PK5)*)
Yz P(z,y) = (=Vvaw P(w,v) = Q(x))
aeh = m kD@ ® & (*Ersiitt =vv med Fv—, (PK15)%)
agV = m FEV(a) ) (Vz P(z,y) — Gv—3w P(w,v) — Q(x)))
(8)+(9) = mAED@) - V@ & (*Ersiitt =3w med Yw—, (PK16)*)
= m E Vx (D(x) = V(x)) (10) (Vz P(z,y) > @vVw —P(w,v) = Q(x)))
= (*Flytta ut Vz, (PK27)*)
3z (P(z,y) = 3vVw —P(w,v) = Q(x)))
9.7.9 & (*Flytta ut 3v (PK31)%)
(a) Formalisering: 3z (P(z,y) = Vv (Vw =P(w,v) = Q(x)))
1) 3x (S(x) A =D(x)) = (*Flytta ut Vw, (PK27)*)
2 I (SK) A=V(x) 3z (P(z,y) = Vvaw (=P(w,v) = Q(x)))
(3)  3x (V(x) A—D(x)) & (*Flytta ut Vv, (PK26)*)
JzVv (P(z,y) — Iw (=P(w,v) = Q(x)))

(b) Motexempel: = (*Flytta ut 3w, (PK30)*)

Venn-diagramet ger ett motexempel. 3zVvaw (P(z,y) = (=P(w,v) = Q(x)))
m=(M,D,S,V)=({al,d, {a}, D) som dr pa PNF.
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FzVvaw (P(z,y) = (=P(w,v) = Q(x)))

Alternativ:

1) Andra val vid bytet av bundna variabler ar mgjliga.

?2) Foljande ordningar mellan kvantifikatorerna ar méjliga:
JzVviw YvIziw Vvawdz

Enligt A1 maste varje rad innehdlla minst ett x. Det dr uppfyllt. A2 uttrycker
att R 4r asymmetrisk (se Definition 7.2, s.166). Enligt § 7.23, s. 172, ska
huvuddiagonalen vara tom och intet krysspar far ligga symmetriskt kring
huvuddiagonalen. Aven detta villkor ar upfyllt.

Genom att experimentera ser vi att M méste ha minst 3 element.

(b) Skriv pa PNF Motsvarande graf ar uppritad.
e m=(M,R) = ({a,b,c}, {(a, b, (b, ©), (c, )}
(3 P() 5 Q) (ab)e R = mE(@b)
& (*Eliminera ¢, (SE 20)%) m F3yRy) (1)
((3x P(x) = Q(x)) A (Q(x) = Ix P(x))) (bc)e R = m ER(b,c)
- s s npen o
y P(y) = Q(x)) A (Q(x) = Jz P(z
< (*Flyttaut Jy, (PK31)%) caeR = mEREa)
(Vy (P(y) = Q(x)) A (Q(X) = 3z P(2))) = mEIyREy )
& Flytta ut 3z, (PK30)) (H+@2)+(3) = m F Vx3dy R(x,y)
(Vy (P(y) = Q(x)) A 3z (Q(x) = P(2))) L mEAL
=S (*Flytta ut Vy, (PK 24°)*)
vy (P() = QG) # 32 (Q(0) = P)) gg‘gﬁns o, B € M séddana att " /F T RO 7 260
=S (*Flytta ut 3z, (PK28)*) ?
Vy3z ((P(y) = QX)) A (QX) = P(@) m KR(@p) - ~R(B.)
= mER@p) @
¥z (P() = Q) A (Q() = P@) mERP.) )
®) = mERBw ©
Alternativ: ) +(6) = (op)e Roch(B,a)e R
(1) Andra val vid bytet av bundna variabler 4r méjliga. villket &r oforenligt med definitionen av R.
?2) Féljande ordningar mellan kvantifikatorerna dr mojliga: m F A2
Yy3z Jzvy
(b) {Al, A2} &r oberoende.
BEVIS:
9-7.11
Al: Vx3dyR(xy) O
A2: VxVy (R(x,y) = —R(y,x)) Al /{AZ: .
a
(a) {A1l, A2} ér konsistent.
BEVIS: a
Vi ska hitta en modell m sadan att a | x
M kAL A2
Vi definierar R med hjilp av ett schema: M, =(M,, Ry) = ({a}, {(2,2)})
a .m. b m, |=A1 eftersom varje rad har ett kryss.
'\ / m, /F A2 eftersom huvuddiagonalen innehaller ett kryss.
c
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A2 AL . my kA2
a (a*b)y*c=c*c=c
a*(b*c)=a*a=a
a Eftersom a # c, giller
a mb@
m; =M, Ry =({a} { })=({a}, D)
! b Al, A3 /f= A2: For att undvika att tabellen blir symmetrisk kring
ml/{:’A1 eftersom det finns en tom rad. huvuddiagonalen méste vi ha minst 2 element i M.
m, FAZ eftersom huvuddiagonalen ar tom (§ 7.23 i Kapitel 7). * ab
ab
b ab
9-7.12
Al: Vx x*x=x Virdena i huvuddiagonalen ger
A2:  VxVy x*y=y*x m, EA]
A3: VxVyVz (x*y)*z=x*(y*z) -
Eftersom * 4r idempotent och M, bara innehéller 2 ellement, sa
(a) {A1, A2, A3} dr konsistent.
BEVIS: m, kA3
Vi ska hitta en modell 72 sadan att a*b=b#a=b*ager
m EAL A2, A3 ml/m
Definiera * 11
: lmerz genom tabellen A2, A3 £ Al: For att undvika idempotens méste vi ha minst tva element i M.
2 2 * S F
S |SF
m=(M, %)= ({a}, *) Foes
dira*a=a . P -
Av kriterierna i § 7.28, s. 173, far vi Eftersom F * F =8 #F, giller
m kAl m, FA] .
Eftersoma*a=a . . . . N
m |=A2 Eftersom tabellen dr symmetrisk kring huvuddiagonalen, s
Eftersom tabellen dr symmetrisk kring huvuddiagonalen. m |=A2
m |=A3 Vi ser att tabellen for * Gverensstimmer med sanningstabellen for <.
Eftersom M bara innehaller ett element. Eftersom & dr associativ, s
m, EA3
(b)  {Al, A2, A3} ar oberoende. (Se (SE29) pé s. 50).

BEVIS:
A1, A2 JFA3: Av kriterierna i § 7.28 i Kapitel 7 framgar att vi maste ha minst
3 element i M.

o » o

Av virdena i huvuddiagonalen ses att
m; EA2
Tabellen dr symmetrisk kring huvuddiagonalen. Dérfor
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Kapitel 10. Lésningar (6) A(x) A B(x) 4,5, (AD)
(7) ¥x (A(X) A B(x)) 6, (V1)
10-9.1 (&) Vx(A®X) < B®X) }Vx A(x) & Vx B(x)
(@  FVxPx) - P() BEVIS:
BEVIS: (1) Vx (A(x) > B(x)) P
(1) Vx P(x) HP (2) A(x) & B(x) 1, (VE)
(2) P(c) 1, (VE) 3) Vx A(x) HP
(3) Vx P(x) = P(c) 12, (=) (4) A(x) 3,(VE)
(5) A(x) = B(x) 2, (<E)
(b)  VxVy P(xy) | Vx P(x,x) (6) B(x) 4,5,(=E)
BEVIS: (7) Vx B(x) 6, (V1)
(1) VxVy P(x,y) P (8) Vx A(X) = Vx B(x) 37, (=0
(2) Vy P(x,y) 1, (VE) —9) Vx B(x) HP
(3) P(x,x) 2, (VE) (10) B(x) 9, (VE)
(4) Vx P(x,x) 3, (VD (11) B(x) = A(x) 2, («3E)
(12) A(x) 10, 11, (-E)
(©) ;E \(/[;(SX) - Q()), Vx (Q(x) > R(x)) | Vx (P(x) > R(x)) (13) Vx Ax) 12, (V1)
: (14) Vx B(x) = Vx A(x) 9-13, (=)
1) Vx (P(x) = Q(x)) P
2) Y2 () - Re) b (15) ¥x A(x) ¢ Vx B(x) 8, 14, (<)
(3) P(x) HP e
P - 00 1, (VE) ®  Yx(AVvBx){FAVVxBX) (x¢j frii A)
(5) Q) = R(x) 2,(VE) VX (AVB(X) FAVVxBX) (xejfriiA)
(6) Q(x) 4, (-E) BEVIS:
(7) R(x) 5,6, (—E) (1) Vx (A v B(x)) P
(8) P(x) = R(x) 3-7,(=0 2) = (A v Vx B(x)) HP
(9) Vx (P(x) > R(x)) 8, (VI) (3) A A =Vx B(x) 2, De Morgan (SD 12)
4) A v B(x) 1, (VE)
(d)  Vx(A®X) ABEx){ Fvx Ax) A Vx B(x) (5)—A 3, (AE)
(6) B(x) 4,5, Disj. Syll. (SD 9)
Vx (A(X) A B(x)) |—Vx A(X) A VX B(x) (7) Vx B(x) 6, (V1)
BEVIS: (8) =Vx B(x) 3, (AE)
(1) Vx (A(x) A B(x)) P )L 7,8, (LI)
(2) A(x) A B(x) 1, (VE) ,8,
3 A 2 B (10) A v Vx B(x) 2-9, (—E)
@) Vx A(x) 3, (VD AV VxBE) FVx(AvBx X ¢ fiii A
(5) Bx) 2, (AE) BEVIS: o e ) e :
(6) Vx B(x) 5, (VD) (1) A v Vx B(x) P
(7) Vx A(x) A VX B(x) 4,6, (AD (*Vi anvinder (VE). Forst hérleder vi A — A v B(x) och sedan
Vx B(x) = A v B(x)*)
Vx A(x) A Vx B(x) |— Vx (A(x) A B(x)) 2) A HP
BEVIS: E}) A v B(x) 2, (VD)
(1) Vx A(x) A Vx B(x) P 4)A = AvB®x) 2-3, (=D
(2) Vx A(x) 1, (AE) 5) Vx B(x) HP
(3) Vx B(x) L, (AE) (6) B(x) 5, (VE)
4) A(x) 2, (VE) AvB(x 6, (VI)
(5) B(x) 3, (VE) (8) Vx B(x) > A v B(x) 5-7, (=D
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(9) A v B(x) 1,4,8, (vI) (3) —3x —A>X) 2,6vn. 9.2 (c)
(10) Vx (A v B(x)) 41 1,3, (LD
(*x dr inte fri i (1) eftersom x inte ér fri i A. Dérfor ér restriktionen pa (V1) (5) =Vx A(x) 2-4, (=D
uppfylld.*)
10-9.3
10-9.2 @  Vx(P() = QM) F3xPx) = IxQx)
(a) —3x—-A(X) |— Vx A(x) BEVIS:
BEVIS: (1) ¥x (P(x) = Q(x)) P
(1) ~Ix—A(X) P (2) Ix P(x) HP
2) —=A(x) HP (3) P(x) 2,3E-P
(3) Ix —A(x) 2,@3n (4) P(x) = Q(x) 1, (VE)
L 1,3, (LD (5) Q(x) 3,4, (—E)
X 2-4, (—E) (6) 3x Q(x) 5,(3N
(6) Vx A(x) 5, (VD) ) IX Q) 2,3-6, (3E)
®) 3Ix P(x) - Ix Q) 2-7, (=)
(b  —Vx-AK) FIxARX)
BEVIS: (b) 3Ix (A(x) A B(x)) }-Elx A(x) A Ix B(x)
(1) =¥x —A(x) P BEVIS:
2) —3x A(x) HP (1) 3x (A(x) A B(x)) P
(3) Vx —A(X) 2, (PDY), 5. 293 2) A(X) A B(x) 1,3E-P
)L 1,3, (LD (3) A(x) 2, (AE)
(5)3Ix ARX) 2-4, (—E) (4)Ix Ax) 3,(@3D
(5) B(x) 2, (AE)
(©)  VxAR) F-3x-AKX) (6) 3x B(x) 5,3
BEVIS: 7) Ix A(x) A Ix B(x 4,6, (Al)
(1) Vx A(x) P (8) Ix A(x) A Ix B(x) 1,2-7, (3E)
2) Ix —A(x) HP
3) -A(x) 2, JE-P* (c) Vx (P(x) = Q(x)), 3x (P(x) A R(x)) |—3x (Q(x) A R(x))
(4) A(x) 1, (VE) BEVIS:
3,4, (LD (1) Vx (P(x) — Q(x) P
2,3-5, (3E) (2) 3x (P(x) A R(X)) P
(7) —3x —A(x) 2-6, (—I) 3) P(x) AR(X) 2,3E-P
4) P(x) > Q(x) 1, (VE)
(d  IAX F-Vx—ARX) (5) P(x) 3, (rE)
BEVIS: (6) Q(x) 4,5, (-EF)
(1) Ix A(x) P (7) R(x) 3,(AE)
2) Vx —A(X) HP (8) Q(x) A R(x) 6,7, (Al)
3) A(x) 1, 3E-P* (9) 3x (Q(X) A RK)) 8, (3N
(4)-A(x) 2, (V1) (10) 3x (Q(x) A R(x)) 2,39, (3E)
5L 3,4, (L)
1, 3-5, (3E) (d) Vx (P(x) > Q(x) v R(x)), =3x (P(x) A R(x) I—Vx (P(x) = Q(x))
(7) =Vx —A(x) 2-6, (<I) BEVIS:
(1) ¥x (P(x) = Q(x) v R(x)) P
(&)  Ix—ARX) F-Vx Ax) (2) =3x (P(x) A R(x)) P
BEVIS: (3) P(x) HP
(1) 3Ix -A(x) P 4) =Q(x) HP
[~ @ VxA® HP (5) P(x) = Q(x) v R(x) L, (VE)
143 144




(6) Q(x) v R(x)

(M Rx)

(8) P(x) AR(x)

(9) 3x (P(x) AR(x))

A1 Qx)

(12) P(x) = Q(x)
(13) Vx (P(x) = Q(x))

(e) Ix P(x,x) |—3x3y P(x,y)
BEVIS:

(1) Ix P(x,x)

(2) P(x,x)

(3) Iy P(x.y)
(4) 3x3y P(x,y)
(5) IxJy P(x,y)

H  IAX vBE)] FIx Ax) v IxBx)

Ix (AK) v B(x) | 3x Ax) v 3x B(x)
BEVIS:
(1) 3Ix (A(x) v B(x))
—€2) =(3x Ax) v Ix B(x)
(3) =3x A(x) A =3x B(x)
(4) —3x A(x)
(5) =3x B(x)
6) A(x) v B(x)
(7) Vx =A(x)
(®) =A(x)
9) Bx)
(10) 3x B(x)
(11) Ix B(x)
(12) L
(13) Ix A(x) v Ix B(x)

3,5,(5E)

4,6, Disj. Syll. (SD 9)
3,7, (nl)

8, @1

2,9,(LI)

4-10, (=E)

311, (-1)

12, (V1)

P
1,3E-P
2,1
3,@I
1,2-4, (3E)

P

HP

2, De Morgan (SD 12)
3, (AE)

3, (AE)

1, 3E-P*

4, (PDY), s.293

7, (VE)

6, 8, Disj. Syll. (SD 9)
9,(3n

1, 6-10, (3E)

5,11, (LD)

2-12 (—E)

(*Direkt harledning med (VE) r ocksd maojlig.*)

Ix A(x) v 3x B(x) |~3x (AX) v B(x))
BEVIS:
(1) Ix A(x) v Ix B(x)

P

(*Vi anvander (VE). Vi visar forst 3x A(x) — 3x (A(x) v B(x)) och sedan

Ix B(x) > 3x (AX) v B(x)).%)

(€3]

(h)

8) Ix B(x)
9) B(x)
(10) Ax) v B(x)

(12) 3x (A(x) v B(x))

(14) 3x (A(x) v B(x))
(*Indirekt harledning kan ocksa tillimpas.*)

Ix (P(x) > Q) { F Vx P(x) = Ix Q(x)

3x (P(x) = Q) | Vx P(x) = 3x Q(x)
BEVIS:

(1) 3Ix (P(x) = Q)
(2) Vx P(x)

(3) P(x) > Q(x)
(4) P(x)

(5) Q(x)

(6) Ix Q)

7) 3Ix

X
(8) Vx P(x) = 3x Q(x)

Vx P(x) = 3x Q(x) | 3x (P(x) — Q(x))
BEVIS:
(1) Vx P(x) = 3x Q(x) P

™ (2) =3x (P(x) = Q(x)) HP

HP
8, IE-P

9, (VI)

10, @I
8,9-11, (3E)
8-12, (1)
1,7,13 (VE)

1,3E-P
2, (VE)
3,4, (—E)
5,@n
1,3-6, (3E)
2.7, (=1)

(*Vi anvander indirekt hérledning. Férsok med direkt hérledning, ger inget.*)

(3) Vx =(P(x) = Q(x))
(4) = (P(x) > Qx)
(5) P(x) A =Q(x)

(6) P(x)

(7) Vx P(x)

(8) 3x Q(x)

9) Qx)
(10) =Q(x)
(1) L

(2L
(13) 3x (P(x) = Q(x))

Vx (Ax) - B)q F3x Ax) - B
BEVIS:

2, (PDY), 5.293
3, (VE)
4,(SD22)

5, (AD)

6, (1)

1,7, (=E)
8, 3E-P

5, (AE)
9,10, (LI)
8,9-11, GE)
212, (=E)

(x ¢j friiB)

2) 3x A(x) HP (1) Vx (A(x) > B P
3) A(x) 2,3E-P (2) Ix AKX) HP
4) A(x) v B(x) 3, (VD) (3) A(x) 2, 3E-PX
v 4,30 4)A(x) > B 1, (VE)
2,3-5,(3E) 3,4, (—E)
(7) 3x AK) - 3x (AKX) v B(x)) 2-6, (=1) 2,3-5,(3E)
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(7)3x AK) > B 2-6, (=1) (2) Ixx=x 1,@3n
IxAX) > B | Vx (Ax) > B) (x ¢j friiB) (©  FaIxFyx=y
BEVIS: BEVIS:
(1)3xAKx) > B P (x=x (Refl.)
(2) A(x) HP 2)3yx=y 1,31
(3) Ix AKx) 2,@3n (3)IxTyx=y 2,@3n
1,3, (—E)
(5)Ax) > B 2-4, (=) d  Fvxdyx=y
(6) Vx (A(x) - B) 5, (VD) BEVIS:
Hx=x (Refl.)
i) Vx(A®) ——B(x))q F-3x (A®) A B(x)) @) 3Jyx=y 1,@3n
(B)Vxdyx=y 2,3
Vx (A(x) = —=B(x)) |-ﬁ3x (A(X) A B(x))
BEVIS: © t=tb=t 4=t
(1) Vx (A(x) = —B(x)) P BEVIS:
(2) 3Ix (A(x) A B(x)) HP My =t P
(3) A(x) A B(x) 2,3E-P Q=1 P
4) A(x) » —B(x) 1, (VE) Bt =t 1,2, (Subst.)
(5) A(x) 3, (AE)
(6) B(x) 3, (AE) ) FvxVyx=y - f(x)=f(y)
(1) -B(x) 4,5,(oEF) BEVIS:
67, (LD Dx=y HP
2,3-8, (AE) (2) f(x) = fix) (Refl.)
(10) =3x (A(x) A B(x)) 2-9, (=) 3) f(x) = fi 1,2, (Subst.)
4) x=y— f(x) = f(y) 1-3, (=D
—3x (A(X) A B(X)) | Vx (A(x) = —B(x)) (5) VxVy (x =y = f(x) = f(y)) 4,2 % (V)
BEVIS:
(1) =3x (A(X) A B(x)) P (® P4 FVx(c=x-Px)
(2) A(x) HP
(3)B(x) HP P(c) }Vx (c=x — P(x))
(4) A(x) A B(x) 2,3, (Al) BEVIS:
(5) 3x (A(X) A B(x)) 4,31 (1) P(c) P
6) L 1,5, (LD 2)c=x HP
—B(x 3-6, (=) (3) P(x) 1,2, (Subst.)
(8) A(x) = —B(x) 2-7, (=) (4) c=x—P(x) 23, (=D
(9) ¥x (A(x) = —B(x)) 8, (V1) (5) Vx (¢ =x — P(x)) 4, (VD)
Vx (c=x = P(x)) |— P(c)
10-9.4 BEVIS:
(a) Fvxx=x () Vx (c=x—P(x)) P
BEVIS: 2)c=c—P(c) 1, (VE)
(x=x (Refl.) B)c=c (Refl.)
) Vxx=x 1, (V) (4) P(c) 2,3,(=E)
(b) Faxx=x (h)  Pe)q F3x(c=xAP(x))
BEVIS:
(1) x=x (Refl.) P(c) |— Ix (c=x A P(x))
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BEVIS:
8) P(c)
ye=c¢ P
@ ¢=cAP© (Refl)
(4) Ix (c =x A P(x)) ;, 2, (Al) ﬁliéllilsv/ R
_ e X R(xy)
3x (o< x A PG PO () RO P
: .
(1)3x (e =x A PGx)) @3y Ry& 2 s
2) c=x A P(x) P 5 YRX) 3’( >
(Gre=x 1, 36-p © vy R - @D
(4)P(x) 2 (AE yROY) 1,2-4, 3E)
RN 2, (AE; () VxVyR(xy) }VyVxR( e
K X
(7) P(c) i, = symmetrisk ﬁE\;ISZ ¥
N 5, (Subst.) (2; VXVy R(x,y)
i Fvav »2-6, (3E) vy R(z) P
Fevis, PR Ax=y & PY) Ax=Y) E;?/‘;;'Z“;‘;du%rar fillfalligt en helt ny variab {, (VE)
2 1al .

[ D" H (@ T oy Prempel S
@Pw) 1L (AB) Oy Vo A
C)Py)ax=y 2,3, (Subst. 0 6 (VE)
©P) Ax=y S P AX= NN © V3R bV "

—g; P(y) Ax=y i 155, (oT) BEVIS: x3y R(y.x)

P(y) HP (1) Vy3x R
o :
=X
(1) Px) o) oot 3Rix2) 1, (VE)
(}2) P(x)AXx=Yy 8. 10, (Sub?:;sk, 5.295 53y Riv) g, az]lg_px
213) Py AX=y > PO AX= 9L (A]) (6) Y3y R(yz2) Z’gi)
YP(X)AX=y & -y 712, (= 73 g . 3-4, (3E)
(15) VxV yeP(y)ax=y , (=) (7) Iy R(y.x) 5, (VD)
y(PX)AXx=y < P(y) Ax=Y) (;;‘13, () (8) ¥x3y R(y,x) 6, (VE)
()] P(a), —P(b , 2% (V1) 7,V
, —P(b) | 3x3 (d  VxV - (VD)
BEVIS: yx#y xVy (P(x, 4
(1];‘\;;; BEVIS: (x,y) = —P(y,%)) F¥x —P(x,x)
(1) VxV.
(3 a“f(s) P 2 P(’;;; (P(x.y) = —P(y:x) .
N P (3) Yy (P
(4) P(b) HP @) P(’:(’(X (x.y) = =P(y.x) HP
$)L 1.3, (Subs pt ) = —P(x,x) 1, (VE)
©)a#b 2: ¥ (L‘ll) st.) 6) IP(x,x) 3,(VE)
(NAyazy 35, () (7)—P 2 4(5F)
®)IxTyx#y 6, N ® ; (X,X) 2,5, (LD
7. @n X —P(x.x) 2-6, (=)
10-9.5 10 7,(VD)
(a) JyVx R -9.6
(xy) | ¥x3yR(xy) @ 1|3—EHVXI(SHX P(x) = P(x))
1) ~3x (@x P(x) - P
(x))
oy P
149 —(3x PG = Px) 1, (PD9), 5.293
2, (VE)
150
(4) 3x P(x) A —P(
o r, ! 3,(5D22)
—P(x) 4,(AE
[ S
5,3E-P (12) Ix A(x) v Vx B(x)
6,7, (1) (@ 2-11, (=E)
(10)3 Vx (P
) 3x (3x P(x) - P(x)) f_978 3E) BEV](S)T) v Q). Iy —Q(¥). Vz (R(2) = —P(2)) |3
®)  FVxAE) V3 P () ¥x (P(x) v Q RE)
BEVIS: X —A(X) (2) 3y =Q(y) () P
() ~(Vx Ax) v 3 (3) Vz (R(z) — —P P
(2) =Vx A(X) A ﬁ;‘ —A(x)) P (*Vi byter forst var(izgj) 1i(2) * P
(3) =Vx A(x) —AG) 1. De M (4) 3Ix =Q(x) el i(2).%)
(4) —=3x —A(x) 2: o organ (5) =Q(x) 2, (PD11),5.291
(5) Ix —A®x) 2. (AE) (6) P(x) v Q(x) 4,3E-P
P 3. (D7), 5294 © R N
(7) Vx AR) v Ix —AR) T wy (9; E(f; (; —P(x) ; ?\;g)isj. Syl (SD 10)
© VXA VY - (=E) (10) ~R(x) 7, Dubbl. N
mrvia B FVx (AG) v B(x) (1) 3x ~R(x) 89, (MfT)e(gélgsgz)
ER/VX A(x) v Vx B(x) El]z)) ?;( —R(x) 10, (31) )
{ anvi ’ A edukti ) 4,5-1
— VX"X?:;icr direkt hiirledning och (VE).*) " ionen kan genomforas utan Variab;ib(ilzt) N
G) Ak HP (H  3IxVyx=yFVxPx) vV pirad (4).%)
(4) A(x) v B(x) 1, (VE) ﬁE\;]SI X —P(x)
R
Vv
 (DVx BE:; - VX (AK) v B(x)) ‘2‘ 1) (*Indirekt nirlednin ~Px) HP
Bk o Y ) o b+ e e v
(9) A(X) v B(X) 7, (VE) (g) ALY . 2, De Morgan (SD 12)
(10) Vx (A() v B(X)) 8 (vI) Eéi ;xVx —P(x) g (AE)
83 o 3:?))—} VR (K V) 507D EN ;(1;(;() PR
x) v B(x)) -10, (1) (*Vi byter variabel i 5,0 hy
1 , Ovn.9.2
(@ Vx(AX) v B( 1,6, 11, (VE) (8) 32 —P(2) abel i (6) och (7) med (PD11), Exs,ﬂpel 3184
B B F3x AR v Vx B(x) (9) 3w P(w) 6. (D11 18.%)
(1) Vx (AX) v BX)) (10) Vyx=y 7.(PDI1)
(@) ~Ex A) v Vx B(x)) P (1) =P() 1, 3E-P*
(431) —3x A(X) A =Vx B(x) HP (12) P(w) 8, 3E-p*
() =Ix Alx) 2, De Morgan (13)x=2 9,38-P"
(5) Vx —A(x) 3 (AB) g (14)x=w 10, (VE)
(6) —A(x) 4 (PD9), 5293 (15)w=z 10, (VE)
(7) AX) v B(x) 5 (VE) (16)P@) 13, 14, (Subst.)
(8) B(x) I (VE) 12, 15, (Subst.)
(9) Vx B(x) 6. 7. Disi 11, 16, (LI
by (\;'13‘514 Syll. (SD 9) 9 12.17( (3),5
ant 3:(AE)) (;ou 8 11-18, GE;
9, 10, (LI) (21) Vx P(x) v Vx —P(x) ;121(?'(19,}3()3}3)
(2) Vx (P(x) v o
Q(x)), IVyx =
BEVIS: XVyx =y }V¥x P(x) v Vx Q(x)
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(1) Vx (P(x) v Q(x)) P XUl =xU(KXU-X) A10
(2) IxVyx=y P =(XUX)U—X A4
(*Vi anvinder indirekt hérledning enligt Regel 7.2.4 (indirekt).*) =XU—X A5, A6 (9.7 (a)
— (3) ~(Vx P(x) v Vx Q(x)) HP =1 Al0
(4) VX P(x) A =Vx Q(x) 3, De Morgan (SD 12)
(5) =Vx P(x) 4, (rE) BEVIS:
(6) =Vx Q(x) 4, (AE) (1) VxVyVz xu (yuz)=(xuy)uz P (A4)
(*Vi anvander (PD7) pa (5) och (6) som i Regel 7.2.7 (indirekt)*) (2) VxVy xNn(xuUy)=x P (A5)
(7) 3x —P(x) 5, (PD7) (3) VxVy x U (x Ny)=x P (A6)
(8) Ix —Q(x) 6, (PD7) 4 Vx xu—=x=1 P (A10)
(*For att kunna utfora (3E) pa (2), (7), (8), maste vi byta variabel i minst tva S)xu—=x=1 4, (VE)
av dem. Vi byter i (7) och (8).*) (6) Vx xUXx=X 2,3,(9.7(a))
(9) 3y —P(y) 7,(PDI1) () xuUx=x 6, (VE)
(10) 3z —Q(2) 8, (PDI1) ®)x=xUx 7,=symm. (PD2)
— (1) Vyx=y 2, 3E-P* O xuUx)U—=x=1 5, 8, (Subst.)
(12) =P(y) 9, 3E-P¥ (1) xU(ExU—=xX)=(xUX)U-X 1,3 x(VE)
(13) =Q(2) 10, 3E-P* (Ih)xuExu-—=x)=1 9, 10, = transitiv (PD3)
(14) P(y) v Q(y) 1, (VE) (12)xul=1 5, 11, (Subst.)
(15) Q(y) 12, 14, Disj. Syll. (SD 9) 13)vx xul=1 12, (VD)
16)x=y 11, (VE)
A7) x=z 11, (VE) (c) A6, A9 }—\‘/’xxu0=x
{18y =z 16, 17, (Subst) INFORMELLT BEVIS:
(19) Q(z) 15, 18, (Subst.) :
(20) L 13, 19, (LI) xU0 =xuU((xnN—x) A9
10, 13-20, (3E) =x A6
2L 9,12-21, (3E)
BEVIS:
23 L 2,11-22, (3E)
(1) VxVy xUu(xNy)=x P (A6)
(24) Vx P(x) v Vx Q(x) 3-23, (—E) 2)Vx x A —x=0 P (A9)
B)xuUxN-x)=x 1,2 x(VE)
10-9.7 @Hxn—=x=0 2, (VE)
(8 A5, A6 FVx xUx=x (B)xuw0=x 3,4 (Subst.)
BEVIS: ©)Vx xU0=x 5, (VD)
(HVxVy xNn(xuy)=x P (AS)
O NRE
B)Vy xuxNy) =x 2, (VE) P . AL0
@xuUENEUY)=x 3, (VE) XAl =xnxu=x) o
(*Vid (VE) sitter vi in termen ‘x U y’for y.*) -x
BG)xN(xuUy) =x 1,2 (VE) BEVIS:
6)xUx=x 4,5, (Subst.) } _
1) VxV = P A5
(M) Vxxux=x 6, (V1) EZ%V? 33:((:)(er) * P EAI?))
Ett informellt bevis ser ut pa foljande sitt: G xnxu-x)=x 1,2x (VD)
X =X U KN EKUY) A6 @ xu-x=1 2, (VE)
—xUx AS BG)xnl=x 3, 4, (Subst.)
6)Vxxn1l=x 5, (V1)
(b)  A4,A5,A6,A10 FVx xUl=1 ©  AS pvav _ _
INFORMELLT BEVIS: Yy Ruy=y->xny=x)
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BEVIS:
INFORMELLT BEVIS: (1) Vx M(x) — F(x)) P
Antagx Uy=y.Da (2) Vx (K(x) > M(x)) P
XNy =xNxVy) Qgtagandet T(3) K(x) HP
=X (4) M(x) = F(x) 1, (VE)
(5) K(x) = M(x) 2, (VE)
BEVIS: (6) M(x) 3,5, (=E)
(1) VxVy x N (xUy)=x P (7) F(x) 4,6,(—E)
@) xvuy=y HP [ ®KE) > Fx) 3-7,(=F)
T B)xNnExuy =x 1, 2% (VE) 9) ¥x (K(x) = F(x)) 8, (VI)
@DHxNny=x 2, 3, (Subst.)
G)xvuy=y—=xnNny=x 2-4, (=1
6) VxVy(xuy=y—->xny=x) 5,2x(V]) 10-9.9
(a) Formalisering:
(f)  A2,A6,A9,A10 }-0=1 Symboler:
M(x): x &r en manniska
INFORMELLT BEVIS: F(x): x har en fri vilja
-0 =-0uU0 A6, A9 (9.7 () D(x): x ér ett djur
=0u-0 A2
=1 Al0 (1) Vx M(x) - F(x))
(2) Ix (D(x) A M(x))
BEVIS: (3) Ix (D(x) A F(x))
(1) VxVy x Uy=yuUx P (A2) ® Deduki
(2) VxVy xU(xNy)=x P (A6) eduktion:
B)Vxxn—=x=0 P (A9) Vx (M(x) = F(x)), 3x (D(x) A M(x)) I—Hx (D(x) A F(x))
@) Vxxu-—x=1 P (A10) BEVIS:
3)0 ):;X—o :T 4, (VE) (1) Vx (M(x) — F(x)) P
6)0U-0=-00U0 1,2 x (VE) (2) 3x (D(x) A M(x)) p
(7)-0u0=1 5, 6, (Subst.) (3) D(x) A M(x) JE-P
8)Vx xU0=x 2,3, (6vn. 9.7 (c)) ) M(x) - F(x) 1, (VE)
9)-0U0=-0 8, (VE) (5) M(x) 3, (AE)
10)-0=1 7,9, (Subst.) Eg; FD((X)) 431, (5 ](;E)
X 5 (A
ANMARKNING: (8) D(x) A F(x) 6,7, (A
Vi ser att det informella beviset utgor kirnan i det formella beviset. Resten av (9) 3x (D(x) A F(x)) 8, (AN
det formella beviset ar hantering av logiska konstanter, 1 9.7 (a) — () i (10) 3x (D(x) A F(x)) 2,3-9, (3E)
huvudsak allkvantifikatorer och identitetsrelationen.
10-9.10
(a) Formalisering:
10-9.8 (1) Vx (P(x) > D(x))
@ Formalisering: @) ¥x @y (P(y) A H(x.y)) = 3y (D(y) A H(x.¥)))
1) YxM(x) > F(x)
2)  Vx(K(x)— Mx) (b)  Deduktion:
3 Vx(K(x) - Fx) Vx (P(x) = D(x)) |Vx @y (P(y) A H(x,y)) = 3y (D(y) A Hx,y)))
BEVIS:
(b) Deduktion: (1) Vx (P(x) = D(x)) P
Vx (M(x) = F(x)), ¥x (K(x) > M(x)) | Vx (K(x) > F(x)) T (2) 3y (P(y) A H(x,y)) HP
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3) P(y) A H(xy)) 2,3E-PY (6) VX (=S(x) = —=P(x)) P
(4) P(y) - D(y) 1, (VE) (7) O(x) HP
(5) P(y) 3, (AE) (8) F(x) > K(x) 1, (VE)
(6) D(y) 4,5,(—E) (9) =P(x) = =T(x) 2,(VE)
(7) H(x.y) 3, (AE) (10) O(x) = —S(x) 3, (VE)
(8) D(y) A H(x,y) 6,7, (A (11) K(x) = T(x) 4, (VE)
(9) 3y (D(y) A H(x,y)) 8, (3D (12) V(x) — F(x) 5, (VE)
10) Iy (D(y) A H(x,y) 2,3-9, (3dE) (13) =S(x) » —P(x) 6, (VE)
(ID Jy (P(y) A Hx.y)) = Ty (D(y) A H(x.y)) 2-10, (=1 (14) =8(x) 7,10, (—E)
(12) Vx @y (P(y) A H(x,y)) = y (D(y) A H(x,y))) 11, (VD) (15) =P(x) 13,14, (=F)
(16) =T(x) 9,15, (—=E)
(17) =K (x) 11, 16, (MTT)
10-9.11 (18) =F(x) 8, 17, (MTT)
(a)  Formalisering: (19) =V(x) 12, 18, (MTT)
(1) Vx (F(x) —» K(x)) eller —3x (F(x) A =K(x)) (20) O(x) = —V(x) 7-19, (1)
(2) VX (=P(x) » —T(x))  eller —3x (Tx A =P(x)) (21) Vx (O(x) = —V(x)) 20, (V1)
(3) Vx (O(x) = =S(x))
@) Vx (K(x) = T(x))
(5) Vx (V(x) = F(x)) eller Vx (=F(x) > =V(x)) 10-9.12
(6) Vx (=S(x) = —P(x)) (a) Motexempel:
(b) Konklusion & deduktion:
For dverblickens skull forenklar vi (1) — (6) genom att utelaimna Ve T |
allkvantifikatorerna och individvariablerna: * N ‘
(M) F->K a b c
(2) =P = —T
3)0—=S m=M,N)=({a,b,c} {(ab), (b,0)})
@HK->T
(5) V>F (ab)e N = m EN ab)
(6) =S — =P
Vi ser att predikaten ‘O’ och 'V’ forekommer en gang var emedan Gvriga GojeN = £ Nihe)
predikat forekommer tvé ganger. Vi far foljande kedja: @oeN = ﬂ}ﬂi&l
@ ©® @ & o (%)
05 =8> —P—>-T—>—-K--F—>-V (b)  Saisen A:
Vi fir konklusionen Lét A vara satsen
(NYx(0X) =>=V(x)  eller ¥x (V(x) > —=0(x) A:VXVyYz (N(x,y) A N(y,2) = N(x,2)) )
dvs. A uttrycker att N-relationen ar transitiv. A dr darfor analytiskt sann.
Ingen opiumsittare har vita glacéhandskar pa sig, .
eller Deduktion:
Den som har vita glacéhandskar pa sig, ér inte opiumsittare. N(a,b), N(b.c), A |' N(a,c)
BEVIS:
BEVIS: (1) N(a,b) p
(1) Vx (F(x) = K(x) P (2) N(b.o) P
2)Vx (=P(x) = —T(x)) P (3) VxVyvz (N(x,y) AN(y.z) > N(x,2)) P
(3) Vx (O(x) = =S(x)) P (4) N(a,b) A N(b,c) = N(a,c) 3,3x(VE)
(4) Vx (K(x) = T(x)) P (5) N(a,b) A N(b,c) L2(aD)
(5) Vx (V(x) = F(x)) P (6) N(a,c) 4,5,(=E)
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(1) Vx (A(x) = R(x)) P
10-9.13 (2) 3x (F(x) A —=R(x)) P
@  S(ue) K=T() (3) F(x) A —R(x) 3E-P
BEVIS: ) AK) - R(x) 1, (VE)
-u m=M,T,S,u,e) (5) F(x) 3, (AE)
(6) —R(x) 3, (AE)
=({u,e}, {e}, {(we)}, u, e) (7) —A(x) 4,6, MTT
(8) F(x) A —A(x) 5,7, (AE)
(9) 3Ix (F(x) A —A(X)) 8, 3N
T (10) I (F(x) A —AX)) 2,3-9, (AE)
(we)e S = m I:S(u,e) (c) Farmalis"ering:
1) Vx (A(x) > R(x))
et = MmETE @) 3x (Fx) A —=ARX)
= mf=Te) 3 3x (F(x) A —R())
(b) Deduktion: Venn-diagram:
Al Vx (T(x) & Vy (x 2y = S(X.y)))
A2: VxVy (S(x,y) = —=S(¥,X))
Vx (A(x) > R(x)) samn (=)
S(ue), Al, A2 | —T(e)
BEVIS: Ix (F(x) A—R(x))  falsk (| | ||||)
(1) S(u,e) P
(2) Vx (T(x) <> Vy (x 2y = S(x,y))) P
(3) VxVy (S(x,y) = =S(y.x)) P Ix (F(x) A —A(x)) sann  (x a)
— (4) T(e) HP
(5) T(e) & Vy (e #y — S(e,y)) 2, (VE)
(6) T(e) > Vy (e 2y — S(e,y)) 5, (<E) Modell:
(N Vy(e#y—S(ey)) 4,6,(—=E) m=M, A, R, F) = ({a}, D, {a}, {a})
(8) S(u,e) = =S(e,u) 3,2%(VE)
(9) =S(e.u) 1 8’VHE) ag A = m/F Aa) m
(10) e % u — S(e,u) 7, (VE)
(1) —e#u 9,10, MTT (SD 17) = m FA@ - R@)
(12)e=u 11, Dubl. Neg. (SD 2) =  mEYx(AK) > RE)
(13)u=e 12, =symm. (PD 2)
(14) S(e,0) 1, 13, (Subst.) (1 = mE-AQ@) )
o 2w
(17) =T(e) 4,-16,, (= 2)+(3) = m EF(a) A—A()
= mkﬂx F(x) A 2A(X))
10-9.14 aeR = mER@
(a) Formalisering:
(1) Vx (A(X) = R(X)) =  mE-R@ C)
(2) 3x (F(x) A =R(X)) 3)+4) = m JF@)A-R@)
() Ix (Fx) A —ARX)) = m kﬂx F(x) A =R(x
(b)  Deduktion:
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Kapitel 12: Lésningar

12-6.1
(2) V?f (P(X) - Q(X)l ¥x (P(x) v R()) |} Vx (Q(x) v R(x))
LO G:

Vx (P(x) = Q(x)) sann  (
Vx (P(x) v R(X) sann (|l

D4 blir dven

m /PG )
m EP(2) > Q(a)

m EngPx — Q(x).

m kQa)

m EQ(a) v R(a)

m Einng v R(x

m fR(a) @
m/APGa) v R()

méVx P(x) v R(x

ag R
(H+Q2)

L A A A A

Vx (Q(x) v R(x) sann ©  Vx(P()— QX)), =Vx (QX) v R(X)) }3x —(P(x) v R(X))
eftersom hela —(Q v R) ir streckad. BEVIS:
(1) ¥x (P(x) = Q(x)) P
. (a) giiller. (2) =Vx (Q(x) v R(x)) P
(3) =3x —(P(x) v R(x)) HP
DEDUKTION: (4) Vx (P(x) v R(x)) 3, (PD6)
(1) Vx (P(x) = Q(x)) P (5) Vx (Q(x) v R(x)) 1,4, 6vn. 4.1 (a)
(2) Vx (P(x) v R(x)) P 6) L 2,5, (LD
(3)=(QX) vRx)) HP 3-6, (—E)
(4) =Q(x) A =R (x) 3, De Morgan (SD 12)
(5) P(x) = Q(x) 1, (VE) (d) Vx R(xx,) |—Vx3y R(x,y) A Vy3x R(x,y)
(6) P(x) v R(x) 2, (VE) Grafer:
(7) —R(x) 4, (AE) Premissen uttrycker att alla skickar en pil till sig sjalv. Konklusionen uttrycker
(8) P(x) 6,7, Disj. Syll. (SD 10) att alla skickar i vig minst en pil och alla mottar minst en pil, vilket foljer fran
9) Q(x) 5,8, (—E) premiss?n
(10) =Q(x) 4, (AE) o (d) géller.
9,10, (LI) Scheman:
3'_1 1 ’ (—E) Premissen uttrycker att varje ruta i huvuddiagonalen ér kryssad. Konklusionen
N uttrycker att varje rad innehaller minst ett kryss och varje kolumn innehéller
(13 vx (Q(x) VR 12, (VD minst ett kryss. Det foljer fran premissen, t ex.
(b)  Vx(PK) = QX), ¥x (Qx) v R(X)) |Vx (PK) v R(x))
LOSNING:
a b ¢
a X
“| "”"|||’|"|||||N||”N”""”Nwmm Vx (P(x) = Q(x)) sann ( lcj X X
Vx (Q(x) v R(x)) sann ("l"""")
Deduktion:
Vx (P(x) VR(X))  falsk (x a) (1) Vx R(xx) P
[ |||H st
i - (b) giller inte. (3) 3y RExY) 2.
(4) VxIy R(xy) 3,(vD
MOTEXEMPEL: (5) Yy R(y.y) 1,(PD10)
6) R(y, 5,(VE
m=(M,P,QR) - ({a}, @, {a}, @) ) s
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(8) Vy3x R(x,y) 7, (VD) )L 7,8, (L)
(9) VxIy R(x,y) A VyIx R(xyy) 4,8, (Al (10) —R(b,a) 3-9, (=I)
(e)  VxIyR(x.y) A VyIx R(xy) | Vx R(x,x) () Vx(P(x) = Q(x) v R(x)), Vx (Q(x) A P(x) = S(x)),
LOSNING: VX (R(X) A P(x) = T(X)) FVx (P() A =T(x) = S(x))
Grafer och scheman:
Tolkningarna framgér av (d). Konklusionen foljer inte ur premissen. T ex. BEVIS:
(1) Vx (P(x) = Q(x) v R(x)) P
(2) Vx (Q(x) A P(x) = S(x)) P
a b (3) Vx (R(x) A P(x) = T(x)) P
a X —— (4) P(x) A =T(x) HP
b |x — (5) =S(x) HP
A (6) P(x) = Q(x) v R(x) 1, (VE)
> (7) Q) A P(x) = S(x) 2, (VE)
(8) R(x) A P(x) = T(x) 3, (VE)
- (e) giiller inte. (*Vi har eliminerat Vx fran (1), (2) och (3). Nu géller det att hirleda L fran
(4) — (8) med satslogisk deduktion.*)
Modell: 9) Px) 4, (AE)
- - (10) Q(x) v R(x) 6,9, (—E)
= (M, By = ({a, bl {(ah), &) (1) ~Q() A P(x)) 5,7, (MTT)
(ab)e R = mER@b) (O] (12) —Q(x) v —P(x) 11, De Morgan (SD 6)
(ba)e R = m ER(ba) ®) (13) =—P(x) 9, (SD2)
(aa)e R = mFR@a) 3) (14) -Q(x) 12, 13, Disj. SylL. (SD 10)
(15) R(x) 10, 14, Disj. Syll. (SD 9)
Gbye R = mkRob @ (16) R(x) A P(x) 9, 15, (Al)
M = mE3IyRay) ® (17 T&) 8,16 (F)
2) = m l:fly R(b,y) (6) (18) =T(x) 4, (AD)
(5)+(6) = mEVYxIyRkxy) (@) 83: Js_( - 171,913(, (l;)
X 5-19, (=E
%)) = m F3IxRxa) ®) (21) P(x) A =T(x) = S(x) 4-20, (1)
(&) = mE3XRED) ) (22) Vx (P(x) A =T(x) = S(x)) 21, (V1)
8)+(9) = m EVyxRxy) (10)
(7)+(10) N m_E Vx3y R(x.y) A YyIx R(x.y) (c) Vx (P(x) = Q(x) v R(x)), =Q(a) A —R(a) |>ﬁP(a)
BEVIS:
& = mﬁ (1) Vx (P(x) = Q(x) v R(x)) P
(2) =Q(a) A —R(a) P
1262 (3) P(a) HP
D Pla ’ . (4) Pa) > Q(a) v R(a) 1. (VE)
(a) ;(éiz/l\sz(d), Vx (P(x) A R(b,x) = Q(x)) |-ﬁR(b,d) (5) Q@) v R(a) 3.4, (5F)
(D P@ ~=Q@) P E% Eg@ g (GA]E))is' Syll. (SD 9)
(2) Vx (P(x) A R(b,x) = Q(x)) P oy 60 . Syll.
(3) R(b,a) HP 29; I (a) 2 ;A( l )
f;‘; gg; AR = Qe f Ej;) {10) =P() 329, ()
(6) P(a) A R(b,a) 3,5, (Al
7 Qta) 16 (5E) (d) g(g/ ;\S:VX(P(X) - R@x) |R(a,a)
() —Q(@) L (AE) (1) P(a) A Vx (P(x) = R(a,x) P
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(2) P(a) 1, (AE)
(3) Vx (P(x) = R(a,x)) 1, (AE)
(4) P(a) > R(a,a) 3,(VE)
(5) R(a,a) 2,4, (—E)

12-6.3

@ 3 (PE) A=QM)) A Vx (P(x) = R(X) FIx (R(x) A QX))
BEVIS:
(1) 3x (P(x) A =Q(x)) A Vx (P(x) = R(x)) P
(2) 3x (P(x) A =Q(x)) 1, (AE)
(3) ¥Vx (P(x) = R(x)) 1, (AE)
(4) P(x) A =Q(x) 2, JE-P*
(5) P(x) > R(x) 3,(VE)
(6) P(x) 4, (nE)
(7) R(x) 5,6,(—E)
(®) —Qx) 4, (AE)
) R(x) A =Q(x) 7,8, (AD)
(10) Ix (R(x) A =Q(x)) 9, (AN
(11) Ix (R(x) A =Q(x)) 2,4-10, (3E)

(b)

Vx (P(x) = Vy (R(x,y) = S(x.y))),
Vx (P(x) = =3y (S(y) A =Q(¥))

FVx (P(x) = Vy (R(x.y) = Q)

(© I (PX) A QX)) Ix (P(x) A Vy (Q(Y) = —R(x.)))

F3x (P(x) A =¥y (P(y) = R(x,y))

BEVIS:

(1) 3x (P(x) A Q) P

(2) 3x (P(x) A Yy (Q(y) = —R(x,)) P

(3) 3y (P(y) A Q(y) 1, (PD11)
—— @ P AQY) 3, 3E-PY

— () P(x) A Vy (Q(y) = =R(x,y))) 2,3E-P*

(6) P(x) 5, (AE)

(7) Vy (P(y) = R(x.y)) HP

(8) P(y) > R(x.y) 7.(VE)

9) ¥y (Q(y) = —R(xy)) 5,(AE)

(10) Q(y) = —R(x.y) 9, (VE)

A1) P(y) 4, (AE)

(12) Qy) 4, (AE)

(13) R(x,y) 8,11, (—E)

(14) =R(x,y) 10, 12, (—E)

(15) L 13, 14, (L)

(16) =Vy (P(y) — R(x,y)) 7-15, (=I)

(17) P(x) A =Vy (P(y) = R(x.y)) 6, 16, (Al)

(18) 3x (P(x) A =Vy (P(y) = R(x,y))) 17, 3D

(19) Ix (P(x) A =Yy (P(y) = R(x.y))) 2,5-18, (IE)

(20) 3x (P(x) A =Vy (P(y) = R(x.y))) 3,4-19 (3E)

(@ 3 (PE) A QX)), IX(P(X) A Vy (Q(y) = =R(x.y)))

()

A — 3x (P(x) A Q(x)), Vx (R(x) = S(x)) = —=3x (P(x) A Q(X))
FA = 3x (Rx) A =S(x))
BEVIS:
(1) A - 3x (P(x) A Q(x)) P
(2) Vx (R(X) — S(x)) = —3x (P(x) A Q(x)) P
@A HP
(4) Ix P(x) A Q(x)) 1,3,(—=E)

(5) ==3x (P(x) A Q(x))
(6) =Vx (R(x) = S(x))

4, Dubbl. Neg. (SD 2)
2,5, (MTT) (SD 17)

(7) 3x =(R(x) = S(x)) 6, (PD7)
(®) = (R(x) = S(x)) 7, 3E-P
10) 3x (R(x) A =S(x 9, dn
11D 3x (R(X) A =S(X 7,8-10, (3E)
(12) A — 3x (R(x) A =S(x)) 3-11, (=D
12-6.4
@) Formalisering:
(1) ¥x (M(x) = D(x))
(2) 3x (D(x) A K(x))
(3) Ix (M(x) A K(x))
(i)  Motexempel:

m=(M, M, D, K)=({a}, &, {a}, {a})
aeD = m ED(a)

Vx (M(x) > D)) samn (=)
Ix (D(x) A K(x)) sann  (x a)
Ix (M(x) A K(x) falsk (111111

O]

(a) Formalisering:
(1) Vx (T(x) A =M(x) = =V(x))
eller ekvivalent
(17) =3x (T(x) A =M(x) A V(X))

BEVIS:
(1) Vx (P() = Yy R(xy) = S(xy)) P BEVIS: F3x (Pa) A =¥y (P(y) = R(y:x))
- g; :(J;)(P(X) — =3y (S(x.y) A =Q(y)) IP){P (1) 3x (P(x) A Q) P
— @RExy) HP (2) Ix(P(x) A Yy (Q(y) = —R(x,)) P
- -0 HP (3)32(P@) A VY (Qy) > —R(zy)  2.(PDII)

(*Vi anvinder indirekt hiirledning. Dirckt hirledning av Q(y) fran premisserna (#P@) A Vy Q) = —R(zy) 3, 3E-P
(1)- (4) dr ocksa majlig.*) (5) Yy (Q(y) = —=R(z,y)) 4, (AE)
(6) P(x) = Vy (R(x,y) = S(X,y)) 1, (VE) (6) Vx (Q(x) > —R(zx)) 5, (PD10) ro—
(7) P(x) = —Fy (S(x.y) A =Q(¥)) 2, (VE) (1) P(2) 4, (AE) ariabel-
(®) Vy R(x.y) = S(x,)) 3,6,(—E) (8) P(z) A Vx (Q(x) = —R(z,x)) 6,7, (A permutation
9 R(x,y) = S(x,y) 8, (VE) 9) Iy (P(y) A ¥x (Q(x) = =R(y.X)) ENEN)
(10) S(x,y) 4,9, (—E) (10) Jy (P(y) A Vx (Q(x) = =R(y.x))) 3,4-9, (3E)
(11) S(x,y) A =Q(y) 5, 10, (Al) [ (1) P(y) A ¥x (Q(x) = =R(y.x)) 10, 3E-PY
(12) 3y (S(x.y) A =Q(y) 11, @D r (12) P(x) A Q(x) 1, 3E-P*
(13) =y (S(xy) A =Q(¥)) 3,7,(=B) (13) P(x) 12, (AE)
(14) L 12,13, (LD (*Vi har hirlett P(x). Nu hérleder vi =Vy (P(y) — R(y,x)) genom indirekt
(15) Q(y) 5-14, (—E) hirledning, *)

— (OREY) —> Q) 4-15, (=0 (14) Yy (P(y) = R(y.x)) HP
(17) Yy (R(x,y) = Q(y)) 16, (V1) (15) P(y) = R(y.x) 14, (VE)
(18) P(x) = Yy (R(x,y) = Q(y)) 3-17, (=) (16) P(y) 11, (AE)
(19) Vx (P(x) = Vy (R(x,y) = Q(¥))) 18, (V1) (17) R(y.x) 15, 16, (—E)

(18) ¥x (Q(X) = —R(y.x)) 11, (AE)
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(19) Q(x) = —R(y.x) 18, (VE) 1e K = m K@ @
(1 R 19,20, (8) m+e) = m @KW
22) 1L 17,21, (L1 =  m EIxDOE)AKEX)
(23) =Vy (P(y) = R(y.x)) 14-22, (=D agM = m /le M(a)
(24) P(x) A =y (P(y) = R(y,X)) 13,23, (Al) = mAM@AK®
(25) 3x (P(x) A =Yy (P(y) = R(y,X))) 24, (31
(26) 3x (P(x) A =Vy (P(y) = R(y,x))) 1, 12-25, (3E) = mIME AKE)
27) 3x (P(x) A =Yy (P(y) = R(y.X))) 10, 11-26, (3E)
12-6.5

dvs det dr ovisst om alla, ndgra eller ingen av marinmalningarna ér vardefulla.

En annan mojlig tolkning &r
(1) Vx (T(x) = (V(x) & M(x)))

Dvs bland tavlorna dr marinmélningarna, och bara de, virdefulla.

Vi har

Vx (T(x) A =M(x) = —=V(x))
=S Vx (T(x) = (=M(x) = =V(x)) (*Exportation*)
3 Vx (T(x) = (V(x) = M(x))) (*Kontraposition*)

Dirfor giller (17”) = (1) men (1) 7& ).
Vi anvinder darfor tolkning (1) i (b) nedan. Om (1) r tillrdcklig, ar dven (1°°)

tillracklig.

(2) Ix (T(x) A =O(x) A V(x))
(3) ~Vx (M(x) = O(x))

Alltsa far vi formaliseringen:

(1) Vx (T(X) A =M(x) = —V(x))
(2) 3x (T(x) A =O(x) A V(x))
(3) =Vx (M(x) = O(x))

(b) Deduktion:

= m EM(@) - D(a)

= mEVx M(x) = D(x))
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(1) Vx (T(x) A =M(x) = =V(x)) P
(2) 3x (T(x) A =0(x) A V(X)) P
[ (3) Vx (M(x) = O(x)) HP
[M @) T(x) A =O(x) A V(x) 2,3E-P*

(5) T(x) A =M(x) = =V(x) 1, (VE)

(6) M(x) = O(x) 3, (VE)

(7) T(x) 4, (AE)

(8) =O(x) A V(x) 4, (AE)

(9) =O(x) 8, (AE)

(10) V(x) 8, (AE)

(11) =M(x) 6,9, (MTT) (SD 17)

(12) T(x) A =M(x) 7,11, (AD)

(13) =V(x) 5,12, (—E)
14) 1 10, 13, (L)
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1s)L 2,4-14, (E)
(16) =Vx (M(x) = O(x)) 3-15, (=I)

12-6.6

Al uttrycker att alla mottar minst en pil. Alternativt uttrycker Al att varje kolumn
innehéller minst ett ‘x’.

A2 uttrycker att P &r asymmetrisk.

A3 uttrycker att P dr transitiv.

(a) {Al, A2, A3} dr konsistent.
BEVIS:

Vi ska hitta en modell 772 sadan att
m Al A2, A3

Genom att experimentera med modeller med 1, 2, 3, ... element ser vi att M

maste innehélla odndligt manga element. I sidana fall later vi M vara en
mingd av tal, tex N, Z, Z,, Q, Q;, R, R,.

Laitm=M,P)=({0, 1,2,
For varjea € M gillera+ 1 >a.

= mEP@a+1,a)

= mE3yP(y,a)

= m }: Vx3y P(y, x)

m EAI

Eftersom > &r asymmetrisk och transitiv, géller

m EAZ
m EA}

(b) {Al, A2, A3} dr oberoende.

,>).

a b ¢
a X
b X
c X

Varje kolumn innehéller ett kryss

= m lg Al
Huvuddiagonalen ér tom och inget krysspar ligger symmetriskt kring
huvuddiagonalen

= m E A2

(a,b)e P = m EP@ab)
(bc)e P = m EP(be)
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= m EP(ab) AP(be) )
@oeP = mKPao @)
1) +(Q) = m }’P(a,b) A P(b,c) = P(ac)

= m f A3
Alternativ:

P(x,y7<:> x=y+]1

Al A3 FA2:
M=(M, P)=({a}, P)

dar P definieras genom

»

a

>

Eftersom kolumnen innehaller ett ‘x°,
A
Huvuddiagonalen innehéller ett ‘x” implicerar (se § 7.23, 5. 172)

3

&
9

Eftersom M bara innehéller ett element (se § 7.23, 5.172),
m gA

E

Alternativ:
M=N={0,1,2,...}
P(xy) & x>y

A2, A3 FAL
M=(M, P) = ({a}, @)

i%

Kolumnen saknar x
= m gAl
Eftersom P = &, blir forledena i A2 och A3 alltid falska. Dérfor blir A2 och
A3 sanna for alla val av x, y, z:
m EA2
m EA3
Alternativ:

M=N={0,1,2,...}
P(x,y) & x<y

170

12-6.7
Vi anvinder deduktion och visar
BLB2 |L
BEVIS:
(1) VxVy (R(x,y) = =R(y,x)) P
(2) Vx R(x,x) P
(3) R(x,x) 2, (VE)
4) Yy (R(x,y) = —R(y.x))) 1, (VE)
(5) R(x,x) = =R(x,X) 4, (VE)
(6) =R(x.x) 3,5,(—E)
(7L 3,6, (L)
12-6.8

Vi visar {C1, C2, C3} beroende genom att med deduktion visa
€2, C3 | VxVy (P(x,y) = P(x,X))
BEVIS:

(1) VxV¥y (P(x.y) = P(y.x)) P
(2) VxVyVz (P(x,y) A P(y,z) = P(x,2)) P
(3) P(xy) HP
(4) P(x,y) = P(y.x) 1,2 x (VE)
(5) Vz (P(x,y) A P(y,z) = P(x,2)) 2,2 x(VE)
(6) P(x,y) A P(y,x) = P(x,x) 5, (VE)
(7) P(y.x) 3,4,(=EF)
(8) P(x,y) A P(y,x) 3,7,(AD)
6,8, (—E)
(10) P(x,y) = P(x,x) 3-9, (=D
(11) VxVy P((x,y) = P(x,x)) 10,2 x (VI)
12-6.9
Vi ger forst ett informellt bevis for
x°z=y°z—ox=y
Antagx °z=y °z. Da
x°2)°z'=(y°2)°7" O
= x°@°z)=y°@°7) @ @y
= x%e=y°e 3) (A3
= x=y @ (A2
Al, A2, A3 |—VxVsz(x°y:y°z~>x:y)
BEVIS:
(1) VxVyVzx°(y°z)=(x°y)°z P
(2)Vxx°e=x P
B)Vxx°xl=¢ P
@ x°z=y°z HP
G)x°z°z ' =(x°z)°7" (Refl.)
6)(x°2)°7 " =(y°z)°7"! 4,5, (Subst.)
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(*Detta ar rad (1) i det informella beviset ovan. Vi ska nu m h a associativa
lagen Al forsoka fa fram rad (2) i det informella beviset.*)

(N VyVzx°(y°2)=(x"y)°z 1. (VE)

) VzVyx°(y°z)=(x°y)°z 7, (PD13)

(*Syftet med att dndra ordningen mellan kvantifikatorerna ar att undvika
konflikt med restriktionen pa (VE). Vi vill ha z pa y:s plats i

x °(y°z)=(x°y) °z Men anvinder vi (VE) pé (7) och sitter in z for y, far
viVzx°(z°z)=(x°z)°z Dvszirinte fri for y i
Vzx°(y°n)=(x°y)° %)

OVyx°(y°zh=@xy°z! 8, (VE)
10)x°(z°z ) =(x°z)°7"! 9, (VE)
Ax°@z°zh)=(y°z°z"! 6, 10, (Subst.)

(*Nu overensstammer VL i (11) med VL i (2) i det informella beviset. Nu
giller det att pa motsvarande sitt transformera HL i (11).%)
(12)u°(vew)=@u°v)°w 1,3 % (VE)

(13) VuVvWwu° (vew)=(u°v)°w 12,3 x (V1)

(*Syftet med variabelbytena mellan raderna (1) och (13) &r att undvika
konflikt med restriktionen pa (VE).*)

(14 Vwy°@z°w)=(y°2z)°w 13,2 x(VE)
(15)y°(z°z ) =(y°2)° 2" 14, (VE)
16)(y°z)°z =y°(@z°z 15, (PD2)
(17)x°(z°z’])=y°(z°z’1) 11, 16, (PD3)
(18)z°z'=e 3,(VE)
(19 x°e=y°e 17, 18, 2 x (Subst.)
(20)x°e=x 2, (VE)
@h)y°e=y 2,(VE)
22)x=y°e 19, 20, (Subst.)
23)x=y 21, 22, (Subst.)
24)x°z=y°z—ox=y 4-23, (-1)
25) VxVyVz (x°z=y°z—>x=Yy) 24,3 x (V1)

12-6.10

(a) Ix (x dr kvinna A x deltar i MG-loppet) =3 Ix (K(x) A D(x))

(b) Vx (x deltar i MG-loppet — x ér kvinna) & Vx (D(x) = K(x
Alternativ:
Vx (=K(x) = =D(x

(c) Vx (D(x) — x mottar ett pris) < Vx (D(x) = 3y (P(y) A M(X.y))

(d) Ixy (D) ADWAXxZYAVZ(D(z) > z=xVvZ=Y))

(e) Vx (D(x) A x dr snabbare 4n alla andra deltagare — x mottar ett pris

som dr finare n alla andra pris)
< Vx (D(x) A Vy (D(y) Ay #x = S(x,y)) = Jy (P(y) Ay dr
finare dn alla andra pris A M (x,y)))
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= Vx (D) A Yy (DY) Ay #x = S(x.y)) = Fy (P(y) A Vz (P(2)
Az#Y = F(y.2)) A M(X.y)))

12-6.11
Al:  S(p)
A2 G(p.m) A G(m,p)

Vi deducerar
Al A2 }3x (S(x) A G(x,m))

BEVIS:

1) S(p) P

(2) G(p,m) A G(m,p) p

(3) G(p,m) 2, (AE)
(4) S(p) A G(p,m) 1,3, (AD

(5) 3x (S(x) A G(x,m)) 4,3n

12-6.12
Vi hérleder en motségelse fran axiomet.
Ixx#x L
BEVIS:
() Ixx#x P
2)x#x 1,3E-P
(B)x=x (Refl)
[EANN 2,3, (LD
é)L 1,2-4, (3E)
12-6.13

Vi hérleder en motségelse fran axiomen C,, E|, E,, ... . Man ser litt att C, och E; ar
tillrédckliga for att hirleda L. C, uttrycker att det finns exakt tvd element (i
individomradet). E5 uttrycker att det finns minst tre element. De ar oférenliga.

C2,E3 }L
BEVIS:
() IXTyx2yAaVz(z=xVvz=Y)) P
(2)IxTyFz (X EYAXEZAY#2Z) P
B)IyxzyaVz(z=xvz=y)) 1,3E-P*
@) x#yaVz(z=xvz=Yy) 3,3E-PY
G)x#y 4, (AE)
6)Vz(z=xvz=Yy) 4, (AE)
(7)JuIyFz(uryAuzzAy#2) 2, (PDI11)
®)IyFz(uzryAruzrzAay#2) 7,3E-P"
Q) IVIZ(WEVAUEZAVEZ) 8, (PD11)
F(lO)Elz(u;EVAu;tZAv#z) 9, JE-P¥
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[ (IDu#vAau#zAv#z 10, 3E-P*

(12)uzv 11, (AE)
(I3)u#zAav#z 11, (AE)
(14)u#z 13, (AE)
(15)v#z 13, (AE)
(16)z=xvz=y 6, (VE)

(17 z=x HP

(18)u#x 14, 17, (Subst.)
(19 v#x 15, 17, (Subst.)
20)u=xvu=y 6, (VE)
Q2l)yv=xvv=y 6, (VE)
22)u=y 18, 20, Disj. Syll.
23)v=y 19, 21, Disj. Syll.
24)u=v 22,23, (Subst.)
(25) L 14,24, (LI)
(26)z#x 17-25, (=)

27 z=y 16, 26, Disj. Syll.
28)uzy 14,27, (Subst.)
29 vy 15,27, (Subst.)
(BOu=vvu=y 6, (VE)
@Bl)v=xvv=y 6, (VE)
(32)u=x 28, 30, Disj. Syll.
33)v=x 29, 31, Disj. Syll.
(B4)u=v 32,33, (Subst.)
(35) 1 12, 34, (1)

(36) L 10, 11-35, (3E)
3L 9, 10-36, (3E)
(38) L 7,8-37, (IE)
39 L 3,4-38 (3E)

@0y L 1,3-39, (3E)

12-6.14
Enligt Korollarium 12-4.19 ricker det att hitta en modell av var och en av Ty, T, T».

(a) T ar konsistent.
BEVIS:
T, ér helt enkelt predikatlogiken for L(T) = @. Dirfor ar varje modell for
L(T,) en modell av T,,. Lt
my=M,
ddr M # @ ér en godtycklig icke-tom mingd. D4
my kT,

(b) T, dr konsistent.
BEVIS:
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Innebdrden av E,| ér att det finns minst n element (i individomradet). For att
alla E ska vara sanna maste individomréadet innehalla odndligt manga
element. Lat

m, =M,
dir M, ér en godtycklig oéindlig méingd, tex M; =N={0,1,2, ...}.

(c) T, arkonsistent.
BEVIS:
Lat
nmy =My, a2, ..)=({1,2,3,..}, 1,2,...)
dvs. a, tolkas som beteckning pa heltalet n. Da

my kT,

12-6.15
T ér andligt axiomatiserbar = T ér axiomatiserbar med ett enda axiom.
BEVIS:
Antag att T dr axiomatiserbar med axiomen A, ..., A. Da fir vi en alternativ
axiomatisering med

A AA AL AA,
Som enda axiom. Ty fran axiomen Ay, ..., A, kan vi med (n — 1) tillimpningar av
(Al) hirleda Aj A ... AA, och fran A| A ... A A} kan vi genom upprepade
tillimpningar av (AE) hérleda A|, A,, ... och A . M a o ger de tva axiommingderna

{A, ..., A} och {A| A ... A A} upphov till samma miéngd av teorem, niamligen T.
12-6.16
(a)  Varje teorem i T dr teorem i T.

BEVIS:

Det ricker att visa

(1) L(Tp) € L(Ty);

(i) Varje axiom i T, 4r teorem i T;. Da kan namligen varje teorem i T,
bevisas i T.

Men L(T) = L(T;) = @ sd att (i) ar satisfierad. Eftersom

Axg= @ = Axy, dr ocksa (ii) uppfylld.

(b) Varje teorem i T ar teorem i T).
BEVIS:
Det ricker att visa
(i) L(T)) € L(Ty);
(ii) varje axiom i T dr teorem i T,.
Villkoret (i) &r uppfyllt, eftersom
L(T)) =@ < L(Ty).
E, ér axiom i T,. Betrakta delmiingden {a; # a i #jAi,j<n}avTys
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axiomméngd. For att alla dessa axiom ska vara sanna i en modell 72 for L(T,)
maste konstanterna ay, a,, ..., a, tolkas som beteckningar pa n parvis olika
element i M

a, a,, ..., 4,
Altsé innehaller varje modell 71 av T, minst n olika element. Inneborden av
E, dr att det finns minst n olika element (i individomradet). Alltsa &r E; sann i

varje modell 7 av T,. Enligt fullstindighetsteoremet 12-4.17 giller da

T, |-E“‘ dvs. varje axiom i T, dr teorem i T,, precis som villkoret (ii) kriver.
(*Lagg mirke till hur fullstindighetsteoremet underlittade beviset av
péstaendet (b). P g a fullstindighetsteoremet behdvde vi aldrig utféra den
invecklade deduktion som annars skulle behévas for att visa T, |- E,. %)

12-6.17
T, dr inte dndligt axiomatiserbar.
BEVIS:
Vi ger ett indirekt bevis. Antag att T, dr dndligt axiomatiserbar. Vi hirleder en
motsigelse (i metaspraket). Enligt vning 12-6.15 4r T, axiomatiserbar med ett enda
axiom A. Da
EpEp .o FA
Eftersom bara dndligt ménga axiom kan anvéndas i deduktionen, finns ett n s att
ELEy ... E, FA

Av inneborden av satserna E|, E,, ..., E, ser vi att
E, FELE, FEy . By FE
Dirfor
E, FA 1)
Eftersom A dr en axiomatisering av T}, kan varje Ey hdrledas frdn A, t ex
A FE. 2
Frén (1) och (2) foljer
Ey FEnn
Da enligt Teorem 12-4.17
En FEn ®

Léat m = M vara en modell med exakt n element. Da

mEE,  mFE,.,
sd att

E, }éEml
Som motsager (3).

12-6.18

T, ér inte dndligt axiomatiserbar.

BEVIS:

Antag att axiomet A axiomatiserar T, (se vning 12-6.15). Da
T, FA
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Eftersom bara dndligt ménga av axiomen a; # a; kan férekomma i deduktionen, s&
finns ett n s att
{azalizjaij<n} FA
Da
{azalizjaij<n} FA 1)
Men {a; # a; | i#j A1, j <n} har en modell med exakt n element, t ex.
m=M,ap, a,,..,a,..)=({1,2,..,n}, 1,2,..,n,1,1,...)
medan A bara har odndliga modeller. Darfor kan (1) inte gélla.

12-6.19

Lat L(T,) = {a,, ay, ...} dér varje a; &r en konstant. Lat T, ha axiomméngden
Ax; ={aj# g ‘ i#j}. Dd ar T, negationsfullstindig.

BEVIS:

Lat

m=M,aj,a,...)=(Z;, 1,2, ...)
Dam [T, saatt 7 ir en modell av T, och T, &r konsistent. Vi visar
1) mEAST, FA
Riktningen
2 T,tA=>mEA
Uttrycker att 72 dr en modell av T sa (2) 4r sann. Det dterstar att bevisa
for varje sats A
3) mEA=STFA
Vi kan anta att A dr pé prenex normalform. Lat forst A vara kvantifikatorfri. For det
fallet visar vi

@4 mEAST, FA

(5) mE-A=T, |-A

Beviset for (4) and (5) fors med induktion dver antalet konnektiv i A. Om A &r
atomdr, sd har A formen a; = a; eller formen a; = a; déiri # j.

m |= a; = a; och med hjilp av (Refl) far vi ocksa T, |— a; = a; sd att (4) dr verifierad.
Eftersom m%—‘a, = a; giiller ocksa (5). Antag nu att A dr a; = a; med i # . Eftersom
m fi=jsa giller ocksd m Fa = a; och (4) dr satisfierad. Férledet i (5) blir

m |=ﬁai = ajsom #r sann. Men —a; = a; dr att axiom i T, sé att T, |-ﬁai = a;. Dirfor ar

dven (5) korrekt, ndr A dr a; = a;.
Vi ser nu pa fallen dér A dr —B, (B A C), (B v C), (B — C) eller (B <> C).

Som induktionshypotes har vi

6 m EB=T,}B

(1 mE-B=T, }-B

®) mEC=T, FC

9 mE-C=>T, F-C

Lat A =—B. Da far vi

i i
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(10) mE-B=T, |-B
direkt fran (7). Antag m FﬁﬁB.
Dam /F —B och dérfor m F B. Av (6) foljer T, |- B. Dubbla negationen ger
T, }——B. Féljaktligen
(1) mE—B=T,}—B
(10) och (11) verifierar (4) och (5), nir A =—B.
Latnu A =(Bv C). Antagm FBvC.
Dam EBellerm [ C. 1 forsta fallet ger (6) att T, | B. (vI) ger T, FBv C. Pa
samma sitt far vi T, B v C fran m | C. Alltsé
(129 mEBvC=T, |BvC
Antagm F—(Bv C).Dam fBv Csiattm fBochm fC. Foljaktligen m | —B
ochm l=ﬁC. Genom (7) och (9) foljer T, |- —Boch T, |>ﬁC. (A) ger T, |-ﬁB A
—C, och De Morgans lag (SD 12) implicerar T, |>ﬁ(B v Q).
Alltsa har vi visat
(13) mE-BvCO)=T, F=(BvC)
som tillsammans med (12) visar (4) och (5), nir A = (B v C).
De ovriga fallen A= (B A C), A= (B — C) och A = (B ¢« C) dr analoga.
Vi har nu bevisat (4), och dirmed (3) ndr A &r kvantifikatorfri. Vi bevisar den
allmédnna formen av (3) med induktion 6ver antalet kvantifikatorer i A.
Lat A = 3x B(x). Av induktionshypotesen foljer forn=1,2, ...;
(14)  m EB(a,) =T, | B(a,)
Antag m |=3x B(x). Dam |=B(n) for nagot n. Eftersom a, =nim, si
m EB(a,). Av (14) foljer T, | B(a,) och sedan T, | 3x B(x) med (3I). Alltsa har vi
visat
m E3x B(x) = T, | 3x B(x)
Lat A = Vx B(x). Av induktionshypotesen foljer for n € Z+:
(15)  m EB(a,) =T, | B(a,)
Antag m F\‘/x B(x). Da
m EB(a,) forn=1,2,...
Av (15) foljer forn=1,2, ...
(16) T, |- B(ay)
Vilj bland foljdrelationerna i (16) ett p sa att a, inte forekommer i B(x). D&
(17) T, }B(ay)
Betrakta en fix deduktion av (17).
Lat
apFEA, By FE A
Vara samtliga axiom frén T,, som forekommer i deduktionen och i vilka a,,
forekommer. Lat S vara mangden av samtliga 6vriga axiom fran T, som anvinds som
oavslutade premisser i deduktionen. Da

(18) S,avatak], s By F |>B(av)
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Ersitt alla forekomster a;, i deduktionen med en ny variabel z som inte forckommer i
deduktionen. En inspektion av PD:s deduktionsregler visar att
S,z# Ay ZE A |— B(z)
Genom att varje forekomst av a, i deduktionen ersitts med z. Av deduktionsteoremet
10-6.2 foljer
S |—z¢ak| A /\z¢akm—>B(z)
Anvind (VI):
S |—Vz(z¢ak] A /\z¢akm—>B(z))
Eftersom S ¢ T,,
19 T, |>VZ (z:éak1 AoAZEY D B(z))
Konklusionen i (19) uttrycker att alla individer utom mgjligen Ay e A satisfierar
B(z). Men frén (16) far vi ocksa
(20) T, FBy), .. T2 FBay )
dvs. ay, Ay satisfierar ocksd B(z). Da foljer i T att alla individer satisfierar B(z),
dvs.
@1 T, }FVzB(2)
Det ldmnas som 6vning att visa hur man i PD kommer fran (19) och (20) till (21). Byt
bunden variabel i (21) med (PD 10):
T, | Vx B(x)
Darmed har vi visat
m EVxB(x)=T, | Vx B(x)
och vi kan konkludera
(1) mEAST, A
for varje sats A i L(T,). Eftersom for varje sats A giller att exakt en av A och —A ér

sann i M, foljer av (1) att T, dr negationsfullstindig.

ANMARKNING: Satsen i Ovning 12-6.19 kan ges ett mycket kortare och enklare
bevis; men det beviset forutsitter kunskaper i méngdteori utéver vad som finns i
Grundldggande logik. T ex maste man kinna till kardinaltal och till det uppétgéende
Lownheim-Skolem-teoremet.

T, dr negationsfullstandig.
l?EVIS:
Ovning 12-6.14 (c) visar att T, ar konsistent. Antag att det finns en sats A sa att
T, A, T, F-A 1)
Lat c vara ett 6verupprikneligt kardinaltal. Da finns tvé modeller
m;=Mj,a;,a,,...) och  mMy=(M,,by,b,,...)
av kardinalitet ¢ sa att
m KA, my F-A )
L&t M*, =M, —{a,, a5, ...}, M*, =M, — {b, b,, ...}.
Da dr M*, och M*, bada av kardinalitet c. Lat g: M*| — M*, vara en bijektion.
Definiera en bijektion
f:M; =M,
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fa,)=b, forn=1,2, ...
f(x) = g(x) for x e M*,
Da visar f att #2, och m, ér isomorfa, dvs 772, och 771, har samma form,
samma struktur. Sanningsdefinitionerna i Kapitel 8 visar att bara strukturen
hos en modell spelar nagon roll vid utrdkningen av en sats’ sanningsvirde i
modellen.
Dirfor
m, EA o my EA
Vilket dr oférenligt med (2).
Alltsa giller for varje sats A
T, FA eller T, }—A
Dvs T, dr negationsfullstéandig.

12-6.20

T, dr en fullstindig teori.

BEVIS:

Lat A vara en sats i L(T)):s sprak, och lat 72 = M vara en modell av T,. Da dr A en
sats i L(T,). Enligt Ovning 6.19 giller T, |- Aceller T, |-ﬁA.

Definiera

A*=A om T, }A

A*=—A om T, }-A
DaT, |—A*. Utvidga 1 till en modell m* = (M, dy, d,, ...) pa foljande sitt.

Eftersom Ey, E,, ... alla dr sanna i 772, & M oandlig. Vilj en delméngd
{dq; lie Z.} < M dir d;:na ér parvis olika. Da ar m* = (M, d|, d,, ...) en modell av T,
sdatt m* | A*.

Eftersom aj, a,, ... inte forekommer i A (och dirmed inte i A*), giller da
ocksa m |=A*. Men m var en godtycklig modell av T,. Alltsa har vi m I:A* for
varje modell 72 av T|. Av fullstandighetsteoremet 12-4.17 foljer T |—A*. Vi har med
andra ord visat

T, FA om T, }A

T, |-A om T, F-A
Eftersom T, dr negationsfullstiandig, dr ocksa T, negationsfullstandig.

12-6.21

(a) T har en modell.
BEVIS:
Lat

A, =Th(m)yu{0<c,1<c,...,n<c}
D4 har A, en modell
n,=(N,0,8,+.,<,¢)=(N,0,S,+, ., <,ntl)
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dvs 71, ér standardmodellen 72 for PA expanderad med tolkningen ¢ =n+ 1 av

PA* FR(0,1) > 0<1A1<2 @)

o . . P . " Eftersom
¢’. Det dr litt att verifiera att alla satser i A dr sanna i 17,,. Foljaktligen har PA |_0 <lal<2 3)
varje dndlig delmingd av A,‘T en modell. Enligt kompakthetsteoremet 12-4.20 far vi av (2) och (3)
har T en modell PA* I—R(O,l) 4)
_ . Lati(l) x=0,y=1,z=0:
m=(M.0,5,+,<,¢c) PA* FR(0,1) & 0<1A1<0 5)
Lat 0, 1,2, ... vara representanterna i 72 for taltecknen 0, 1, 2, ... . Eftersom Eftersom
0<c,1<c,2<c,...alladrsanna i m, ir ¢ storre dn samtliga 0, 1,2, ... . PA }-ﬁ(0<lA1<0) 6)
fér vi fran (5) och (6)
(b) Th(#1) har en modell med ett element som inte representerar ett naturligt tal. PA* FﬁR(O’]_) . . ™
BEVIS: Raderna (4) och (7) visar att PA* ér inkonsistent.
Lat
. N (b) Definiens ‘x <y Ay <z’ innehaller en fri variabel ‘z’som inte forekommer i
m*=M,0,8,+,,<) definiendum ‘R(x,y)’. Vi har brutit mot villkoret (IIT) i Regel 12-5.4 for
Dvs vi far m* fran m genom att ta bort tolkningen ¢ av c. definition av predikat.
Eftersom c inte forekommer i Th(7), s&
m* | Th(m) 12-6.25
Men elementet ¢ dr kvar i M och storre @n 0, 1, 2, ... . #1* dr alltsd en icke- VxVyVz (x *y=z¢>x<zAy<z) (1)
standardmodell av Th(#2). Eftersom Th(77) innehéller samtliga aritmetiska () Definition (1) leder till en inkonsistent teori PA*.
sannigar i L(PA), ser vi att inte ens samtliga aritmetiska sanningar ar BEVI? —0.y=0.2=1:
tillrdckliga for att entydigt bestimma de naturliga talens struktur. Lati (1) x=0,y=0,z=1:
PA* FO*0=1¢0<1A0<1 (2
Eftersom
12-6.22 PA FO<1AO<1 3)
PR . far vi av (2) och (3)
a x dr foralder till P2 F(x,y) v M(x,
(2) y (x.y) v M(x.y) PA* F0%0=1 @
(b) x dr fordlder = Ty (x ar fordlder till y) Lati (1) x=y=0,z=2
o Ty (Fky) v Mxy) PA* F0*0=2¢0<2A0<2  (5)
i i Di
. . PA F0<2A0<2 (6)
farfar till 3z (F(x,z) A F(z, .
(c) x ér farfar till y o z (F(x,z) A F(z,y)) fir vi fran (3) och (6)
. . PA F0*0=2 (7
(d) x dr farmor till y = 3z (M(x,z) A F(z,y)) (4) och (7) implicerar
PA* F1=2
12-6.23 Som motsiger
(a) X dr ett jamnt tal e Jdy x=y+y PA}-1¢2
. R B _ _ (b)  Villkoret i (V)i Regel 12-5.11 for definition av funktionssymboler kriver att
(b)  xdrett primtal e SO)<xAVy@Ezy-z=x->y=5(0)vy=x) for varje val av x och y i exemplet ska det finnas exakt ett (virde pa) z som
satisfierar definiens ‘x <z Ay <z’.
12-6.24 Beviset i (a) visar att for x =y = 0 finns det flera val av z som
e . - . satisfierar definiens ‘x <z A 'y < z’. I “definitionen” (1) har vi alltsd brutit mot
(a) Definition (1) leder till att PA* &r inkonsistent. villkoret (V).
BEVIS:
Lati
o v,xlviv,zz(R(x’Y) OX<YyAy<z) @) 12-6.26
YT @  Vy(e=yey=5(0)+5S(0)
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LOSNING: Anvind (Subst) pa (4) och (5):
Definitionen ér korrekt. Den definierar ¢ = 2. ) y=z
Anvind (=) pa (3) - (6) och sedan 3 x (V1) och vi har (2).
(b)  Vy(lc=yoy=y)
LOSNING: 12-6.29
Definitionen &r felaktig. Definiens ‘y =y’ satisfieras av varje tal i N. Vi har Bevisa pastdendena (2), (3), (4) och (6) i Exempel 12-5.15.
brutit mot en tydighetsvillkoret (V:2) i Regel 12-5.8 for definition av LOSNING:
konstanter. ?2) T |—VxVy (x°y=e—>y°x=e)
BEVIS:
(© Vylc=yoy#y) Antag
LOSNING: x°y=e (i)
Definitionen ér felaktig. Definiens ‘y #y’ satisfieras inte av nagot tal. Vi har Da
brutit mot existensvillkoret (V:1) i Regel 12-5.8. yo(x°y)=y°e (*genom (i)*)
“y (*B2%)
Tilldimpa associativitet (B1) pa VL:
126,27 °0°y=y (i)
(a) VXVyVz (x*y=z o x ty=x+2) Enligt (B3) finns z sé att
LOSNING: y°z=e (iii)
Definitionen dr korrekt. For varje x och y finns exakt ett z, ndmligen z =y, Multiplicera (ii) med z:
som satisfierar ‘x +y=x+2z’. ((y°x)°y)°z=y°z
Anvind (B1) pd VL:
(b)  VxVyVz(x*y-zerxozoy) Y (y°D)=y°z
LOSNING: Substituera y ° z = e enligt (iii):
Definitionen ar felaktig. (y°x)°e=e
For nagra val av x och y finns inget zsa attx - z=y. Tex omx =2 (B2) applicerat pd VL ger
ochy=1, finns inget zi N sd att 2 - z= 1. Har har vi forbrutit oss med . y°x=e .
existensvillkoret 12-5.11 (V:1). villket skulle bevisas.
o Forandrévalavxochyﬁnnsﬂe:ra“zs.aattx-z-:yAT.exomx:yZO, 3 T|—Vxx°e:e°x
farvio - z= 0forallaz=0,1,2,.... Hir ir inte entydighetsvillkoret 12-5.11 BEVIS:
(V:2) uppfyllt. Lat x vara given. Enligt (B3) finns y sa att
x°y=e (i)
Av (2) foljer da
12-6.28 yox=c (i)
() PA | ¥y y=S(S() Da
BEVIS: P
x°e =x°(y°x) (*enligt (ii)*)
S(S(x)) = S(S! Refl. 0l o .
gD 7S (Refl) oo (cenigt (BI)")
Iy y = S(S(0) =e°x (*enligt (1)*)
Anvind (VI): @) TFVxVyVz(x°y=eax®z=e—y=2)
Vx3dy y =S(S(x)) BEVIS:
Antag
?2) PA |- VxVyVz (y = S(S(x)) A z=S(S(x)) > y =2) X°y= .
y=e @
BEVIS: [ i
. x°z=e (ii)
Antag som premiss Da
(3)y =5(5(x)) Az =5(S(x)) y=y°e (*enligt (B2)*)
Anvind (AE): — YO (x *enligt (ii)*
PIAREAA =y°(x°2) (renligt (i)
(5) 2=S(5(%)) =(y°x)°z (*enligt (B1)¥)
=e°z (*enligt (i) och (2)*)
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=z°% (*enligt (3)*)
= (*enligt (B2)*)

6 T* pvxx°xl=e
BEVIS:
Lét x vara given. Enligt (B3) finns y sa att
xy=e @)
Det definierande axiomet for x~! dr
(S)Vx\‘/’y(x’] =yeox°y=e¢)

Av (5) och (i) foljer
x= y
som substituerad i (i) ger
x°x'=¢
12-6.30
Bevisa pastdendena (5) och (7) i Exempel 12-5.18.
LOSNING:
) FPIx)y) ¢ 32 (Pzy) A x)=2)
BEVIS:
r (D P(f(x), y) HP
(2) fix) = f(x) (Refl.)
(3) P(fx).y) A f(x) = f(x) 1,2, (AD
(4) 3z (P(zy) A f(x) = 2) 3,(3n
(5) P(f(x),y) = 3z (P(z,y) A f(x) =2) 1-4, (=0
(6) 3z (P(z,y) A f(x) =2) HP
— (D Py Af(x)=2 6, JE-P*
®) P(zy) 7, (AE)
O fx)=z 7, (AE)
(10) P(f(x),y) 8,9, (Subst.)
(11) P(f(x).y) 6,7-10, (3E)

(12) 3z (P(z.y) A f(x) = 2) = P(f(x),y) 6-11, (=)

(13) P(f(x),y) « 3z (P(z,y) A f(x) = 2) 5,12, (0)
(N T* FPEX)Y) © 32 (Py) A AR.2)

BEVIS:

Anvind (5) och
(6) T* Ff(x) =27 > A(x,2)
och substitutionsprincipen for ekvivalenta fomler.

12-6.31
Med referens till Exempel 12-5.15, 14t
A*: Yxx°x'=e

(a) Omforma A* till en sats A i L(T) sadan att

T har axiomen

Bl:  VxVyVz x°(y°2)=(x°y)°z
B2:  Vx x°e=x

B3: Vxdy x°y=e

T* har det definierande axiomet

B4: VxVy(x’l=y<—>x°y=e)

Med predikatlogik far vi som i Ovning 6.30

|—x°x":eHﬂz(x°z:eAx’|:z) (1)
Av (B4) genom 2 x (VE):

T* |-x’1:Z<—>x°z:e 2)
Substituera (2) i (1):

T* fx°x'=ecIz(x°z=¢) 3)

Lat
A: VxJz x°z=¢
Da giller enligt (3) (Jfr (PD25)):
T* |-Vx x°x'=ee VxIz x°z=¢
dvs
T* FA* & A

(b) Tl-VxElz x°z=e
BEVIS:
Detta foljer omedelbart fran (B3) genom att substituera z fér den bundna
variabeln y.

T* FA* & A
LOSNING:
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Kapitel 13: Lésningar =3 Vx (P(x) = R(x)) A Vx (Q(x) = R(x)) (PK17)
Avsnitt 13-2 R(x) ¢ P(x)
R(x) < Q(x)
1327 M) Vx(P() - (Qx) > REX))
(@  VxVyVz (P(x,y) Ay =z — P(x,2)) o Vx(P(x) A Q(X) — R(x)) (SE30)
() VxVy R(y) > P(xy) v Q@) R(x) « P(x), Q(x)
(€0 0=1A1=2A2=3-0=2v0=3
) VxVy—(P(x,y) A P(y,x)) (0)  Vx(P(x) AJy Q(y.x) = R(x))
(€ VyO=zy o Vx @@y (PX) A Qy.x) = R(X)) (PK28)
O Vx(P(x) v Q(x)) o VxVy (P(x) A Q(y.x) = R(x)) (PK31)
(®  VxVyR(x(f(x).y) R(x) « P(x), Q(y,X)
(a), (d), (e), (g) dr Hornklausuler.
13-2.8
(a) X<z« X<y, y<z
(b)  y=xex=y
(©)  Jx), UX) < T(x)
(d) x=1,x=2,x=3«¢
(e) 0<1«
0  0<x«
(® «R@b)
() < REy)
i) < PX),Qkx.a)
[)] VxVy (=P(x,y) v =P(y.x)) & VxVy —(P(x,y) A P(y,x))  (*De Morgan*)
< P(xy), P(y.x)
&) Pfx)
P(f(x),x) «
O Vx(P(x) > Q(x) ARX))
o VX ((PK) = QX)) A (P(x) = R(X)) (SE31)
= Vx (P(x) = Q(x)) A Vx (P(x) = R(x)) (PK17)
Q(x) « P(x)
R(x) ¢ P(x)
(m)  Vx (P(x) v Q(x) > R(x))
&YX ((PR) = R(X)) A (Q(X) = R(x)) (SE32)
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Avsnit 13-3 LOSNING:
(@)  PNF:
= Vx (Jy P(x,y) = 3z Q(x,z)) (PK5)
13-3.1 = VxVy (P(x,y) = 3z Q(x,2)) (PK31)
(a) 3)5 (P(x) A Q(x) = VxVy3z (P(x,y) = Q(x,z)) (PK30)
LOSNING:
s P@) A Qa (ii) Skolemform:
VxVy (P(x,y) = Q(x.{(x.y)))
(b) Ix P(x) A 3y Q(y) - YV (P(X.y) = Q(x.f(x.y
LOSNING:
@) PNF: (&  Vx(@yP(xy) v3yQxy)
e K (PE)AIYQY) (PK28) LOSNING:
o IxIy (PK) A QY)) (PK28) (i)  PNF:
= Vx 3y P(xy) v 3z Q(x,2)) (PK5)
(i)  Skolemform: o Vx3y (P(x,y) v 3z Q(x,2)) (PK29%)
Jy (P(a) A Q(y)) o VxIydz (P.y) v Q(x,2) (PK29)
P(a) A Q(b)
= P(a) A Q(b (ii) Skolemform:
Vx3z (P(x,f(x)) v Q(x,2))
(©  3Ix (P) A—Fy Qx.y) Vx (P(x,f(x)) v Q(x,g(x))
LOSNING: = VX (P(xf(x)) v Q(x.g(x
@) PNF:
o I (PX) A Vy —Q(xy)) (PK16) () VxVy (R(x,y) = R(y.x))
o Iy (PE) A —QxY) (PK25) LOSNING:
Satsen r pa Skolemform.
(i) Skolemform: £ YxVy R(xy) = R(y.X
Vy (P(2) A —Q(a.y))
=~ Yy (P(a) A =Q(a.y))
13-3.2
(d) Ix3y (P(x,y) A Vz (P(x,2) — P(y,2))) Exempel:
LOSNING: ()3Ix x=x&a=a
@) PNF: (*Bada satserna ar logiskt sanna.*)
= IxIyVz (P(x,y) A (P(x,2) = P(y,2))) (PK24) )X x#zxeb#b
(3) (*Bada satserna ar logiskt falska.*)
(ii)  Skolemform:
Jyvz (P(ay) A P(a,z) = P(y,2)))
Vz (P(a,b) A (P(a,z) — P(b,2))) 1333
.Yz (P(ab) A P(a,z) — P(b.2))) (@) VxVy (P(x) & —=Q(y)
LOSNING:
(e) Vx (J(x) = Jy x=2y) Satsen &r pa Skolemform.
LOSNING: KNF:
(i)  PNF: Px) QW) |P(x) < —Q(y)
< VxIy (J(x) = x =2y) S S F| F KNF
N F S| S
(ii) Skolemform: F S S| F
Vx (J(x) = x =2 f(x)) F F F| S KNF
SYX (JE) = x =2 f(x
(P(x) © =Q(y)) & (=Px) v =Q(¥)) A (P(x) v Q(¥))
0 Vx@yPky) -3y Qkx.y) <= (PX) A Q(Y) A (P(x) v QY) (De Morgan)
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(A>B)5Ce —A->B)vC (SE18)
Klausulform: = (AA=B)vC (SE19)
« P(x), Q(y) o (AVO)A(-BvC) (Distr. lag)
P(x), Q(y) « o (AvOAB-oC) (SEIS)
(b)  Vx(P(x)vQ(x) > VyR(xy) (K18) AA(B—C)—»D & (A->BvD)A(AAC—D)
LOSNING: BEVIS:
(i)  PNF: (AAB->C)—>D & A->(B—-C)—-D) (SE30)
e VX (PK) v Q(X) = 3y —R(xy) (PK15) o  A>BVDA(C-oHD) (K17)
< VxIy (P(x) v Q(x) = —R(x,y)) (PK30) o  (A->BVvD)A(A—(C—D)) (SE31)
- &  (A>BVvD)A(AAC—D) (SE30)
(ii)  Skolemform:
Vx (P(x) v Q(x) = —R(x,f(x))) (K19) AABvC)»D & (AAB-SD)A(AAC—D)
BEVIS:
(iii)  KNF: AABVCO)—>D & AA(-B-oC)-D (SE13)
Px) Q) Rx(f(x) | PX) v QX = —Rxf(x) &  (A—>-BvD)A(AAC)—D) (K18)
S S S S F|F o (A>B-oD)A(AAC—HD)  (SEIS)
5 s F S 5 & (AAB-SD)A(AAC—D) (SE30)
S F S S F |F
S F F S S IS
F S S STFIE 1335
F S F S S (S
@ P-0Q
£ E i E 2 g LOSNING:
Q«P
P(X) v Q) = —R(f(x)) & ® Poo
(—=P(x) v =Q(x) v —R(x,f(x))) A LOSNING:
(=P(x) v Q) v —REA)) A SP>QYAQoP K2
(P(x) v =Q(x) v —R(x,{(x))) ( Qr@ ) )
Q«P
(iv)  Klausulform: P<Q
« P(x), Q(x), R(x,f(x))
Q(x) < P(x), R(x,f(x)) (© —PvQ
P(x) < Q(x), R(x,f(x)) LOSNING:
<P->Q (K1)
13-3.4 Q&P
(K14) AA-B>C&A—->BvC
BEVIS: d  —(PAQ)
AA—-B5C & A—(=B->0C) (SE30) LOSNING:
= A—->BvC (SE13) Vi kdnner igen Form 21 § 2.25.
«~P,Q
(K15) A>—BvC & AAB—oC
BEVIS: (e —Pr-—Q
A—--BvC & AAr—B-=C (K14) LOSNING:
& AAB-C (SEl) ©-PAQ (K3)
(K17) A>B)»Ce (AvCO)A(B-o0) <P
BEVIS: Qe
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P,R «

®  =Pv-Q
LOSNING: @ @PAQVRAS)
< (P AQ) (De Morgan) LOSNING:
» S(PAQVR)A((PAQ)VS) (Distr. lag)
<PQ SPVRAQVRIAMPVS)A(QVS) (Distr. lag)
@ —PvQ P,R«
LOSNING: Q R«
< —PA-Q (De Morgan) P,S «
«P Q S«
«<Q
(n) P—>QAR
LOSNING:
® looe 7P S(P-QAP-R) K12)
SP->QAQA—-P (K6) Q«P
QerP R«P
Q«
(0) PvQ—->R
P LOSNING:
@) P -Q < P->R)A(Q—=R)
LOSNING: R«P
SP->-QA(=Q—P) (K2) Re<Q
S -(PAQA(—Q—P) (K6)
S—(PAQAQVP) (K10) ®» PvQ—o—-RAS
P LOSNING:
‘_P'Q &P >-RAS)A(Q—>—RAS) (K13)
QPe SPo-RAPoSAQ>-RAQ=S)  (KI2)
0 Po-QArPoQ S—PARAPSS)A=QARAQ=S) (K9
LOSNING: «—P,R
S =PAQAP Q) (K9) S« P
& -PAQAPVQ) (K10) «~Q,R
«P,Q S<Q
P,Q« () P A —-Q—>R
LOSNING:
® foggl)af(PAR) &P5QVR (K14)
©PAQVR) (K7) QReP
P
(r) Pv—-QVR
QRe LOSNING:
< -QvPVR (SE3)
O Ili(;s(gnilg) ©Q—PVR (K1)
S PVvQAPVR) (K8) P,R<Q
PQe () P—o(-QVR)
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LOSNING: SPo>RAQVRA-S) (SE2)
SPAQSR (K15) &P SRAQV=S) (Distr. lag)
SP->RAP->QVS) (K12)
RePQ (PR AP -SvQ) (SE3)
SP->RAP>(S—>Q) (K1)
© Ili(;;l&?ﬁ(‘: R ©P>RAPASSQ) (K16)
©P—->-(QAR) (De Morgan) R«P
&P AQAR) (K9) Q«P,S
<P, QR
13-3.6
@ Losmig Y @ VY (Pe) © Q)
i QuRn @y (- ey PO PR 0RO ) (D)
SE2QVRIAF=QVS K2 S -2 A QYD A(-QW) - P()  (K9)
QR«P <= (Px) A Q(y) A (Qy) v P(x) (K10)
Q. S«P « P(x), Q(y)
Q(y), P(x) «
) P> (Q—>R) (*som, bortsett fran ordningen mellan Q(y) och P(x), 4r identisk med
LOSNING: 16sningen i 3.3 (a).*)
©PAQ-R (K16)
(®)  Vx(P(x) Vv Q(x) = =VyR(x,y))
R« P,Q LOSNING:
P R (i) PNF:
W) (L O&?&g o Vx(PM)vQX —3y—Rkxy)  (PKI5)
& (PVR) '/\ Q>R K17) o Vx3y (P(x) v Q(x) > —R(x,y)) (PK30)
P,R « (i1) Skolemform:
R«Q Vx (P(x) v Q(x) = —R(x.f(x)))
(x) PAQ—>R)—>S (iii)  Klausulform:
LOSNING: (P(x) v Q(x) = =R(x,{(x)))
SP->QVS)A(PAR—S) (K18) < (PX) = =REx1x) A (QE) = —R(x,f(x))) (K13)
=3 =(P(x) A R(X,f(x)) A =(Q(x) A R(X,f(x)))  (K9)
Q,S«P
S«P,R « P(x), R(x,f(x))
« Q(x), R(x,f(x))
y) PAQVR) =S (*som &r enklare @n 16sningen i 3.3 (b). De tvé 16sningarna kan visas vara
LOSNING: logiskt ekvivalenta.*)
S(PAQ—=S)A(PARS) (K19)
S«P,Q 13-3.7
S«P,R (a) Alla pojkar i byn spelar ishockey eller bandy.
LOSNING:
(z) PA(Q—>—-R)>RA=S @) Formalisering:
LOSNING: ¥x (P(x) = I(x) v B(x))
SPA-(QAR)>RAS (K9)
<SP QAR VRASS) (K14) (ii) Klausulform:
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(b)

1(x), B(x) < P(x)

Alla kvinnor jag kédnner dr vackra och begévade.
LOSNING:
(i) Formalisering:

Vx (K(x) = V(x) A B(x))

(i)  Klausulform:

Inte varje man som dger en asna slar den.
LOSNING:
—VxVy (M(x) A A(y) A A(x,y) = S(x,y))

(ii) PNF och Skolemform:
= IxTy (M(x) A A(y) A A(x,y) A =S(x,y))
M(a) A A(b) A A(a,b) A =S(a,b)

(K(x) = V(x)) A (K(x) = B(x)) (K12) (i)  Klausulform:
M(a) «
B < Ko A
Aa,b) «
(c) Den som har pengar eller kontakter klarar sig alltid. < S(ab)
LOSNING: N o L
) Formalisering: (2) Ingen kan t?]asa och ha mj6l i munnen samtidigt.
Vx (P(x) v K(x) = L(x)) L_OSNING, o
(i) Formalisering:
(ii)  Klausulform: —3x (B(x) A M(x))
(P(x) v K(x) = L(x)) .
h Skol. :
o PEO-oSLE)AKKSLE)  (KI3) (i) g’g;’: ® (Z)GZ?{’/’[”(':))
L(x) « P(x)
L(x) « K(x) (i)  Klausulform:
«— B(x), M(x)
(d)  Endast den, som har pengar eller kontakter, klarar sig.
LOSNING: (h) Kaj r nojd, om alla hans elever kan logik.
@) Formalisering: LOSNING:
Vx (L(x) = P(x) v K(x)) (i) Formalisering:
= Alla Kajs elever kan logik — N(k)
(i)  Klausulform: = Vx (E(x,k) = K(x)) = N(k)
P(x), K(x) « L(x)
(i) PNF och Skolemform:
(e)  Varje man dger en dsna. < I ((E(x.k) — K(x)) = N(k) (PK27)
LOSNING: (E(e.k) = K(e)) = N(k)
(i) Formalisering:
= Vx (M(x) — x éger en dsna) (i)  Klausulform:
e VxME) = Iy Ay) A ARy) < (Eek) VNK) A KE) > NK)  (K17)
(i)  PNF och Skolemform: E(e,k), N(k)
o Vxdy (M) - A A Axy) Nl =K@
(M) = A(f) 4 AG.R)) (i) En logiklérare dr nojd, om alla hans elever kan logik.
Gty Klausulform: E?SNH;S;M isering:
(M(x) = A(f(x)) A Ax,f(x))) : ) .
P o Vx (L(x)  alla x:s elever kan logik — N(x))
o (M(x) = A(f(x))) A (M(x) = A(x,f(x))) (K12) - Vx (L) A Yy (E(y%) = K()) = N()
Af(x))  M(x)
A(x,f(x)) &« M(x) (ii) PNF och Skolemform:
< Vx(Yy (LK) A (E(y.x) = K(y)) = N(x)
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< Vx3y (LK) A (E(y.x) = K(y)) = N(x)
Vx (L) A (B(g(x):%) = K(2() - N(x) Klausulform:
T(x.y) ¢ S(x,2), F(zy)
(iii)  Klausulform:
L(x) A (E(g(x),x) = K(g(x))) = N(x) Saledes ger definitionen upphov till foljande klausuler:
(L) = B(g(x)x) v Nx) A (L(x) A K(gx) =N(x)) (K18) S(x,f(x,y)) < T(x.y)
E(g(x).x), N(x) = L(x) F(f(x.y).y) < T(x,y)
N(x) « L(x), K(g(x)) T(x,y) < S(x,2), F(z,y)
(*Alla tre klausuler &r Hornklausuler. Bara den tredje klausulen skulle tas
[6) Antingen vinner landslaget och kvalificerar sig till VM eller ocksa far med i ett PROLOG-program.*)
forbundskaptenen avga.
LOSNING: (b)  Skriv
@) Formalisering: Vx (J(x) <> Jy x =2y)
V() AK(1) v A(k) pa klausulform
LOSNING:
(ii) Klausulform: S Vx ((J(x) = Ty x =2y) A Ty x =2y = J(x)) (K2)
V() v Ak) A (KD v A(k)) (Distr. lag) & Vx (Jx) - Jyx=2y) AVx @y x =2y - J(x)) (K22)
V), Akk) 1:a konjunktionsledet:
K1), A(k) « PNF:
VxIy (J(x) > x =2y) (PK30)
1338 Skolemform:
(a) Skriv Vx (J(x) = x = 2g(x))
VxVy (T(x,y) <> 3z (S(x,2) A F(z,y)))
pélklausullbrm. Klausulform:
LOSNING: x=20(x) < J()
e VxVy (T(x,y) = 3z (S(x,2) A F(2,y))) A 3z (S(x,2) A F(z)y))
- T(x,y)) (K2) 2:a konjunktionsledet:
=S VxVy (T(x,y) = 3z (S(x,2) A F(z,y))) A VxVy (3z (S(x,2) A F(z,y)) PNF:
- T(x,y)) (K22) VxVy (x =2y = J(x)) (PK31)
Vi behandlar varje konjuktionsled for sig. Klausulform:
1:a konjunktionsledet: I(x) <—‘x =2y
PNF:
VxVydz (T(x,y) = S(x,2) A F(z,y)) (PK30) Totalt ger definitionen upphov till klausulerna:
X =2g(x) « J(x)
Skolemform: J(x) « x =2y
VXV (T(x,y) = S(f(x.y)) A F(f(x,y).y))
(c) Skriv

Klausulform:

(T(x,y) = S(x.f(x,y)) A F(f(x.y),y))

e (Ty) = Sy A (Ty) = F(fxy)y)  (K12)
S(x.f(x,y)) < T(x.y)

F(f(x.y).y) < T(x.y)

2:a konjunktionsledet:

PNF:
VxVyVz (S(x,2) A F(z,y) = T(x,y)) (PK31)
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Vx (P(x) & VyVz(y-z=x > y=xVz=X))
pa klausulform.
LOSNING:

S Vx((P(x) > VyVz(y-z=x > y=xVzZ=X))
A(VyVz(y-z=x > y=xvz=Xx)—P(X))) (K2)
& VX (P(x) > VyVz(y-z=Xx > y=XVzZ=X))
AVX(VyVz(y-z=x—>y=xvz=x)—>PKx) (K22)
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1:a konjunktionsledet:
PNF:

VxVyVy(P(x) > (y-z=Xx > y=XVz=X))

Klausulform:
Px)=>(y-z=x—=>y=xvz=X))
S PE)AYy - z=XD>y=XVzZ=X) (K16)

y=X,z=X<P(x),y - z=x

2:a konjunktionsledet:
PNF:

VxIydz ((y-z=x - y=xVvz=Xx) > Px))

Skolemform:
Vx3z (f(x) - z=x - f(x) =x v z=x) - P(x))
Vx ((f(x) - g(x) = x = f{x) =x v g(x) = x) = P(x))

Klausulform:

(f(x) - g(x) = x = f(x) =x v g(x) =x) = P(x))

© (f(x) - g(x) =x v PX)) A (f(x) =x v g(x) =x = P(X)) (K17)
& (f(x) - g(x) =x v P(x)) A (f(x) =x = P(x)) A (g(x) =x = P(x)) (KI13)

f(x) - g(x) =X, P(x)
P(x) « f(x) =x
P(x) « g(x) =x

Totalt ger definitionen upphov till klausulerna
Y=X,2=X<P(x),y-z=x

f(x) - g(x) =x, P(x)

P(x) « f(x)=x

P(x) < g(x) =x

13-3.9

(a) Formalisera pa standardform:
Varje vuxen manniska &r antingen en man eller en kvinna.
LOSNING:
Vx (V(x) A A(x) = M(x) v K(x))

(c) Pa klausulform
LOSNING:
M(x), K(x) ¢ V(x), Ax)

(d) Omforma till Hornklausulform med negativa predikat.
LOSNING:
(V(x) A A(x) > M(x) v K(x))

S (V) AAX) A-M3x) > Kx) (1) (K14)
Introducera det negativa predikatet

I(x):  xé&rinte en man

Da kan (1) uttryckas som

V(x) A Ax) A I(x) = K(x)

Med Hornklausulen

K(x) < V(x), A(x), I(x)

13-3.10

Uttryck pa klausulform

Al: VxVy (R(x,y) = —R(y,X))
A2:  Vx3JyR(x,y)

A3: Vydx R(x,y)

LOSNING:

Skolemform:

Al: VxVy (R(X,y) = —=R(y,X))
A2: VxR(x,f(x))

A3 VyR(g(y)y)

Klausulform:

Al: (R(xy) = —R(y.x)) © —(R(x,y) A R(y,X)) (K9)
A2: R(x,f(x))

A3 R(g(Y),y)

< R(xy), R(y.x)

R(x,f(x)) «

R(gy)y) <

13-3.11

1) Ix(PE) A QX))

@) I (Px)A VY (Q(y) = =Ry

() I (PX) A=Yy (P(y) = R(xy))

Skriv {(1), (2), =(3)} pé klausulform.

LOSNING:

PNF:

M: I (PX) A Q(x)

(2): Iy (PX) A (QY) = —R(x.y))

—(3): —3x (P(x) A =¥y (P(y) > R(x.Y)))
< VX =(P(x) A =Vy (P(y) = R(x.y))) (PK16)

& Vx (P(x) = Vy (P(y) = R(x,y))) (SE17)
& VxVy (P(x) = (P(y) = R(x,Y)) (PK26)
Skolemform:

(1) P(a) A Q(a)
(2): Yy (P(b) A (Q(y) > —R(b.y)))
—(3): VxV¥y (P(x) = (P(y) = R(x.y)))

Ekvivalenstransformationer:
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M: P(a) AQ(a) Avsnitt 13-5
(2): P(b) A (Qy) = —R(b.y))
< P(b) A =~(Q(y) A R(b.y)) (K9)
=(3): (P(x) = (P(y) = R(x.y))) (‘:‘)'5-1 P FEv o
< (P(x) AP(y) > R(x,y)) (K16) BEVIS,
Klausulform: 0] Klausulform:
P(a) « P ger klausulen
Q(a) « ()P«
P(b) « - (PvQ) & —-PA-Q (De Morgan)
< Q(y), R(b,y) ger klausulerna
R(x.y) < P(x), P(y) (@) <P
3)<Q
13-3.12 () Deduktion:
Skriv pd klausulform ()P« P
Vx 3y x =2y — 3z3v (P(z) AP(V) AXx=2+V)) (2) P P
LOSNING: 3)«Q P
PNF: 4) « 1, 2, Resolution
VxVy3z3av (x =2y - P(z) AP(V) AX=2z+V) (PK31, PK30)
(b PVQP-RQ—-R}R (VE)
Skolemform: BEVIS:
VxVydv (x =2y — P(f(x,y)) A P(v) A x = f(X,y) + V) 0] Klaux.ulform:
VxVy (x =2y — P(f(x,y)) A P(g(x,y)) A x = f(x,y) + g(x,y)) Premisserna ger klausulerna
(1)P,Q «
Ekvivalenstransformationer: 2)R«P
(x =2y = P(f(x,)) A P(g(x.y)) A x = f(x,y) + g(x,y)) B)R<Q
© (x=2y > P(f(x,y)) A (x =2y = P(g(x,y)) A (x =2y = x =f(x,y) + g(x,y)) (K12) —R ger
4) <R
Klausulform:
P(f(x,y)) <~ x =2y ()  Deduktion:
P(g(x,y)) & x =2y (HP,Q« P
x=1(xy) + g(xy) e x=2y QR«P P
B)R<Q P
4) <R P
S)«P 2, 4, Resol
6)Q« 1, 5, Resol
(MR« 3, 6, Resol
8) < 4,7, Resol
13-5.2
@ PP-QIQ
BEVIS:
03} Klausulform:
(1) P«
@ QP
—Q ger
(3)«<Q
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(I)  Deduktion:

1)) Klausulform:

(P« P (H)R«P,Q
2)Q«rp P (P> (Q—->R)PA=(Q—-R) (K6)
(3)<Q P <PAQA—R (K6)
“4) <P 2, 3, Resol (2) P«
(5) « 1, 4, Resol 3)Q«
4) <R
b P->QQ->R}FPoR
BEVIS: (I)  Deduktion:
@ Klausulform: (H)R«P,Q P
QP (2)P P
2R<Q 3)Q« P
—(P—->R)&PA-R 4) <R P
ger (5)<P.Q 1, 4, Resol.
B) P« 6)«<Q 2,5, Resol.
4) <R (7) « 3, 6, Resol.
(I)  Deduktion: (e) P->Q,Q—>R, —R |__\p
1HQ«P P BEVIS:
2)R«<Q P @ Klausulform:
B)P P 1) Q«P
4) <R P 2 R<Q
(5)«<Q 2,4, Resol. () <R
6) <P 1,5, Resol ——P &P
(7) « 3, 6, Resol 4) P«
() P->@Q-R}FQ=>®-R) ()  Deduktion:
BEVIS: 1)QeP P
@O Klausulform: 2)R<Q P
P>(Q—->R)oPAQ—-R (K16) 3)«R P
(DR«P,Q 4P« P
-(Q—=>((®P->R)= QAP -R) (K6) 5)«<Q 2,3, Resol.
S QAPA-R (K6) 6) <P 1,5, Resol.
2)Q« (7) « 4, 6, Resol.
()P«
4) <R ® PoQARS—-HQRASEP
BEVIS:
(I Deduktion: ) Klausulform:
()R« P,Q P PoQARS(P->QAR)A(QARSP) (K2)
2)Q« P SP>QAP>RAQARSP) (K12)
(3)P P QP
4) <R P (2)R«P
(5)<P,Q 1, 4, Resol. (3)P<Q,R
6)«P 2,5, Resol Dessutom
(7) « 3, 6, Resol @) Q«S
5) R
(d PAQ-RFP->(@Q—R) 6) S«
BEVIS: —P ger
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(7) «P (*Premisserna och deduktionerna i (a) och (b) dr identiska. Fran
klausullogikens perspektiv ér det ingen skillnad mellan Disjunktiva
()  Deduktion: Syllogismen i (a) och De Morgan-formeln i (b).*)
1)QeP P
) R«P P () P—-QR—SFPVR-QVS
3)P«Q,R P BEVIS:
QS P I Klausulform:
(5)R P (1) QP
(6)S P @S«<R
(7)< P P —(PVR—->QVvS)&(PVR)A=(QVS) (K6)
(8) QR 3,7, Resol. ® (PvRA-QA=S (K5)
9)«S,R 4,8, Resol. (3)P,R«
(10) « R 6,9, Resol. 4 «<Q
(11) « 5, 10, Resol. () «s
(II)  Deduktion:
13-53 1HQ«P p
(@ PvQ,—P}Q (2)S <R P
BEVIS: (3)P,R« P
)} Klausulform: 4 «<Q P
M P.Qe 5) S P
(2) <P 6) <R 2,5, Resol.
—Q ger (7P« 3, 6, Resol
3)«<Q 8)Q« 1,7, Resol
9) « 4, 8, Resol.
(I)  Deduktion:
()P, Q « P (d P-QQ->S}FPvQ—oQAS
)P P BEVIS:
3)<Q P @ Klausulform:
4P 1, 3, Resol. (HQ«P
(5) « 2,4, Resol. 2)8«Q
—“(PvQ—-QAS)ePvQ A=(QAS) (K6)
b —PA-Q }F=(PvQ) (3)P,Q«
BEVIS: 4 «<Q,S
()] Klausulform:
(1) <P (Il)  Deduktion:
2)«<Q (H)Q«P P
3)P,Q« 2)S«<Q P
(B)P,Q« P
()  Deduktion: 4 «<Q,S P
(<P P 5)Q,Q« 1, 3, Resol.
2)«<Q P 6)Q « 5, Kontraktion
(B)P,Q« P (7S « 2, 6, Resol.
4P« 2, 3, Resol ®)«S 4, 6, Resol
(5) « 1, 4, Resol ) « 7, 8, Resol.
() P->@Q-R }FP->Q—>P->R)
BEVIS:
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(0] Klausulform: 3)Q« P
P>(Q—->R)oPAQ—>R (K16) 4)«R P
(I)R«P,Q 5)«Q 2,4, Resol.
—(P->Q—->P->R)eP—->QA-(P—->R) (Kb6) (6) < 3, 5, Resol.

& P->QAPA-R (K6)
2)Q«P (h) (P—-Q —=RF-P-R
()P BEVIS:
4) <R [0y} Klausulform:
P->Q—->Re(PVR)A(Q—-R) (K17)
(I)  Deduktion: (1) P,R «
()R«P,Q P 2)R«<Q
2)Q«pP P —(=P > R) & —-PA—R (K6)
B)P« P (3)«P
4) <R P (4 <R
(5)«P,Q 1, 4, Resol.
(6) <P, P 2,5, Resol. (Il)  Deduktion:
(7)< P 3, 6, Resol. (PR« P
(8) « 3,7, Resol 2R<Q P
3)«P P
0) b —(P <> —P) 4 <R P

BEVIS: (B5)P« 1, 4, Resol.

() Klausulform: (6) « 3, 5, Resol.
PP P—>-P)A(=P—P) (K2)

& —(PAP)A (=P —>P) (K9) (i) PAQ—->R,Q—P,-R}|-Q
& —(PAP)A(PVP) (K10) BEVIS:
(1) «P,P ) Klausulform:
2) P, P« (1) R«<P,Q
2)P<Q

(I Deduktion: (3) «R
(I)«<P,P P 4 Qe
)P, P« P
B)P 2, Kontrakt. () Deduktion:

4) <P 1, 3, Resol. (DR« P,Q P

(5) « 3, 4, Resol. 2)P«Q P

3)«R P

©® CP-Q-RIQ-R @Q« 4

BEVIS: (5)«P,Q 1, 3, Resol

[0)] Klausulform: 6)«<—Q,Q 2,5, Resol
P->Q—->Re(PVRA(Q—R) (K17) 7N «Q 4, 6, Resol
() P,R« 8) « 4,7, Resol
QR«<Q
-(Q—->R)&QA—-R (K6) () P->QR—-P,(PAS)VR }Q
3)Q« BEVIS:

4) <R (i) Klausulform:
1)QeP

()  Deduktion: 2)P«R
(1)P,R « P PAS)VR&(PVR)A(SVR) (Distributiv lag)
2)R«Q P 3)P,R«
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(4) S,R « (I)  Deduktion (d 2):
—Q ger 1H)Qe«P P
(%) <Q (2)8«Q p
(B)P,Q « P

(II)  Deduktion: 4) S P
(1)Q«P P 5)«Q 2,4, Resol.
(2)P«<R P 6) <P 1,5, Resol.
(3)P,R P N Q« 3, 6, Resol.
(4)S, R« P (8) « 5,7, Resol.
) «<Q P
(6) <P 1, 5, Resol. O  F-ro-p
(7) «R 2, 6, Resol BEVIS:

@) R« 3, 6, Resol Po-Po-(PeoP) (SE 27)
) « 7, 8, Resol S PVvP)A=(PAP) (SE 23)
<SP AP
ANMARKNING: Kontraktionsregeln forklaras i §§ 13-6.28 — 13-6.29.
(d) och (f) kan l6sas utan anvdndning av kontraktion. 1)) Klausulform:
(1) P«
(d P->QQ->S}FPvQ—-QaS (2) <P

BEVIS:

PvQ-oQASe(PvQ-QA(PvQ—-S) (KI2) (I)  Deduktion:

Vi kan darfor bevisa (d) genom att visa ()P« P

@n P—>Q,Q—>S':PVQ—>Q @) P P

d2) P->Q,Q—->SFPVvQ—>S 3) « 1, 2, Resol.

) Klausulform (d 1):

(1)Q«P 13-5.4

2)S<Q (a) PA(Q—R)—>S FPAR—S

—~(PvQ—-S) e PvQA-Q (K6) BEVIS:

3)P,Q« [0y Klausulform:

4 «<Q PAQ—->R) =S P—-QVvS)A(PAR—=S) (KI8)
(1)Q,S«P

(I)  Deduktion (d 1): (2)S«P,R
(1)Q«P P —(PAR—>S)&PARA-S (K6)
2)S«Q P B)P e
(3)P,Q« P 4R«

#H<Q P (5)«S

G)«P 1, 4, Resol.

6)Q « 3,5, Resol (I)  Deduktion:

(7) « 4, 6, Resol (1)Q,S«P P
(2)S«P,R P

@0 Klausulform (d 2): B)P« P
1) QeP 4R« P
2)S«<Q 5)«S P
—-(PvQ—-S) e (PvQA-S (K6) (6) <P, R 2, 5, Resol
B)P,Q« (7)«<R 3, 6, Resol
4 «S (8) « 4,7, Resol.
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® PA@Q-R) =S FPA-Q-S (7 Q e« 1, 6, Resol
BEVIS: (8) « 5,7, Resol.
[0)) Klausulform:
(1) Q,S«P AlLA2,A3 }S—>P
(2) S« P,R (se Ovn. 5.4(a)) BEVIS:
~(PA=Q—>S) &P A=QA—S (K6) ~(S>P)eSA—P (K6)
B) P« 4)S «
@ «Q (5)«P
5) S
Deduktion:
(I)  Deduktion: (P, Qe P
(1) Q,S«P P (2) <R, P P
(2)S«P,R P (3)«5S,Q P
(3)P P 4)S« P
@ <Q P (5) P P
5)<S P 6) < Q 3, 4, Resol
6)S«P 1, 4, Resol (M Q« 1, 5, Resol.
(7« P 5, 6, Resol. (8) « 6,7, Resol
(8) « 3, 7, Resol.
Al,A2,A3 | ~(RAS)
BEVIS:
13-5.5 R A S ger klausulerna
Al: PvQ 4R
A2: R—->-—P 5)S «
A3 S—>-Q
Deduktion:
(a) Skriv {Al, A2, A3} pd klausulform. (HP,Q« P
LOSNING: (2) <R, P P
Al:  P,Q« (3)«S,Q P
A2 R—>-Po—(RAP) (K9) @R« P
<~R,P (5)S « P
A3: S->-Qe=(SAQ) (K9) 6)«<Q 3, 5, Resol
«S,Q (7)«P 2, 4, Resol.
®)Q« 1,7, Resol
(b)  AlLA2,A3 FR—5Q 9) « 6, 8, Resol
BEVIS:
“R>Q)&RA-Q (K6)
ger klausurerna 13-5.6
4R« (a) {=(P—>Q),P>R,QVv—R}
G)«<Q ar inkonsistent.
BEVIS:
Deduktion: @ Klausulform:
()P, Q« P —(P>Q o PA-Q (K6)
(2)«<R,P P (1) P«
(3)«S,Q P 2)<Q
AR« P P — R ger
5)<Q P (B)R«P
6)«P 2,4, Resol. Qv-R&R—-Q (K1)
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4) QR Avsnitt 13-7 (i urval)
(I)  Deduktion:
= P 13-7.1
2)«Q P (@  Ug, U, (Uo)b, (UB)o
B)R«P P LOSNING:
#Q«R P U=P(x, f(x.y), 2)
(5)«R 2, 4, Resol c={x=ay=z}
6) <P 3,5, Resol. 6={y=1(az),z=b}
)« 1, 6, Resol.
Uos =P(x,f(xy),z)c
®) {P,P>-Q QVR R——R} = P(a. f(az). 2)
dr inkonsistent. ue = g(x, ?(x,yf), z)0 .
BEVIS: =P(x. f(x, f(a.z)). b)
) Klausulform: (Uo)® =P(a, fla,z), 2) 6
1) P =P(a, fla.b). b
P5-Qe—(PAQ) (K9) (UB)o =P(x, f(x, f(a2)), b) 0
(2) <P, Q =P(a. fla, f(a,z)). b)
R
Qv R ger (b)  Berikna 68 och 8. Berikna U(c®) och U(60).
G QR LOSNING:
RA)_‘R:z:;RAR) (K9) o0 ={x=a6,y=126,y=1(az), z=b}
4 <R —{y=1f@z}
={x=a0,y=120,z=b}
() Deduktion: ={x=a,y=bz=b}
()P« P
2)«<P,Q P 6o :{Y:f(a{,Z)S,Z}:bG,Z:a,yzz}
(3)Q R« P —wEz
4) <R P ={y= f:(a,Z)G, z=bo,x=a}
(5)Qe 3,4, Resol. ={y=faz),z=b,x=a}
6 P 2,5, Resol.
poN o Resol U(08) = P(x, f(x,y), 2) (08)
T ’ =P(a, f(a,b), b)
=(Uc) 0
Avsnitt 13-6
U(60) = P(x, f(x.y), 2) (60)
=P (a, f(a, f{a,2)), b)
13-6.13 =Udc
U =P(xf(y).z)
o={x=1f(y),y=z}
0={x=a,y=bz=y} 13-7.4P Y
Beriikna Uo6 och U6o. (a) (x); P(a)
LOSNING: LOSNH;(G:) -
Ucb = P(f(y), f(z), 2)8 = P(f(b), (y), ¥) §
Ubo = P(a, f(b), y)o = P(a, f(b), 2) ‘ (x=a}
Eftersom UoB # UBo, sa 66 # 60 och substitutionssammanséttning ar inte
kommutativ. P(a) P(a)
MGU o = {x =a}
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®)  Q@biQxy) ® Q@ Qe@z)
LOSNING: LOSNING:
Q(a,b) Qx.y) Q@) Qlg(az))
{x=a} False
Occur checken blockerar unifieringen av ‘z’och ‘g(a,z)’ eftersom z
Q(a,b) Q(ay) forekommer i g(a,z).
{y=b} (&  P(f(x),b);  P(y2)
LOSNING:
Q(a,b) Q(a,b) P(f(x).b) P(y,z)
MGU G ={x=a,y=b} {y=1fx)} ‘
©  P(xy); Qx.2) P(f(x), b) P(f(x), z)
LOSNING: ‘ {z=b} ‘
P(x.y) Q(x,2)
P(f(x), b) P(f(x), b)
‘ False
MGU 6 ={y=1f(x)} {z=b}
Kan ¢j unifieras eftersom ‘P’ # ‘Q’. ={y=1f(x),z=b}
@ Qab); Q(x.x) () Qf(y),x);  Q(x, f(b))
LOSNING: LOSNING:
Q(a,b) Q(xx) Qf(y), x)  Q(x, f(b))
{x=a} {x=1(y)} ‘
Q(a,b) Q(a,a) Q(f(y), fly))  Q(f(y), f(b))
False {y=b}
Unifiering dr omojlig, eftersom ’a’ och ‘b’ dr olika konstanter. Q(f(b), fib)) Q(f(b), f(b))
(@) Q(h(a),b); Q(h(y).x) MGU 6 = {x = f(y)} {y=b}
LOSNING: ={x=1(y) {y=b}.y="b}
Q(h(a),b) Q(h(y).x) ={x=1(b),y=b}
‘ {y=a} O REX).x.y): R(y, f(@). {z))
LOSNING:
Q(h(a),b) Q(h(a),x) R(f(x), X, y) R(y, f(a), f(z))
‘ {x=b} {y=1f(x)}
Q(h(a).b)  Q(h(a).b) R(f(x), x, f(x)) R(f(x), f(a), f(2))
MGU 6 ={y=a} {x=b} {x =f(a)}
{y=a,x=b}
R(f(f(a)), f(a), f(f(a))) R(f(f(aT), f(a), f(z))
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‘ ‘ LOSNING:
{z=1(a)} x+Sx)*y<z y *y<S(0)
R({(f(a)), f(a), f(f(a))) R(f{f(a)), f(a), f(f(a))) False
MGU ¢ ={y = flx){x = f(a)} {z = f(a)}
={y=1f(x) {x=f(a)}, x = f{a)} {z = f(a)} ‘X +(S(x) * y)” och ‘y * y’ kan inte unifieras da funktionssymbolerna ‘+’och
= {y = f(f(@)), x = f(a), 2 = f(a)} 7 dr olika.
0 Py) P(yx)
LOSNING: 13-7.5
P(x,y) P(y,x) (@  P(xy); P(f(x), y)
kan inte unifieras.
x=y} ‘ BEVIS:
o Py P
P P
(y:y) (y:y) False
MGUo={x=y} . . . .
x och f(x) kan inte unifieras eftersom x forekommer i f(x) (occur check).
k =f(y); fly) = f{
M EOS;\)I/I)I’\IG: )= f) (b) Det dr mojligt att matcha P(x,y) och P(f(x), y) i klausulerna
x=fy)  fly)=f(a) (1) P(fx), y) &
(2) Q(y, f(x)) « P(xy)
‘ x=fy)} BEVIS: o )
Forst byter vi (bundna) variabler i (1) sé att (1) och (2) inte har nigra
fy)=1fy) f(y)=f(a) gemensamma variabler:
(1) P(f(2), v) «
‘ {y=a} @ Q. fx) & P(x.y)
(3) Q. f(f(2))) < P(f(2), v)
f(a) = f(a) f(a) = f(a) fran (2), unifiering med (1),
{x=1(z),y=v}
MGU 6= {x = f(y)} {y =a} ) Q, f(f@) « 2,3, Resol.
={x=f(y) {y=a},y=a} Genom att byta (bundna) variabler i (1) och (2) s att de saknar gemensamma
={x=f(a),y=a} variabler blockerar inte ldngre forekomstkontrollen unifieringen av ‘x” och
‘f(z)’.
) S(x) + y<z; y+x<S(0)
LOSNING: 1376
S Fy<z yrx<so) Lt L innehalla
_ en 2-stillig funktionssymbol f;
{y=S0} ett 1-stélligt predikat P;
ett 2-stilligt predikat Q;
800 +500 <2 800 +x <80 identitetssymbolen = .
False Formulera identitetsaxiomen (I 1) — (I 4) for L.
LOSNING:
Forekomstkontrollen gor att x och S(x) inte kan unifieras da ‘x’férekommer i an X=x & N
S(x) 12,9 fx,y)=flzzw) «x=z,y=w
(I3,P)P(x) <« P(y),x=y
(m) x+SE*y<z; y*z<S(0) 13,Q Qx.y) < Qzw), x=z,y=w
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a4 X=YyZ=W,X=Z,y=W

13-7.7
(€)  VxVyR(xy) FVxR(xx)
BEVIS:
@) Klausulform:
(1) R(xy) &
—Vx R(x,X) & 3x =R(x,X)
Skolemform: —R(a,a)
(2) < R(aa)

(ii)  Deduktion:
(D RExy) «
(2) « R(a,a)
(3)R(a,a) «
)«

(PK15)

Unif. med (2)

P
P
1,
2, 3, Resol.

©  Yx(P() = Q) ¥x (Q(x) = R(X)) FVx (P(x) = RKx))

BEVIS:

(i) Klausulform:
(1) Q) « P(x)
(2) R(x) « Q(x)

—Vx (P(x) = R(x)) & Ix =(P(x) = R(x))
& 3x (P(x) A =R(x)) (K6)
Skolemform: P(a) A —R(a)

(3) P(a) «
(4) < R()

(i)  Deduktion:
(1) Q() « P(x)
) R(X) < Q(x)
(3) P(a) «
(4) < R(a)
(5) < Qa
(6) < P(a)
(N«

P
P
P
P
2, 4, Unif. + Resol.
1, 5, Unif. + Resol.
3, 6, Resol.

s

(2 Vx(P(X) - Q) }3xPx)— Ix Qx)

BEVIS:
(i) Klausulform:
(1) Q) « P(x)

—(3x P(x) = 3x Q(x) & Ix P(x) A =3x Q(x) (K6)
& Ix P(x) A Vx =Q(x) (PK16)

(2) P(a) «
(3) < Q)

(i)  Deduktion:
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(1) Q) « P(x) P
(2) P(a) « P
(3) < Q) P
(4) < P(x) 1, 3, Resol.
(5) « 2, 4, Unif. + Resol.
() IxVyPy) FVyIx P(xy)
BEVIS:
IxVy P(x,y) pa Skolemform Vy P(a,y)
(1) P(ayy) «
—Vy3x P(x,y) & Jy —3x P(xy) (PK15)
& JyVx —P(x,y) (PK16)
Skolemform: ¥x —P(x,b)
(2) « P(x,b)
(ii) Deduktion:
(1) P(ay) « P
(2) « P(x,b) P
(3) P(a,b) « 1, Unif {x =a,y=b}
(4) < P(a,b) 2, Unif {x=a,y=b}
(5) « 3,4, Resol.

13-7.8

1) Ingen prenumererar pa The Times med mindre &n att han ar vélutbildad.

2) Ingen igelkott kan lasa.
3) Den som inte kan ldsa ir inte valutbildad.

) Ingen igelkott prenumererar p& The Times.

LOSNING:

i) Formalisering:
(1) Vx (=V(x) = —T(x))
(2) Vx (I(x) > —L(x))
(3) Vx (—L(x) > =V(x))
(4) Vx (I(x) = =T(x))

(i)  Klausulform:

—V(x) = —T(x) & T(x) > V(%) (K11)

(1) V(x) « T(x)

I(x) = —L(x) & —(I(x) A L(x)) (K9)

(2) « I(x), L(x)

—-L(x) » =V(x) © V(x) - L(x) (K11)

(3) L(x) < V(x)

=Vx (I(x) = =T(x)) < Ix =(I(x) = =T(x)) (K15)
< 3Ix (I(x) A =—T(x)) (K6)
& 3x (I(x) A T(x)) (K3)

(4) I(a) «

(5) T(a) «
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(iii)  Deduktion:
(1) V(x) « T(x) P
(2) « I(x), L(x) P
(3) L(x) « V(x) P
(4)I(a) « P
(5) T(a) « P
(6) < L(a) 2
(7) < V(a) 3
(8) « T(a) 1
) « 5

.4,
,6,
> 7,
.8,

13-7.10

M(b) A N(b)

V?? (M(x) AN(X) = (R(b,x) <> —R(X,X)))
LOSNING:

M(b) A N(b)

(1) M(b) «

(2) N(b) «

M(x) AN(x) = (R(b,x) & =R(x,X)) &

Unif + Resol
Unif + Resol
Unif + Resol
Resol.

(M(x) AN(x) = (R(b,x) = —R(x,x))) A (M(x) A N(x) = (=R(x,x) = R(b,x))) (K2)
< (M(x) A N(x) = — (R(b,x) A R(x,x))) A (M(x) A N(x) = R(x,x) v R(b,x))

(K9, K10)

& —(M(x) AN(X) A R(b,x) A R(x,%)) A (M(X) A N(x) o R(x,x) VR(bX))  (K9)

(3) & M(x), N(x), R(b,x), R(x,x)
(4) R(xx), R(bx) = M(x), N(x)

(ii)  Deduktion:
(1) M(b)
(2)N(b) «
(3) « M(x), N(x), R(b,x), R(x,x)
(4) R(x,x), R(b,x) « M(x), N(x)
(5) <~ M(b), N(b), R(b,b), R(b,b)
(6) <~ N(b), R(b,b), R(b,b)
(7) < R(b,b), R(b,b)
(8) R(b,b), R(b,b) «~ M(b), N(b)
(9) R(b,b), R(b,b) <~ N(b)
(10) R(b,b), R(b,b)
(1) R(b,b) «
(12) < R(b,b)
(13) «

13-7.13

(a) X=yey=x
BEVIS:
(Dx=x«

P
P
P
P
3, Unifm. (1)
1, 5, Resol

2, 6, Resol

4, Unifm. (1)
1, 8, Resol
2,9, Resol
10, Kontrakt
7, 11, Resol
11, 12, Resol.

P(I1)
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Q)X=yz2=W,X=2,y=W P(14)

B)X=y<X=X,X=X,y=X Unifm. (1)
{z=x,w=x}
@ x=yex=X,y=Xx 1, 3, Resol
S)x=yey=x 1, 4, Resol
13-7.14

(c) b vx¥y (x =y — (P(x) = P(y))
BEVIS:

(i) Klausulform:

—VxVy (x=y = (P(x) = P(y))) & Ix3y ~(x =y = (P(x) = P(y))

(PK15)

& IxJy (x =y A P(x) A =P(y)) (K6)
Skolemform: a="b A P(a) A —P(b)

(I)a=be«

(2) P(a) &«

(3) « P(b)

Identitetsaxiom:

(4) X=X«

(5) P(x) = P(y), x=y

(6) X=yZ=W,X=2Z,y=W

(ii)  Deduktion:

(I)a=be« P

() P(a) « P

(3) « P(b) P

) x=x P

(5) P(x) < P(y), x=y P

O)X=yZ=W,X=2,y=W P
(7) «P(y),b=y 3, 5, Unif + Resol
@) x=yey=x 4,6,0vn. 7.13 (a)
Q) b=a«<a=b 8, Unifm. (1)
(10)b=a« 1,9, Resol.
(11) « P(a) 7, 10, Uinf + Resol
(12) « 2, 11, Resol

(d  ¥x(P)—>x=avx=b),Ix (P(x) A Q(x)) }Q(a)v Q(b)
BEVIS:
(i) Klausulform:
(1) x=a,x=b « P(x)
3x (P(x) A Q(x)) pd Skolemform.
Vi anvinder o som Skolemkonstant:
(2) P(o)
(3) Qo) «
—(Q(a) v Q(b)) = —Q(a) A =Q(b)
4) < Q@)
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(5) < Q(b)

Identitetsaxiom:
(6) X=X

(N x=y&ez=W,Xx=2z,y=W

(8) P(x) = P(y), x=y
9) QX)) < Q) x=y

(i)  Deduktion:
(Dx=a,x=b«P(x)
(2) P(ar) «
(3) Q) «
4 < Q(a)
(5) < Q(b)

6)x=x

(Nx=yz=wW,X=2y=W

(®) P(x) « P(y),x =y
©)Qx) < Qy), x=y
(10)Q(a) < Q(y),a=y
(1) «Q(y),a=y
(12)Q(b) < Q(y). b=y
(13) < Q(y). b=y

(14) < Q(a), b=

(15 «<b=qa

(16) oo=a, oo =b < P(ar)
(17)o=a,0=b«
(18 x=yey=x

(19 b=0a«oa=b
(20)«<—a=b
Q2ho=a«
(22)a=o<a=a
23)a=o

(24) Q(a) « Q(a), a= o
(25) Q(a) ¢« Q(o)

(26) Q(a)

27) «

(13)
9, Unif. med (4)
4, 10, Resol.

9, Unif m. (5)
5,12, Resol.

13, Unif m. (3)

3, 14, Resol.

1, Unif. m. (2)

2, 16, Resol.

6,7, Ovn. 7.13(a)
18, Unif. m. (15)
15, 19, Resol.

17, 20, Resol.

18, Unif. m. (21)
21, 22, Resol.

9, Unif. m. (23)
23, 24, Resol.
3,25, Resol.
4,26, Resol.

(*ANMARKNING. Ovning 7.14 visar att deduktion i klausullogik blir
atskilligt svarare, nér identitet ingar. Den ger ocksa en kénsla for varfor
logikprogrammering med identitet i praktiken dr omdjlig: Det blir for
madnga varianter att testa. Sokrymden vixer explosionsartad, nar

identitet finns med.*)

(1) Q(x), R(x) « P(x)
—3x (P(x) A R(X)) & Vx =(P(x) A R(x)) (PK16)
(2) « P(x), R(x)
—Vx (P(x) = Q(x) A =R(x)) & Ix ~(P(x) = Q(x) A =R(x)) (PK15)
Skolemform:

—(P(a) = Q(a) A —R(a))

© P(a) A —(Q(a) A —R(a)) (K6)

< P(a) A (Q(a) > R(a)) (K6, K3)

(3) P(a) «

(4 R(@) < Q(a)

(ii) Deduktion:

(1) Q(x), R(x) < P(x) P

(2) < P(x), R(x) P

(3) Pa) « P

(4) R(a) < Q(a) P

(5) < R(a) 2, 3, Unif + Resol
(6) < Q(a) 4,5, Resol

() R(a) « P(a) 1, 6, Unif + Resol
(8) < P(a) 5,7, Resol

9) « 3, 8, Resol

©  Vx(P(x) > D) |Vx @y (P(y) AHx.y)) - Iy (D(y) A H(x.y))
BEVIS:

(i) Klausulform:
(1) D(x) < P(x)
—Vx @y (P(y) A H(x.y)) = Ty (D(y) A H(x.y)))
< 3Ix =@y (P(y) A H(x,y)) = 3y (D(y) A H(x.y)))
< 3x @y (P(y) A H(x.y)) A —Jy (D(y) A H(x.y)))
< 3x 3y (P(y) A H(x,y)) A Vy = (D(y) A H(x,Y)))
& (*variabelbyte (PK4)*)
3x Fy (P(y) A Hx,y)) A Vz ~(D(2) A H(x,2)))
& (*Flytta ut Jy och Vz, (PK24), (PK28)*)
IxFyVz ((P(y) A H(x.y)) A =~(D(2) A H(x,2)))
Skolemform:
Vz ((P(b) A H(a,b)) A ~(D(z) A H(a,z)))
(2) P(b) «
(3) H(a,b) «
(4) « D(z), H(a,z)

(ii) Deduktion:

(1) D(x) « P(x) P
(2) P(b) < P
13-7.15 () H(@b) « P
_ _ (4) « D(2), H(a,2) P
(b) gé\();(s’f) — Q) v R(X)), =3 (P(x) AR(X)) | Vx (P(x) = Q(x) A =R(X)) (5) < Dix), Ha) 4, Unifm. (1)
(i) Klausulform: (6) « P(x), H(a,x) 1, 5, Resol
(7) < P(b), H(a,b) 6, Unif m. (2)
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(8) « H(a,b) esol (ii) Deduktion:
9) « esol (D R(x, f(x)) « P
@) R(y.x) < R(x,y) P
(3) R(x,2) < R(X,y), R(y,2) P
13-7.16 (4) < R(a,a) P
(@) (1) VxVy (R(xy) = R(y.x)) (5) R(a,a) « R(a,y), R(y,a) 3, Unif m. (4)
(2) VxVyVz (R(x.y) A R(v.2) = R(x.2)) (6) < R(a,y), R(y,a) 4,5, Resol
(3) VxVy (R(x,y) = R(x,X)) (*Vi unifierar (1) och (6) med
BEVIS: o={x=ay="f@)})
(i) Klausulform: (7) R(a, f(a)) « 1, Unif m. (6)
(1) R(y:x) <= R(x,y) (8) « R(a, f(a)), R(f(a), a) 6, Unif m. (1)
(2) R(x,2) <~ R(x,y), R(y,z) (9) « R(f(a), a) 7, 8, Resol.
—VxVy (R(x,y) = R(x,x)) (*Vi unifierar (2) och (9) med
< IxTy —(R(x,y) = R(%,X)) (PK15) 6={x=a,y="fa)}*)
< IxJy (R(x,y) A =R(x,x)) (K6) (10) R(f(a), a) < R(a, f(a)) 2, Unif m. (9)
Skolemform: (11) < R(a, f(a)) 9, 10, Resol
R(a,b) A —R(a,a) (12) « 7,11, Resol
(3) R(a,b) «
(4) < R(a,a)
(ii) Deduktion:
(D R(y.x) « R(x,y) P
(2)R(x,2) <~ R(x,y), R(y,2) P
(3)R(a,b) « P
(4) < R(aa) P
(5) R(a,a) < R(a,y), R(y,a) 2, Unif m. (4)
(6) < R(a,y), R(y,a) 4,5, Resol
(7) < R(a,b), R(b,a) 6, Unif m. (3)
(8) « R(b,a) 3,7, Resol
(9) R(b,a) <~ R(a,b) 1, Unif m. (8)
(10) < R(a,b) 8,9, Resol
(11) « 3, 10, Resol
(® (1) VxIyRx,y)
(2) VxVy (R(x,y) = R(yx))
(3) VxVyVz (R(x.y) A R(v.z) = R(x.,2)
(4) Vx R(x,x)
BEVIS:
(i) Klausulform:
Vx3y R(x,y) pa Skolemform:
Vx R(x, f(x))
(1) R(x, f(x)) «
(2) R(y.x) < R(x,y)
(3) R(x,2) « R(x,y), R(y,2)
—Vx R(x,x) & 3x =R(x,x) (PK15)
Skolemform: —R(a,a)
(4) < R(a,a)
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Avsnitt 13-9

13-9.1
{Vx P(x, f(x)), Vy —=P(y,y)} ar konsistent.
BEVIS:
Definiera m = (M, P, f) dir
M= {ab}
P={(ab), (ba)}
X f(x)
a b
b a
(ab)e P m P(a,b) (0]
(H)+b=f@) =  m FPa, fla) ()
(ba)e P = m EP(ba) 3)
(3)+a=fb) = m FPb, (b)) )
2)+(4) = mEVxPx fix
(aa) e P = m FP(a,a)
=  mE-P@a) (5)
bb)eP = mEPbb)
= m E-Pbb) (6)
(5)+(6) =  mEYy=P(yy)
13-9.2
Sokordningen i § 13-8.4:
1 PPy .., P, testa fran vinster at hoger, dvs Py, forst, direfter P,, etc.
I programsatserna
(Ry)
(Ry)
(Ry)

testa uppifran och ned, dvs (R,) forst, darefter (R,) etc, for varje val av P;.

(a) Lat
(R1) P(ab) «
(R2) P(c,b) «
(R3)  P(x,2) < P(x.y), P(y,2)
(R4)  P(x,y) <= P(y.x)
Mil: < P(ac)

(b)

Visa att den vénstra grenen i sokrymden for detta problem med den ovangivna
sokordningen blir odndlig.

LOSNING:

° « P(ac

{x=a,z=c}

° « P(a,y), P(y,c) (R3), Resol
{x=a,z=y}
°© « P(a.y), P(y,y), P(y,c) (R3), Resol
{x=a,z=y}

° « P(ay), P(y.y), P(y.y), P(y.c) (R3), Resol

° < P(ay), P(y,y), ... P(y,), P(y:¢)

Detta dr den vinstra grenen i sokrymden. Vi ser att grenen blir odndlig och
aldrig kan sluta med «.

Resultatet i (a) géller oberoende av i vilken ordning programsatserna (R1) —
(R4) star och oberoende av ordningen mellan de atoméra formlerna i R3:s
antecedent.
BEVIS:
Eftersom ingen av P(a,b) i (R1) och P(c,b) i (R2) kan matchas med P(a,c),
behdver vi endast ta hansyn till ordningen mellan (R3) och (R4). Vi har
foljande mojligheter:
O (R3) an (R4

(R4) (R3)

For R3:s antecedent finns foljande mojligheter:
(1) P(x.y), P(y,2) (2)  P(y.2), P(xy)
Totalt blir det sdledes 4 mojligheter att undersoka:

(L1), (12), (IL1), (I1.2).

Undersoktes i (a).

(R1) P(ab) «

(R2) P(c,b) «

(R3)  P(x,2) < P(y,z), P(x,y)
(R4)  P(x,y) = P(y.x)

° < Plag

{x=a,z=c}
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° « P(y.c), P(ay) (R3), Resol (9) « P(b,c) 1, 8, Resol
{x=y,z=c} (10) P(b,c) « P(c,b) 4, Unif m. (9)
(11) « P(c,b) 9, 10, Resol
° « P(y.c), P(y,y), P(a,y) (R3), Resol (12) « 2, 11, Resol
{x=y,z=c}
° < P(y.0), P(y.y), P(y.y), P(a,y) (R3), Resol
° < P(y.0), P(y,), ..., P(y.y), P(a,y)
Detta &r nu den vinstra grenen i soktradet. Grenen blir oéndlig. Med en
djupet-forst strategi fortsdtter PROLOG deduktionen ldngre och langre ned i
denna gren.
(I1.1)
(R1) P(ab) «
(R2) P(c,b) «
(R3)  P(x,2) <= P(x,y), P(y,2)
(R4)  P(x,y) < P(y.x)
° <~ P(a.c)
{x=a,y=c}
° «—P(ca (R4), Resol
{x=c,y=a}
° <« P(a,c) (R4), Resol
Den vinstra grenen blir odndlig. Varannan klausul blir «— P(a,c) och varannan
blir « P(c,a).
(IL2)
Blir som (IL.1), eftersom (R3) inte berors.
() Deducera «— fran (R1) — (R4) och « P(a,c).
BEVIS:
(1) P(a,b) « P (R1)
(2) P(c,b) « P (R2)
(3) P(x,2) <= P(x.y), P(y,2) P (R3)
@) P(x,y) « P(y,x) P (R4)
(5) <« P(ac) P
(6) P(a,c) < P(a,y), P(y,c) 3, Unif m. (5)
(7) <P (a,y), Py, 5, 6, Resol
(8) <= P(a,b), P(b,c) 7, Unif m. (1)
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