Kapitel K

Mer om kontinuitet

I detta kapitel bevisar vi Sats[3.1] som séger att en kontinuerlig funktion
av typen R? — R pa ett kompakt omrade antar ett stérsta och ett mins-
ta varde. Vi studerar dessutom begreppet likformig kontinuitet, som vi
kommer att behiva for att visa ett par resultat om integraler i Kapitel I
i detta ndtmaterial.

Som forberedelse hérleder vi i det forsta avsnittet Bolzano-Weierstrass
sats for funktioner av flera variabler.

K.1 Ovre och undre grins

Vi borjar med att paAminna om det viktiga axiomet om 6vre grdns som vi
kommer att behova vid ett par tillfillen. En mer utforlig behandling av
detta axiom och dess konsekvenser finner du i kapitlet Mer om reella tal
och kontinuitet pa www.endim. se.

Antag att A ar en delméngd av de reella talen. Ett tal M som uppfyl-
ler att M = x for alla x € A kallas en 6vre begransning (eller majorant)
till A. Pa motsvarande sétt kallas ett tal m som uppfyller att m < x for al-
la x € A en undre begransning (eller minorant) till A. En 6vre (undre)
begrinsning till A existerar alltsa precis da midngden A dr uppat (nedat)
begriansad. Vad axiomet sédger ar att det da alltid finns en minsta ovre
begransning.

Axiom (Axiomet om ovre grins). Varje icke-tom uppat begriansad
mingd av reella tal har en minsta 6vre begransning.

Den minsta 6vre begransningen till en méangd A kallas 6vre gréns (eller
supremum) till A och betecknas sup A.
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Ur axiomet foljer ett motsvarande axiom om undre grins, dvs. att var-
je icke-tom nedat begrinsad méngd B av reella tal har en stérsta undre
begriansning. Denna begriansning kallas undre grans (eller infimum)
och betecknas inf B. Att varje nedat begridnsad méngd B har en storsta
undre begrénsning foljer av att méngden A = {—x;x € B} &r uppat be-
gransad, och det giller har att infB = —sup A.

Med hjilp av axiomet om 6vre grans kan man bevisa foljande anvand-
bara sats.

Sats K.1. Varje vixande uppdt begrinsad funktion f(x) av typen R—R
har ett (dndligt) gransvdrde dd x — oo.

Som en f6ljd far vi att dven en funktion f som ar avtagande och nedat
begriansad har ett griansvirde, detta genom att tillampa satsen pa funk-
tionen —f, som da blir vidxande och uppat begréinsad.

En talfoljd kan ses som en funktion definierad pa (en delméngd av)
heltalen. Som en direkt konsekvens av Sats[K.1l far vi dérfor foljande re-
sultat.

Sats K.2. Varje vixande uppdt begrdnsad talfoljd (x )y har ett (dnd-
ligt) gransvdrde da k — oo.

Motsvarande giller for en avtagande och nedat begréinsad talfcljd.

En talfoljd som &r begriansad, men inte vixande/avtagande, behover
inte nédvandigtvis ha nagot griansviarde, men vi kan ur varje begriansad
oéndliéﬂtalfdlj d vilja ut en delfoljd som har ett gransviarde. Detta ar pre-
cis innehallet i Bolzano-Weierstrass sats.

Sats K.3 (Bolzano-Weierstrass pa R). Varje odndlig begrinsad tal-
foljd (xp)3° har en konvergent delfoljd.

Det forsta resultat vi bevisar ar en tvadimensionell motsvarighet till
Sats som da behandlar foljder av punkter i R%

Sats K.4 (Bolzano-Weierstrass pa R2). Varje odindlig begrinsad foljd
(CTIR7) ol R2 har en konvergent delfsljd.

LEn talfsljd som innehaller ett obegrinsat antal element.
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Bevis. Vi studerar forst foljden av tal i den forsta koordinaten av vara talpar.
Denna f6ljd (x)j> 4r uppenbart begrinsad, sa enligt Sats kan vi vilja en
konvergent delfoljd (xz,);2,; antag att lim; ..o x%; = a. Fran foljden ((xz;, yz, )72,
tar vi nu ut talfoljden (y,;);2, fran den andra koordinaten. Denna &r begrénsad,
sa aterigen konstaterar vi med hjilp av Sats att det finns en konvergent
delfoljd (J’kij );?';0. Eftersom (xkij );’;O ar en delfoljd av (xg,)52, sé géller det dven
att limj_,ooxkij =a, och om lim;_.o, Yhi, = b sa blir

lim (x; ,yE; )= (lim xg, , lim yg, ) =(a,b).
J—00 J J J—00 J J—00 J

Vihar har alltsa fatt en konvergent delfoljd till var ursprungliga f6ljd ((xz, y2))°,
och satsen ar visad. |

Precis som i en dimension sa kallas en punkt som f6ljdens punkter kom-
mer godtyckligt nidra en hopningspunkt. Speciellt géller det, om hela
foljden ligger i ett slutet omrade D, att varje hopningspunkt ocksa till-
hor D.

Principen i féregdende bevis, att successivt studera en koordinat i
taget, kan tillampas dven i hogre dimension. Vi inser darfor att det gar
att visa Bolzano-Weierstrass sats for godtycklig dimension: Varje odndlig
begrinsad f6ljd av punkter i R” har en konvergent delf6ljd.

K.2 Bevis av Sats [3.1]

Med resultaten i forra avsnittet till var hjialp kan vi nu visa Sats[3.1l Vi
paminner forst om definitionen av kontinuitet: Funktionen f av typen
R% — R séigs vara kontinuerlig i punkten (a,b) om

]“ b = ’b b
(x,y)gr(la,b)f(x »)=1a,b)

och vi sédger att f ar kontinuerlig pa ett omrade D om (restriktionen av)
f ar kontinuerlig i varje (a,b) € D.

Sats 3.1l Antag att den reellvirda funktionen f(x,y) dr kontinuerlig
pa den slutna begrdansade (dvs. kompakta) mdangden D i planet. Dd
antar funktionen bade ett storsta och ett minsta vdrde i D.

Bevis. Vi visar att f antar ett storsta virde; att ett minsta virde antas bevi-
sas med ett motsvarande resonemang. Till att borja med visar vi att f &r uppat
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begrinsad pa D: Om detta inte skulle gilla sa kan vi for varje heltal & hit-
ta punkter (xz,yz) € D med f(xz,yz) > k. Enligt Sats kan vi di ur foljden
((xr, yr))52, vélja ut en konvergent delféljd ((xkj,ykj))?zl. Om (xkj,ykj) — (a,b)
s& ger kontinuiteten av f att f (xkj, Yrj) — f(a,b). Da det samtidigt géller att
f(xp;, yx;) — oo (eftersom f(xg,yx) > k for varje k) har vi nu fatt en motségelse,
sa f ar uppéat begriansad pa D.

Enligt axiomet om 6vre gréns existerar dirfor A = sup {f(x,y); (x,y) € D}. Vi
véljer nu punkter (x,,y,) € D sddana att

A—f(xn,yn)<1l/n for varje n, K.1)

och ur foljden ((xn, yn));~; véljer vi ut en konvergent delfoljd ((x,,,x,,))72;. Om
(xn;,%n,;) — (a,b) s& ger kontinuiteten av f att f(x,;,xn;) — f(a,b), och pa grund
av har vi nédvéndigtvis f(a,b) = A. (Notera att vi maste ha (a,b) € D,
eftersom D ar sluten.) Satsen dr ddrmed visad. O

K.3 Likformig kontinuitet

Vi skall nu resonera oss fram till ett kontinuitetsbegrepp, sa kallad lik-
formig kontinuitet, som &r starkare dn det vi hittills anviant. Enligt de-
finitionen av gréinsvirde (Definition [B.1) sa &r f av typen R? — R konti-
nuerlig (i vanlig mening) pa ett omrade D om det for varje (a,b) € D och
varje tal € > 0 finns ett tal . > 0 sadant att

If(x,y)—f(a,b)l<e
for alla (x,y) € D sadana att 0 <|(x,y) —(a,d)| < 6,.

(K.2)

Detta innebir, som vi sett i boken pa sidan [81] A+gz

att for alla (x,y) inom en cirkel i xy-planet med 4
medelpunkt (a, b) och radie §, s ligger funktions- A—¢
vardena f(x,y) pa ett avstand fran f(a,b) som ar
mindre 4n ¢, dvs. funktionsytan ligger innanfor
cylindern i figuren.

I (K2) beror 6, forutom av &, ocksd av vilken
punkt (a,d) vi viljer. Idén med det kontinuitets-
begrepp vi nu skall inféra ar att vi for ett givet tal
€ > 0 skall kunna vilja ett 6, som fungerar, oberoende av vilken punkt i
omradet vi studerar. Definitionen blir som féljer:
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Definition K.1 (Likformig kontinuitet). En reellvdird funktion f(x,y)
definierad pa ett omrdde D kallas likformigt kontinuerlig pa D om
det for varje tal € > 0 finns ett tal 6. > 0 sadant att

If (x1,y1) = fx2, y2)l <€
for alla (x1,y1),(x2,y2) € D sddana att |(x1,y1) — (x2, y2)| < J¢.

Genom att jimfora med s ser vi att varje likformigt kontinuerlig
funktion ocksa &r kontinuerlig i var tidigare mening (1at (x1,y1) svara
mot (x,y) och (xg,y9) mot (a, b)). Vi sdager darfor att likformig kontinuitet
ar ett starkare kontinuitetsbegrepp.

Den intuitiva bilden av likformig kontinuitet ar att funktionsytan
o6ver omradet inte blir "hur brant som helst”. Principen 4r samma som
for funktioner av en variabel, sa vi hinvisar till kapitlet Mer om reella
tal och kontinuitet pa www.endim.se for illustrerande exempel. (Byt ut
f(x)=1/x i Exempel R.2 mot t.ex. f(x,y)=1/x.)

En funktion som ar kontinuerlig behover inte nédvandigtvis vara lik-
formigt kontinuerlig. Men om funktionen dr kontinuerlig pa ett kompakt
omrade sa dr den alltid ocksa likformigt kontinuerlig pa detta.

Sats K.5. Antag att funktionen f av typen R — R dr kontinuerlig pd
det kompakta omradet D. Da dr f likformigt kontinuerlig pa D.

Bevis. Vi skall konstruera ett motségelsebevis, och antar dérfor att f inte dr
likformigt kontinuerlig pa D. Detta innebér att det finns ett € > 0 sddant att vi
for varje 6 kan hitta (x1,y1),(x2,y2) € D sa att

I(x1,y1) — (x2,y2)| <6  men |f(x1,51) = fx2,y2)| = €.

Lat € ha denna egenskap. Vi siatter nu 6,=1/n, n =1,2,3,..., och viljer, for var-
je n, punkter (x1,,y1,),(x2,,2,) € D som uppfyller

(a1, 51,) — (2, ¥2,)| <8 =2 men  |f(x1,,y1,)— flx2,,y2,)| Z €.

Speciellt géller det att |(x1,,y1,) — (x2,,52,)l — 0 d& n — oco. De bada foljderna
((x1,,,y1,03° och ((xg,,y2,)7° ligger i D och &r begrénsade, s& enligt Bolzano-
Weierstrass sats kan vi vilja ut konvergenta delfoljder ((xlnj V1, ){° respektive
((xz,,j,yz,,j NP Om (xlnj,ylnj) — (11,¢1) och (xznj,yznj) — (n2,¢2) sa ger konti-
nuiteten av f att f(x1nj,y1nj) — f(1n1,¢1) och f(xznj,ygnj) — f(ne,&2). Eftersom
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|(x1n,,y1n,)—(x2nj,y2nj )] — 0 maste noédvéindigtvis (n1,é1) = (2,E2), och som en
foljd galler det att

f(xlnj V1) = f(xznj 2Y2,) = f(n1,$1)—f(n2,82)=0  da j— oo.

Detta motsager dock att |f(x1,,y1,) — f(x2,,¥2,) = € for alla n, sa vi konstate-
rar att antagandet att f inte &r likformigt kontinuerlig ar felaktigt. Satsen ar
diarmed bevisad. O

Man kan formulera en direkt motsvarighet till Definition[K.1]for funk-
tioner av godtycklig typ R” — RP. Vi far d& dven resultatet i Sats[K.5, med
i stort sett identiskt bevis.
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