Kapitel I

Mer om integraler

I detta kapitel bevisar vi de resultat om integraler som i boken lamnats
utan bevis. En del av bevisen utnyttjar begreppet likformig kontinuitet
fran Kapitel K i detta ndtmaterial.

I.1 Integraler

Det forsta resultat vi visar 4r att varje funktion av typen R2 — R som
ar kontinuerlig pa en kompakt rektangel ocksa ar integrerbar pa denna
(Sats pa sidan [222]i boken). Vi kommer d& att anvinda foljande be-
grepp: Det slutna hiljet av en méngd D, betecknat D, dr méngden som
bildas da vi till D lagger till alla dess randpunkter. Med beteckningarna i
boken giller det alltsa att D = DudD. Notera speciellt att D &r en sluten
miéngd, s& om D &r begrinsad blir D kompakt.

Sats[7.2l Om funktionen f dr kontinuerlig pd den kompakta rektang-
eln D sa dr f integrerbar pd D.

Bevis. Viskall visa att det for varje tal € > 0 finns trappfunktioner ® och ¥, un-
der respektive 6ver f, sddana att skillnaden mellan deras integraler 4r mindre
4n e. Enligt Sats[K.5] vet vi att £ 4r likformigt kontinuerlig pa D. Speciellt finns
det da ett tal 6 > 0 saddant att

If(xl,y1)—f(x2,yz)l<$ da (x1,y1), (x2,y2) €D, |(x1,y1) — (x2,y2) <&, (L1)

dér w(D) som vanligt betecknar arean av D. (Det kommer att framga senare
varfor vi valt e/u(D) i stallet for €.)
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Vi viljer en indelning av D i rektanglar D1,Ds,...,D, sadan att .

diagonalen d}, i varje delrektangel D;, dr mindre &n 4. Speciellt galler ,dy,
det da att avstandet mellan tva godtyckliga punkter i D &r mindre |’
4n 0. Dy,

Eftersom f dr kontinuerlig pa de kompakta rektanglarna D, sa antas enligt
Sats [T ett storsta virde M}, och ett minsta viirde my, i varje Dy; antag att M
antas i punkten (xp,,ynm,) och m}, i punkten (x;,,,ym, ). Det géller enligt ovan
att |(xar, , ym,) — (Xmy,, ¥m, )| < 8, och enligt (LI &r dérfor

& &
|f(ka,yMk)_f(xmk,ymk)|<m’ dVS' Mk_mk<@'

Vi definierar nu tva trappfunktioner ® och ¥ enligt féljande:
D(x,y) =myp, Vix,y)=M, da (x,y)eDy. (I1.2)

Det giller (med lampliga val av ®(x,y) och W(x,y) pa randen av varje delrek-
tangel) att ®(x,y) < f(x,y) < ¥(x,y) da (x,y) € D, och ser vi tillbaka pa hur inte-
gralen av en trappfunktion definierades far vi

[ ¥odsds- [[ odsdy = 3 Myun) - 5. mypiy) -
D D k=1 k=1

& e & €
My, — my)uD £ _uDp) = —— Y uDy) = —— D) =¢.
1( 5 —mp) k)<k:1M(D)#( %) ﬂ(D)k:;l#( ) “(D)#( )=¢

Detta var precis vad vi ville uppn4, sa vi konstaterar att satsen dr bevisad. [

M=

k

Hairnést visar vi resultatet som innebér att vi kan anvéanda itererad
integration for en kontinuerlig funktion. Vi paminner forst om Sats
pa sidan [224]

Sats[7.3l Antag att funktionen f dr integrerbar pd rektangeln

D={(x,y);asx<b,csysd}.
Da gdller det att

ffo(x,y)dxdy=fcd(fabf(x,y)dx) dy=fab(fcdf(x,y)dy) dx, (1.3)

under forutsdttning att enkelintegralerna existerar.

Vi vet att varje funktion som &r kontinuerlig pad D ocksa &r integrerbar
pa D (Sats[7.2), men for att praktiskt anvinda satsen sa behover vi ocksa
veta att enkelintegralerna i (I.3) existerar. Detta blir nista sak vi visar.
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Bevis. Vi visar att enkelintegralerna i ledet lingst till hoger i existerar;
mellanledet i behandlas pa motsvarande sitt. Eftersom f dr kontinuerlig
pa D sa ar, for varje x mellan a och b, funktionen g(y) = f(x,y) kontinuerlig
pa intervallet [c,d]. Enligt envariabelteorin ar darfor g integrerbar pa [c,d], sa
fcdg(y)dy = fcdf(x,y)dy existerar.

For att visa att den yttre enkelintegralen i hogerledet av existerar sa
skall vi visa att

d
h(x) zf fx,ydy (1.4)

ar integrerbar pa [a,b], nagot som foljer om h(x) dr kontinuerlig pa [a,b]. Det
ar dock enklare att visa det starkare villkoret att A(x) ar likformigt kontinuerlig
pa [a,b], dvs. att det for varje € > 0 finns ett tal § sadant att

|A(x1)—h(xg)| <& for alla x1,x9 € [a,b] sddana att |x1 —x2| <§.

LAt nu £ > 0 vara givet. Vi vet enligt Sats att f(x,y) ar likformigt konti-
nuerlig pa D, sa det finns ett tal § sadant att

I (1, 31) — (2, y2)l < ﬁ da (x1,y1),(x2,y2) € D, |(x1,y1) - (2, y2)| < 8.

Eftersom |x1 —x2| = [(x1,y) — (x2,y)| for varje y sa ger nu villkoret |x; —x2| < 6 for
detta 8, med hjilp av triangelolikheten for integraler, for alla x1,x9 € [a,b] att
|h(x1) — h(xg)| =

d d d
f Fxr,y)dy - f f(xz,y)dy‘= f (Fx1,9) - Flxa, ) dy| <

£

d_c(d—c)ze.

d d ¢
Sf If(x1,y)—f(x2,y)|dy<f Edy:

Vi har ddrmed visat att h(x) ar likformigt kontinuerlig pa [a,b], och darfor ocksa
kontinuerlig. Detta avslutar beviset av vart pastaende att enkelintegralerna i
existerar. 0

Slutsatsen ar alltsa att vi kan anvinda metoden med itererad integration
da vi vill integrera en kontinuerlig funktion 6ver en (kompakt) rektangel.

Vi passar nu dven pa att bevisa den del som saknas i vart bevis av
Sats[(.7} vi har pa sidan 261 i boken kvar att visa att

w(x)
F(x)= flx,»dy
P(x)

ar kontinuerlig pa intervallet [a, b], forutsatt att f(x,y) ar kontinuerlig
pé méngden D = {(x,y);a < x < b,¢(x) < y < y(x)}, ddr funktionerna ¢
och v &r kontinuerliga pa [a, b].
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Bevis. 1 foregaende bevis visade vi att h(x) 1 ar kontinuerlig pa [a,b]. En
skillnad jamfort med F(x) ovan &ar dock att vi i 2(x) har konstanter i integrations-
granserna. Vi skall darfor gora ett variabelbyte déar de nya grinserna i F'(x) blir
konstanter. Ett exempel pa ett sddant byte ar

¥y = P(x) + t(y(x) — P(x)), 0=<t<l,

eftersom ¢ = 0 ger just y = ¢(x) och ¢t = 1 ger y = w(x). Vidare giller det att
dy = (y(x)— Pp(x))dt, s&

w(x) 1
Fx)= f F,y)dy = f £, () + £ () — ) () — dx) .
P(x) 0

Integranden

glx,2) = f(x,plx) + ty(x) — P (W (x) — P(x))
dr en sammanséattning av kontinuerliga funktioner och blir darfor kontinuerlig
pa rektangeln D' = {(x,#);a < x < b,0 < ¢ < 1}, sa precis som i det foregéende
beviset far vi slutligen att

y(x) 1
F(x)= o fG,y)dy =f0 £, p(x) + t(w(x) — ) (w(x) — plx))di
ar kontinuerlig pa [a,b]. O

Vi bevisar nu integralkalkylens medelvéirdessats, dvs. Sats [T.5] p& si-
dan 228]i boken.

Sats [7.5l Antag att funktionen f dr kontinuerlig pd det kompakta
och baguvis sammanhdngande omrddet D, och ldt (D) beteckna arean
av D. Da finns det (minst) en punkt (£,n) € D sadan att

ffo(x,y)dxdy =f(&,muD).

Bevis. Eftersom f dr kontinuerlig p4 D s antar f enligt Sats [3.1] ett minsta
véarde m respektive ett storsta viarde M i omradet; det giller alltsa att

m<f(x,y)sM for alla (x,y)€ D.
Enligt (Z.14) bevaras olikheter vid integration, sa vi far

mu(D)sz mdxdysff f(x,y)dxdysff Mdxdy = Mu(D).
D D D

Division med p(D) ger

msﬁffo(x,y)dxdysM. (I.5)
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Kontinuiteten innebéir, som en f6ljd av Sats[3.2] att f antar alla virden mellan
m och M i D, speciellt antas mellanledet i (L5). Det existerar dirfor en punkt
(&,m) € D sadan att

FEm) = —— f fx,y)dady, dvs. f fx,y)dxdy = FE D).

(D)

Satsen dr darmed bevisad. O

Nollmangder

Vi ndmner i boken att varje kontinuerlig funktionskurva y = f(x) (pa ett
kompakt intervall) 4r en nollméngd, och att detsamma géiller varje kur-
va som definieras enligt Definition pa sidan Dessa pastaenden
kommer nu att bevisas.

Vi paminner forst om att en att nollméngd i planet 4r en méngd som
kan overtédckas med en foljd av (axelparallella) rektanglar med en god-
tyckligt liten sammanlagd area. Som vi kommer att se i de tva féljande
bevisen sa kan de ovan ndmnda kurvorna overtéickas med ett dndligt an-
tal rektanglar.

Sats I.1. Antag att funktionen f av typen R — R dr kontinuerlig pa det
kompakta intervallet [a,bl. Dd dr funktionskurvan y=f(x), a <x <b,
en nollmdngd.

Bevis. Vi skall visa att vi for varje € > 0 kan évertéicka kurvan med rektanglar
med sammanlagd area < e. Aven i det endimensionella fallet s& #r en konti-
nuerlig funktion pa en kompakt mingd (t.ex. ett kompakt intervall) likformigt
kontinuerlig, s& det finns i analogi med (I.I) pa sidan[dlett tal § > 0 sddant att

[f(x1) = fx2)l <

< for alla x1,x2 € [a,b] sddana att |x1 —x2| <d. (1.6)
2(b-a)

Vi véljer nu en indelning a =x¢ <x1 <...<x, =b av [a,b] sddan att lingden
av det langsta delintervallet 4r mindre &#n 6. Det giller d4 enligt (L) att funk-
tionsvirdena pa varje delintervall skiljer sig 4t med mindre 4n m. For varje
delintervall [x;_1,x;] kan vi darfor ticka motsvarande del av funktionskurvan
med en rektangel med bas x; —x;_1 och hojd 2(b V1 far da en 6vertackning av
kurvan med éndligt manga rektanglar, med sammanlagt area

n

€
gl 2(b—a)(xk —Xp-1)= 2(b— ) &

Zu 1) = (b —a)——

2(b a)

vilket avslutar beviset av satsen O
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Som vi ndmnt pa sidan 211 i boken sa menar vi i allménhet, da vi
talar om en kurva, en styckvis reguljar kurva. Eftersom en styckvis re-
guljar kurva bestar av ett dndligt antal reguljiara kurvstycken sa réicker
det, for att bevisa att denna &r en nollméngd, att visa att varje reguljart
kurvstycke (se Definition pa sidan ar en nollméngd. (En union
av ett dndligt antal nollméingder 4r en nollméngd.)

Sats 1.2. Varje reguljart kurvstycke y i planet dr en nollmdangd.

Bevis. Vi skall visa att det for varje € > 0 gér att évertidcka y med rektanglar
med sammanlagd area < ¢. Antag att r(¢) = (r1(¢),r2(2)), t € [a,b], ar en reguljar
parametriserning av y. Enligt Definition péa sidan 210]i boken &r r deriver-
bar pa [a,b] med kontinuerlig derivata, sa speciellt giller det att | och ry, &r
kontinuerliga pa [a,b]. Dessa derivator dr darfor begriansade pa det kompakta
intervallet [a,b] (de antar ett storsta och ett minsta virde); lat K vara ett tal
sadant att | () <K och |ry(¢)| < K for alla t € [a,b].
Antag nu att n ir ett heltal som uppfyller att

4K?(b - a)?
> —
&

) T.7)

ochlata =t9 <t1 <...<t, =b vara en indelning av [a,b] i n stycken lika langa
delintervall, dvs. delintervall med lédngd (b —a)/n. For varje delintervall [£;_1,¢]
géller det enligt medelvéirdessatsen (se Sats 10.7 i boken Endimensionell analys)
att

ritp)—ri@® =ri -t (t<é<ty)  forallatelty_1,t],

och detta leder till att

Ir1(tR) —ri@] = [P O, - < K(tp —tp-1) =K

Varje funktionsvirde r1(¢), ¢ € [¢5_1,t%], skiljer sig alltsa fran
r1(tz) med mindre 4n K(b — a)/n, vilket innebar att samtliga
kurvans x-koordinater ri(¢), t € [¢;_1,t%], ryms inom ett av-
stand 2K (b—a)/n. Med samma argument ser vi, utgaende fran
ro(tr), att detsamma géller y-koordinaterna ro(?), t € [tp—1,¢k) | ¢ i4y 1oy 1»
Om y;, betecknar den del av y som motsvarar parameterinter- ——————
vallet [£_1,tz] sa foljer darfor att y, kan tiackas 6ver med en Eb-o) Kb-a)
kvadrat med sida 2K(b—a)/n, dvs. en kvadrat med area 4K?(b— a)2/n Eftersom
Y bestar av n sddana delar kan nu y 6vertickas med sddana kvadrater med sam-
manlagd area

(r1(tg),ralty)

4K%(b-a)? 4K%b-a)® 4K*(b-a)?
n- = < =
n2 n 4K2(b —a)?/e
dar olikheten foljer av (L7). Detta slutfor beviset av satsen. O
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Vi vet att varje funktion f som ar kontinuerlig pa en rektangel ock-
s &r integrerbar, och vi pastar i boken pa sidan 229 att detta resultat
kan skirpas sa att f endast behover vara kontinuerlig nédstan Gverallt
(och begransad) pa rektangeln, dvs. kontinuerlig 6verallt forutom pa en
nollméangd. For att undvika alltféor manga tekniska detaljer da vi visar
detta sa antar vi dock att en nollméngd ar definierad sa att den, for varje
€ >0, kan overtiackas med ett dndligt antal rektanglar med sammanlagd
area €. (I Definition 7.5 har vi som krav att det skall finnas en foljd av
rektanglar.) Vi har ju precis sett att de kurvor vi kommer att arbeta mest
med kan overtidckas med ett dndligt antal.

Sats 1.3. Om funktionen f dar kontinuerlig ndstan overallt samt be-
grdansad pa den kompakta rektangeln D sa dr f integrerbar pa D.

Bevis. Eftersom f drbegriansad pa D sa finns det ett tal K sadant att |f(x,y)| < K,
dvs. —K < f(x,y) <K, for alla (x,y) € D. Mangden som f ej ar kontinuerlig pa ar
en nollméngd, sa denna kan for varje € > 0 overtdckas med ett dndligt antal
rektanglar med sammanlagd area mindre &n €/4K; lat unionen av en sadan
uppsittning rektanglar betecknas med D’. P4 varje rektangel i 6vertickningen
satter vi nu

D(x,y)=-K och Y(x,y)=K.

Det giller da speciellt att

ffl)"{’(x,y)dxdy—[fD’CD(x,y)dxdy=K;L(D’)—(—K)H(D/):

& £

/
=2Ku(D )<2K4K =5
Vi kan utan problem forutsitta att évertickningen D’ dr 6ppen. Méngden
D\ D' blir d4 sluten, speciellt kompakt, och eftersom f #r kontinuerlig pA D\ D’
sa blir f &ven likformigt kontinuerlig. Med samma princip som i beviset av
Sats[7.2]i bérjan av detta kapitel kan vi diarfér utvidga ® och ¥ ovan till “trapp-
funktioner” pad D \ D', sddana att

f W(x,y)dxdy - f f O(x,y)dxdy = =.
D\D’ D\D’ 2

(Har 4r inte D\ D’ en rektangel, men vi kan géra en indelning av D \ D’ i rek-
tanglar av godtyckligt liten area.) Funktionerna ® och ¥ kan nu ses som trapp-
funktioner pa hela rektangeln D, och vi far till slut
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ff ‘I’(x,y)dxdy—ff O(x,y)dxdy =
D D

sz ‘I’(x,y)dxdy—ff D(x,y)dxdy +f ‘I’(x,y)dxdy—ff D(x,y)dxdy <
D’ D’ D\D' D\D’

£ £
<-+-=¢.
2 2

Detta ar, for ett godtyckligt € > 0, precis definitionen av att f &4r integrerbar
pa D, sa vi konstaterar att satsen ar bevisad. O

Slutligen bevisar vi Sats som siger att en foljd av Riemann-
summor konvergerar mot motsvarande integral. Vi pAminner om att en
Riemannsumma till en funktion f av typen R? — R pa ett omrade D &r
en summa pa formen

Y FCrmp)uDy),
k=1

dar D1,Dag,...,D, dr en indelning av D, och ({,n3) € Dy, for varje k.

Sats [7.10l Antag att f dr kontinuerlig pd det kompakta omrddet D,
och att

Y FCrmidu(Dy)
k=1

ar Riemannsummortill f pa D (for olika indelningar). Da géller det att

Zf(fk,nk)ll(Dk) - f/ fx,v)dxdy
k=1 D

ndr indelningarnas finhet gar mot noll.

Vi kommer &ven i beviset av denna sats att till viss del anvinda samma
metod som i beviset av Sats[7.2]

Bevis. Vi skall visa att det for ett godtyckligt tal € > 0 giller att

<é&

FCr,np)uDr)— || flx,y)dxdy
kgi ks Tk k ffo

om bara indelningen av D &r tillrdckligt fin. Valj darfor aterigen ett tal § > 0
som uppfyller péa sidan [Il Eftersom indelningarnas finhet gar mot noll sa
kommer vi s& smaningom att ha en indelning med finhet < §, dvs. diametern av
varje omrade Dj, i indelningen kommer att vara mindre 4n 6. Speciellt kommer
da avstandet mellan varje par av punkter i Dy att vara mindre 4n 6.
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For en sadan indelning tar vi fram tal M} och mj, samt skapar funktioner
® och V¥ enligt samma princip som i beviset av Sats [7.2] (Vi far hér en typ av
trappfunktioner pa D, dock i allménhet ej definierade med hjéalp av rektang-
lar.) Eftersom (¢,n3) € Dy, sa géller det att my, < f(&x,n) < M}, for varje k, och
saklart dven att

mp (D) < f(Er,mp) (D) < Mpu(Dy). (I1.8)

Vi har exempelvis att

ff (D(x,y)dxdysz mkdxdyzmkff ldxdy =mpu(Dy),
D, D), D,

och saledes att
n n
ff D(x,y)dxdy = Z ff D(x,y)dxdy = Z mpu(Dp).
D k=1J4Dp, k=1

Pa motsvarande sitt &r [[7,W(x,y)dxdy = Y.} _; My p(Dy), sé vi kan med hjélp av
(L.8) dra slutsatsen att

ff D(x,y)dxdy < Zf(ék,nk)u(Dk)sff Y(x,y)dxdy.
D k=1 D

Eftersom det samtidigt géller att

ff Ox, y)dxdy < ff Flx,y)dxdy < ff W(x,y)dxdy
D D D

sa far vi slutligen

Sff ‘I’(x,y)dxdy—ff D(x,y)dxdy <e,
D D

dir den sista olikheten f6ljer pa samma sétt som i beviset av Sats O

fCuDp)— || fx,y)dxdy
e,




