Kapitel B

Bevis av Sats 5.3

I detta kapitel bevisar vi Sats[5.3] pa sidan 15711 boken; det resultat som
knyter ihop en stationir punkts karaktiar med motsvarande kvadratiska
forms karaktér.

Vi paminner forst om att vi ur Taylorutvecklingen

fla+hb+k)=f(a,b)+fia,bh +f;(a,b)k+
+3(Fila, R +2fL (@, DRk + £} (a,BIE?) + (B + kP *B(h, k),
plockade ut den kvadratiska formen

Q(h,k) = fli(a,bh® + 2. (a,b)hk + £} (a, bIk>.

Om (a,b) &r en stationédr punkt, dvs. om f,(a,b) = f(a,b) = 0, sa giller
det alltsa att

fla+h,b+k)-fla,b)=1Qh,k)+(n%+k2*?B(h,k). (B.1)

I boken argumenterade vi for att resttermen (A2 + £2)*2B(h, k) &r sa li-
ten da (h,k) ar litet att det blir den kvadratiska formen som bestammer
tecknet pa differensen f(a + h,b+k)— f(a,b), och dirmed hur funktions-
viardena néra punkten (a, b) ar relaterade till vardet f(a,b).

Vi skall nu presentera ett strikt bevis for att den kvadratiska formens
uppforande bestimmer en stationir punkts karaktér, och bérjar med f6l-
jande resultat.

Hjalpsats B.1. Antag att den kvadratiska formen Q(h,k) dr positivt
definit. Da finns det ett tal ¢ >0 sddant att

Qh,k)=c(h®+Ek?) (B.2)

for alla (h,k).
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Bevis. D& (h,k) =(0,0) s& ar bade Q(h,k) och c(h? + k2) lika med noll, och
ar uppfylld. Vi kan darfor i fortsattningen anta att (h,k) # (0,0).

Den kvadratiska formen Q(h,k) dr en polynomfunktion i de tva variabler-
na h och &, och dr siledes kontinuerlig. Enligt Sats [3.1] antar déirfor Q(h,k) ett
storsta och ett minsta virde pa varje kompakt mangd. Vi studerar nu enhetscir-
keln, betecknad D. Denna méngd dr kompakt, sa Q(h, k) antar ett minsta virde
¢ pa D. Eftersom Q(h,k) ar positivt definit, dvs. Q(k,k) > 0 for alla (h,k) # (0,0),
sd méaste ¢ > 0. For alla (h,%) pa enhetscirkeln, dvs. alla (h,%k) med VA2 +£2=1,
géiller det alltsa att

Q(h,k)=c>0. (B.3)

En godtycklig punkt (%,%) ligger pa avstandet VA2 + k2 fran origo, s& med
t =1/Vh2 + k2 giller det att punkten
1
(th,th) = t(h, k) = ———(h, k)
VA2 + k2

ligger pa enhetscirkeln. Vi noterar dessutom att

Q(th,tk) = f1.(a,b)(th)* + 2f. (a,b)thtk + f,, (a,b)(tk)* =

¥y

20 plt 2 " " 2 2 (B.4)

=t (fyx(@,0)h” +2f (a,b)hk + £, (a,b)k") = t“Q(h, k).
Enligt (B.3) galler det dérfor att
£*Q(h,k) = Q(th,tk) = c,
eller omskrivet,
Q(h,k) = c(h? + £?).

Detta slutfor beviset av hjilpsatsen. O

Vi ar nu redo att bevisa huvudresultatet.

Sats 5.3l Antag att (a,b) dr en stationdr punkt till f, och att Q(h,k)
ar den kvadratiska formen av f i (a,b). Da galler foljande:

Om Q(h,k) dr positivt definit sa har f ett lokalt minimum i (a,b).
Om Q(h,k) dr negativt definit sa har f ett lokalt maximum i (a,b).

Om Q(h,k) dr indefinit sa har f en sadelpunkt i (a,b).

I fallet da Q(h,k) dr semidefinit sd kan vi inte dra ndgon slutsats om
punktens karaktar.




Bevis. Vi borjar med fallet att Q(h,k) dr positivt definit. DA finns det enligt
hjilpsatsen ett tal ¢ > 0 sadant att Q(h,k) = c(h? + k2), och med hjilp av Taylor-
utvecklingen (B.I) far vi

fla+h,b+k)-f(a,b) = 1Q(h,k)+(h* + k*)*2B(h,k) =
(B.5)
> Le(h? +B2) + (A2 + E2)P2B(h,k) = (B® + k?)(Lc + VA2 + k2B(h, k).

Eftersom B(h,k) ar begransad néra (0,0) sa géller det for tillrdackligt sma (h,k)
att
| VA2 k2B(,B)| < b,

och séledes att %c +Vh2+E2B(h,k) > 0. Fran drar vi darfor slutsatsen att
fla+h,b+k)—f(a,b) >0 for sma (h,k) #(0,0), dvs. att f(a,b) < f(a+h,b+Ek).
Men detta innebér precis att f har ett stringt lokalt minimum i (a,b), sa vi ar
klara med vart forsta fall.

I fallet da den kvadratiska formen till f 4r negativt definit sa studerar vi
funktionen g = —f med omvint tecken. Eftersom exempelvis g/.(a,b) = —f.(a,b)
och f).(a,b) = —g'.(a,b) sa ser vi att punkten (a,b) &r en stationdr punkt &ven
till g, och vi inser att en negativt kvadratisk form till f i (a,b) ger en posi-
tiv kvadratisk form till g. Enligt foregaende fall giller det darfor att g har ett
strangt lokalt minimum i (a,b), och detta innebér i sin tur att f har ett strangt
lokalt maximum i (a, b).

For en indefinit form @Q(h,k) sa finns det en punkt (hi1,k1) séddan att
Q(h1,k1) >0, och en punkt (he,k2) sddan att Q(hg,ks) < 0. Vi studerar nu punk-
terna (th1,tk1) och (the,tks) for en parameter ¢. Vi har exempelvis att

)3/2

fla+thy,b+tk1)-f(a,b) = $Q(thy,thk1)+ ((th1)? + (tk1)?)"“B(thy,th1) =

= 3°Qh1, k) + (R + KD B(thy th1) = (B.6)
=2 (3Q(h1,k1) + (B + k)P B(thy, thy)),

dar vi aterigen anvént (B.4). For alla tillrackligt sma virden pa ¢ giller det att
|t8? + R Bthy, thy)| < [3QA1, k), (B.7)

och eftersom Q(h1,k1) > 0 si ger (B.6) att f(a +th1,b+tk1)—f(a,b) >0, dvs.
att f(a +th1,b+tk1) > f(a,b). Aven for punkten (ho,ks) giller for tillrackligt
smé t en motsvarighet till (B.7), och eftersom Q(hg,k3) < 0 si ser vi nu frén
att f(a+tha,b+tks)—f(a,b) <0, eller f(a+the,b+tks) < f(a,b). Samman-
fattningsvis sa kan vi alltsa godtyckligt nidra punkten (a,b) hitta punkter med
funktionsviarden bade stérre och mindre an f(a,b). Detta visar att (a,b) 4r en
sadelpunkt.
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Vi visar avslutningsvis att man inte kan dra nagon slutsats i fallet da Q (%, k)
ar semidefinit genom att studera tva exempel: Funktionerna f(x,y) = x2 + y*
och g(x,y) = %2 — y* har bada origo som stationdr punkt, och den kvadratiska
formen &r dér i bada fallen Q(h,k) = A2, vilken &r positivt semidefinit. Eftersom
£(0,0) =0 men f(x,y) >0 da (x,y) #(0,0) sa har f ett strangt lokalt maximum i
origo. Samtidigt giller det att g(x,y) > 0 i alla punkter (x,0) utanfér origo, och
g(x,y) <01 alla punkter (0, y) utanfor origo, sa origo &r en sadelpunkt for g. Den
stationdra punkten origo har alltsa olika karaktar for vara tva funktioner, vilket
avslutar beviset av satsen. O

Vi ser ocksa av beviset att vi kan skédrpa de tva forsta pastdendena i
satsen, och sédga att f har ett strdngt lokalt minimum i (a,b), respektive
ett strdangt lokalt maximum.
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