Konvexitet

En funktionsgraf, som inte ir en réat linje, bojer ofta av at ett bestamt hall
1 ett visst intervall. For en funktion som dr deriverbar tva ganger kan man
med hjalp av andraderivatan ta reda pa om grafen buktar uppat eller nedat.
Vi talar om konkava respektive konvexa funktioner och borjar med att stu-
dera nedanstaende funktionsgraf.

YA

2 y=f

Figur 1. Funktionsgrafen y = f(x).

For varje par av x, och x, med x, < x, i intervallet [a,b] ligger kurvan y = f(x)
under det réta linjestycket (kordan) mellan punkten P, : (x,, f(x;)) och punk-
ten P, : (xz, f (xz)). Vi sdger att funktionen f &r strdangt konvex i intervallet.

For varje par av x; och x, med x; < x, i intervallet [c,d] ligger kurvan y = f(x)
over det réita linjestycket (kordan) mellan punkten Py : (x;, f(x;)) och punkten
P,: (x4, f (x4)). Vi sdger att funktionen f &r strdangt konkav i intervallet.

Man inser att en funktion f &r striangt konkav om och endast om —f &r
strangt konvex i ett visst intervall.

Punkten X har egenskapen att det finns ett intervall med X som hoger dnd-
punkt, dar f ar strangt konvex, och ett intervall med X som vénster adnd-
punkt, dar f ar striangt konkav. Vi sidger att X ar en inflexionspunkt. Om
andringen ar fran strangt konkav till strangt konvex i punkten X, sa ar X
ocksa en inflexionspunkt. Aven motsvarande punkt pa grafen kan kallas en
inflexionspunkt.
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Exempel 1. I detta exempel visar vi att funktionen f(x) = x2 &r striangt kon-
vex i R och att funktionen g(x) = —x? ar stréngt konkav i R.
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Figur 2. Funktionerna y = f(x) och y = g(x).

Vi borjar med att visa att f dr strangt konvex. Vi maste da visa att funk-
tionskurvan ligger under kordan (P;,P,) i det godtyckliga intervallet (x,,x,),
dar x, < x,. Kordans lutning ar

xZ—x (a2, — xy) e
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x2 - x1 .’XJZ - xl
En ekvation for kordan ar darfor
y=y, = x? + (205 + 20 )(x — x1).
Att funktionskurvan y = yr = x2 ligger under kordan #r ekvivalent med att

differensen yj, — yy 4r positiv for x, <x < x,. En berdkning ger

Ve =Y =22+ (2 + 20— x,) — 2% = 1% — 1%+ (20, +20,)(x —x,) =

= (2 +20)(x; — %) + (o0, + 20 — 27) = =27 + 20)(x — 1) + (x5 + 2 (2 — 1)

=(x—x)(—x;,—x+x,+x,) = (x—x,)(x, —x) >0,

darfor att x; < x < x,.

Att funktionen g(x) = —x2 dr striangt konkav i R kan visas p4 motsvarande
satt. Man kan alternativt anvidnda att g ar stréangt konkav om och endast
om —g = f ar stringt konvex.

Slutligen ger vi ett exempel pa en funktion som har en inflexionspunkt. Satt
fx)= xz, x=0
h(x) = 9
glx)=—-x*, x<0.
Enligt bérjan av exemplet &r f strangt konvex i R och ddrmed &ven i interval-

let x = 0. Pa samma sitt 4r g striangt konkav i intervallet x < 0. Det innebér
att x = 0 ar en inflexionspunkt. O
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y = h(x)
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Figur 3. Funktionen y = A(x) har inflexionspunkten x = 0.

For en deriverbar, strangt konvex funktion kan man bevisa att tangentens
lutning i punkten (x, f(x)) 6kar, d& x véxer. Det innebér att f/(x) 4r en stringt
véaxande funktion. Se figur 4.
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Figur 4. For en konvex funktion 6kar tangentlutningen med x.

Omvint kan man bevisa att om f'(x) 4r en stringt vixande funktion i ett
intervall, sa ar f strangt konvex i intervallet.

Motsvarande giller for en striangt konkav funktion. For en striangt konkav
funktion minskar tangentlutningen, da x vaxer.

Om f &r tva ganger deriverbar, kommer tecknet for f£”(x) att bestimma hur
f'(x) véixer och avtar. Det beror pa att f”(x) &r derivatan av f'(x). Vi far direkt
foljande sats.

Sats 1. Antag att funktionen f 4r tva ganger deriverbar i ett intervall I.
Om f"(x) > 01 I, si &r f stringt konvex i I. Om f"(x) <011, si &r f
strangt konkavi I.

Av satsen foljer direkt féljande sats om inflexionspunkter.



Konvexitet 4

Sats 2. Om f &4r tvd ganger deriverbar, och f”(x) har teckenvixlingen
+0— eller —0+ i en punkt X, sa ar X en inflexionspunkt.

Satserna anvéinds i nésta uppgift.

Uppgift 2. Sitt f(x) = x® — 3x, x € R. Bestdm alla lokala maximi- och mini-
mipunkter och inflexionspunkter till f och rita grafen. Ange ocksa storsta
mojliga intervall, dir f ar strangt konvex respektive strangt konkav.

Losning: Vi bestdammer f/(x) och f”(x) samt deras nollstillen och far

Fl(x)=8x2-8=3x?-1)=3(x+1)x-1)=0 < x=-lellerx=1
f'x)=6x=0 < x=0.

I teckenschemat nedan ldgger vi till en rad for f”(x) och tar med andraderi-
vatans nollstélle i den 6versta raden.

x -1 0 1
x+1 |- 0 + + + + +
x-1|\- - - - - 0 +
ffa) |+ 0 - - - 0 +
fo |/ 2 N 0 N\ -2 /
'y |+ + + 0 - - -

Av teckenschemat drar vi slutsatser och far direkt svaret.

Svar: x = —1 ar en lokal maximipunkt, x = 1 4r en lokal minimipunkt. Vidare
ar x = 0 &ar en inflexionspunkt. Storsta mojliga intervall, dar f ar stringt
konvex, dr x < 0. Storsta mojliga intervall, dar f ar striangt konkav, ar x = 0.0

'y =f)

Figur 5. Grafen till f(x) = x® — 3x.
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Ovningar

1 Bevisa med hjilp av andraderivatans tecken att funktionen

a) fi(x)=e" ar konvex iR b) f.(x)=Inx ar konkavix >0

2 Bestdm alla inflexionspunkter for funktionen

a) filx)=x%-3x2+1 b) f.(x)=2arctanx —x
1 «8
) filw)=g— d) filx)= 21

Jamfor garna med 6vningarna 11.5 och 11.11.
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Svar

1 Resultaten ges av foljande riakningar:

1
a) f/(x)=e*>0iR b) f/(x)=-=<0ix>0
X

2 a) x=1 b) x=0 ¢c) x=0 d) x=0



