Kapitel S

Mer om serier

I detta kapitel skall vi fortsatta att studera serier, ett begrepp som intro-
ducerades i Kapitel[@.5]i boken, framforallt ska vi bevisa ett antal konver-
genskriterier. Mycket kommer att vara bekant fran teorin for generalise-
rade integraler i Kapitel 13.6]1 boken, och vi kommer ocksa att utnyttja
sambandet mellan serier och sddana integraler fran Kapitel [13.7]

S.1 Serier

Vi paminner om att en serie
oo
2 a
k=0

definieras utifrdn en talfoljd (ar)g’. Serien, som formellt &r foljden av
delsummor

n
Sn=) ag,
k=0

kallas konvergent om denna 6ljd (s,)7° har ett (4ndligt) gréansvérde da
n — oo; detta gransvirde kallas seriens summa. Som vi konstaterade pa
sidan [202]i boken s& maste da termerna a; — 0 da & — oco. Vi borjar med
att bevisa detta pastaende.

Sats S.1. Om serien }.57 ay Gr konvergent s géller det att

ap—0 da k — oo.
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Bevis. Antag att seriens summa dr A, dvs. att lim, .S, = A. Vi har d4 att

n n—1
anzz%—Zak:sn—sn_l—»A—A:O da n — oco. O
k=0 k=0

Exempel S.1. Vi kan nu direkt konstatera att exempelvis serien } .77 | %

ar divergent, eftersom

k
lim —— =1#0. O
kLoo kE+1 7
En intressant notering dr att en mot- y_= f (x_)

svarighet till Sats[S.I]inte giller for (gene-
raliserade) integraler; fé’o f(x)dx kan vara
konvergent trots att f(x) inte gdr mot 0 da
x — oo. Vi kan exempelvis lata f vara sadan att omradet under grafen
bestar av aterkommande staplar som smalnar av tillriackligt snabbt for
att den sammanlagda arean skall tolkas som &dndlig. Om lim,_ o, f(x) ex-
isterar s4 maste gransviardet dock vara 0.

Omvindningen till Sats ar inte sann; det kravs dven att termer-
na gar mot noll tillrackligt fort for att serien skall vara konvergent. Vi
har sett i Exempel att serien Y, _, \/LE dr divergent, trots att ter-

merna a;, = 1/v'% gar mot 0. Divergensen av denna hinger samman med
divergensen av motsvarande generaliserad integral. Vi repeterar resul-
tatet som detta bygger pa (Sats[13.14]i boken).

D
>

Sats S.2 (Cauchys integralkriterium). Antag att funktionen f(x) dr
positiv och avtagande for x = 1, samt integrerbar pa [1,X] for varje
X > 1. Da ar serien och den generaliserade integralen

OZO: f (k) respektive foof(x)dx
k=1 1

antingen bdada konvergenta eller bada divergenta.

Som vi konstaterade i Anmirkning[13.6/kan vi éversétta ett antal re-
sultat som giller for generaliserade integraler sa att de i stéllet géller for
serier. Vi formulerar nu "serieversionerna” av Sats och Sats[13.12]i
boken:
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Sats S.3. Antag att 0 <ayp < by, for alla k =0. Da gdiller:

o0 o0
(1) b, konvergent = Z ap konvergent,
k=0 k=0
o0 o0
2) ap divergent = ) by, divergent.
k=0 k=0

Notera att vi kan byta ut villkoret 2 = 0 mot % = &, for nagot heltal k.

Sats S.4. Antag att foljderna (ar)g’ och (by)y dr positiva. Om
. Qg
lim —=A#0
im b #

k—oo Op

(A dndligt) sa dr serierna

Z ap och Z by,
k=0 k=0

antingen bdada konvergenta eller bada divergenta.

I fallet d& (ar)y” och (b)7° dr avtagande foljer resultaten i satserna di-
rekt av Cauchys integralkriterium tillsammans med just Sats och
Sats [13.12l Vi kan ocksé bevisa Sats och Sats (for godtyckliga
positiva foljder) genom att i stort sett kopiera bevisen for Sats re-
spektive Sats[13.12t utfor gérna detta som 6vning.

Vi har for serier ocksé en motsvarighet till del (1) i Sats [I3.17}

Sats S.5. o 1

Z — konvergent = a>1.
ka

k=1

Om a > 0 sa &r foljden (1/%)]° avtagande, och satsen foljer av Cauchys
integralkriterium tillsammans med Sats[I3.11] For ovriga a gar inte ter-
merna mot 0, och Sats[S.Iger da att serien &r divergent.

Vi atervinder for ett ogonblick till den geometriska serien 377 «* pa
sidan [203]1 boken, och paAminner om féljande resultat:
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X 1
Z x* &r konvergent med summan 1= precisda —1<x<1.
k=0 -

For termerna aj, = x* i denna serie giller det att

k+1
Ap+1 X

k
YVar = Vak =x, och dven att -
ap x

=x, (S.1)

i det forsta fallet da kvoten x &r positiv. Det ar ibland anviandbart att
jamfora en allméin serie med den geometriska, genom att undersoka ut-
trycken i (S.1). Vi studerar darfor nu tva konvergenskriterier dér just
{/ay, respektive a,1/a) anvinds.

Sats S.6 (Cauchys rotkriterium). Antag att ap, = 0 for alla k, och att
gransvdrdet

lim {/ap=A

k—o00

existerar (indligt). Dd dar serien

o0
Z ap konvergent om A <1 och divergent om A > 1.
k=0

Bevis. Antag forst att A < 1, och vilj ett B sddant att A < B < 1. Att grénsvirdet
existerar innebar att {/aj, s smaningom kommer godtyckligt néra A; speciellt
finns det ett heltal kg sadant att {/a;, <B da k& > k. Det géller att

0<l{ar<B o  0<a;<B"
och eftersom 0 < B <1 ger att ZZ"ZOBk ar konvergent sa foljer det nu av Sats[S.3]
att dven serien Y77 ja; &r konvergent.
I fallet A >1 sa far vi att

\k/ak > 1, dvs. ap > 1, da k> k()

for ndgot k. I detta fall gir alltsd inte termerna mot 0, och }.77 ja,, 4r divergent
enligt Sats O
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Sats S.7 (d’Alemberts kvotkriterium). Antag att ap, = 0 for alla k, och

att gransvdrdet
. Qp+1
lim

k—oo Qp

=A

existerar (indligt). Dd dar serien

o0
Z ap konvergent om A <1 och divergent om A > 1.
k=0

Bevis. Vi antar forst att A < 1, och viljer igen ett B siddant att A <B < 1. Nu
finns det ett k¢ sadant att

Qr+1
ap

<B, dvs. ar+1 <Bak, dék>k0.

Upprepad anvandning av den andra olikheten ger, for & > kg, att
ap <Baj_1<B%aj_g<...<B""q, =BtB g, =C-B

med konstanten C = B~ koako Eftersom Z°° C-Bf = CZOO B* ar konvergent
ger nu Sats[S.3|att aven Y.9°  ay, ar konvergent
I fallet A > 1 sa far vi att

ar+1
ar

>1, dvs. ar+1 > ag, dék>k0

for nagot ko. Speciellt ser vi att termerna inte gar mot noll, och divergensen
foljer av Sats O

Exempel S.2. Vi undersoker nu konvergensen av } 32 | & (%)k. Eftersom

termerna innehaller exponenten %2 s provar vi om rotkriteriet gar att
tillampa. Vi berdknar gransvardet

k| k 1
hm YVap = hm k(2k 1) —kl_glo\/_m: ~§<1.

Har har vi anvéant att
erlnkl/kze%aeozl da k — oo. (S.2)

Serien #r alltsi konvergent enligt Sats[S.6]. O
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Kvotkriteriet 4r lampligt att anvinda da termerna innehaller fakul-
teter av summationsindex:

Exempel S.3. Serien } .77 % ar konvergent for alla viarden pa x. Detta
foljer av Sats eftersom det for varje fixt x giller att

Wt _ B X s h o
ar x* k+1 '
k!

Om du last Kapitel 11.3]sa vet du nog att serien konvergerar mot e¢*. [
Observera att Sats och Sats inte ger nagon vigledning da

gransvirdet A édr lika med 1. Fér serierna 377 % och 3 2° k—lz Ar respek-
tive gransvirde 1, bade da vi forsoker tillampa rotkriteriet (anviand me-
toden i for gransviardesberdkningen) och kvotkriteriet, men enligt
Sats ar den forsta av dessa serier divergent medan den andra &r kon-
vergent.

De konvergenskriterier vi sett hittills géaller endast for positiva serier,
dvs. serier med icke-negativa termer. Precis som for generaliserade inte-
graler sé séger vi att serien }.77 jaj, &r absolutkonvergent om Y77 (lag| ar

konvergent, och vi har ocksé en motsvarighet till Sats [13.13li boken:

Sats S.8. Varje absolutkonvergent serie dr konvergent.

Satsen kan bevisas genom att direkt éversitta beviset av Sats sa
vi avstar fran detta. Vi sdger ocksa att en serie ar betingat konvergent om
den &r konvergent men ej absolutkonvergent.

Exempel S.4. Vi har i Exempel 11.12]sett att

=In2. (8.3

Men samtidigt ar

divergent enligt Sats Serien i (S.3) dr alltsa ett exempel pa en beting-
at konvergent serie. O



S.1. Serier 7

Serien i ar en alternerande serie, dvs. en serie ddr varannan term
ar positiv och varannan negativ. For en sadan serie &r det ett tillrackligt
villkor for konvergens att termerna gar mot noll, om de samtidigt har
avtagande absolutbelopp. Detta &dr innehallet i foljande sats.

Sats S.9 (Leibniz’ kriterium). Antag att 337 | a dr en alternerande
serie. Om

laps1l < lagl och lim ap =0
k—o0

sa dr serien konvergent.

Som tidigare racker det att olikheten géller for alla k& stérre 4n nagot k.
Det ar inte svart att 6vertyga sig om att resultatet i satsen ar sant
genom att rita en figur:

A NSI o |
A
E] LIS )

4 -~

Eftersom termerna har alternerande tecken, avtagande absolutbelopp
och gar mot noll s4 kommer delsummornas virde att svinga in mot se-
riens summa. Overtyga dig ocks4, genom att studera figuren, om att fol-
jande feluppskattning giller: Om serien ir konvergent med summa A sa
géller det for en approximation med den n:te delsumman s, att

|A _sn| = |an+l|-

Vi ger nu dven ett strikt bevis for satsen.

Bevis av Sats[S.9] Antag att den forsta termen a; ér positiv. Vi infor beteck-
ningen cj = |ap|, och studerar delsummor med ett jamnt antal termer:

2n
Son = ap=aj1+tagt+agtag+...+tagy-1+ag, =
k=1

=C1—C2+C3—C4+...+Copn-1—C2n =(Cl—02)+(C3—C4)+...+(02n_1—02n).
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Eftersom termerna har avtagande absolutbelopp sa 4r differensen i varje paren-
tes positiv, och vi ser att foljden (sg,){° 4r véixande. Genom att i stillet gruppera
termerna enligt

son =c1—(ca—c3)—(cs—c5)—...—(can—2—Can_1)—C2p

sa ser vi att foljden 4r uppat begriansad av c;. Da varje vixande uppat begransad
talfoljd har{g ett gransvirde s existerar lim, ., s9, = A.

For att studera delsummor sg,.1 med ett udda antal termer sa skriver vi
Son+1 = Son + @gn+1. Eftersom termerna gar mot O far vi dven hér att

lim son+1 = lim s9, + lim a9,,1=A+0=A.
n—oo n—oo n—oo
Sammantaget ger{g detta att serien Y77, aj &r konvergent med summan A. [

Vi avslutar med nagra korta kommentarer. Som vi ndmnt pa sidan[330]
i boken sa kan varje summa ses som arean under en trappfunktion, dér
varje term aj; motsvaras av en stapel med héjd az och bredd 1. Jamforel-
sen dr ocksa rimlig for serier, om vi tillater oss odndligt manga staplar.
Att en serie dr absolutkonvergent innebér da att summan av alla stape-
lareor kan tolkas som &ndlig. I en betingat konvergent serie dr den totala
arean oédndlig, men de olika stapelareorna, raknade med tecken, "tar ut
varandra” sa att resultatet blir andligt.

Man kan visa att det for en absolutkonvergent serie inte har nagon
betydelse i vilken ordning man viljer att summera termerna; man far
alltid samma summa. For en betingat konvergent serie ar det daremot
vasentligt i vilken ordning termerna star. Det ar till och med s& att vi kan
omordna termerna i en betingat konvergent serie sa att den resulterande
serien konvergerar mot en godtyckligt given summa, eller divergerar mot
+00 eller —oco. Detta resultat kallas ibland Riemanns omordningssats.

18e Sats i ”Mer om reella tal och kontinuitet” hiar i ndtmaterialet.
2Har méste man egentligen ga tillbaka pa grinsvéirdesdefinitionen, ndgot vi avstar fran.



