Kapitel R

Mer om reella tal och
kontinuitet

I detta kapitel formulerar vi ett av de reella talens grundliggande axiom,
axiomet om ovre grdns, och studerar nagra konsekvenser av detta. Med
dess hjalp kommer vi att kunna visa de satser om kontinuerliga funktio-
ner som Vi i boken ldmnat utan bevis. Vi definierar vidare ett starkare
kontinuitetsbegrepp, likformig kontinuitet, vilket gor att vi kan fylla i
nagra luckor i bokens framstillning av integraler.

R.1 Ovre och undre grins

Vi borjar med att definiera nagra begrepp som vi kommer att behova.

Definition R.1 (Ovre och undre begrinsning). Lit A vara en del-
mdngd av de reella talen. Ett tal M som uppfyller

M=x foralla xe A

kallas en ovre begrdansning (eller majorant) till A. Ett tal m som

uppfyller
m<x foralla xe A

kallas en undre begrinsning (eller minorant) till A.

Observera att en 6vre eller undre begriansning inte behover existera; t.ex.
méngden R har varken eller. Notera dven att en 6vre (undre) begriansning
till A existerar precis da A ar uppat (nedat) begriansad.
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Foljande axiom &r en viktig grundsten for analysen.

Axiom (Axiomet om ovre gréans). Varje icke-tom uppat begriansad
mingd av reella tal har en minsta 6vre begransning.

Den minsta 6vre begrinsningen till en médngd A kallas 6vre grans (eller
supremum) till A och betecknas sup A.

Ur axiomet foljer ett motsvarande axiom om undre grins, dvs. att var-
je icke-tom nedat begrinsad méngd B av reella tal har en stérsta undre
begriansning. Denna kallas undre grans (eller infimum) och betecknas
inf B. Att varje nedat begriansad méangd B har en stérsta undre begrins-
ning foljer av att méngden A = {-x;x € B} 4r uppat begrinsad, och det
géller har att inf B = —sup A.

Exempel R.1. For méngderna

A=[0,1], B=[0,1[ och C={1,3,1 1.}

géller det att sup A=sup B=sup C=1, och att infA=infB=infC=0. O

Axiomet om 6vre grans verkar rimligt om vi som brukligt identifierar
de reella talen med punkterna pa en rét linje. Axiomet innebér lite slar-
vigt uttryckt att det inte finns nagot "hal” i den reella tallinjen. Motsva-
rande giller t.ex. inte for médngden av rationella tal; vi har ju irrationella
tal bland de rationella. For de rationella talen giller inte heller nagot
motsvarande axiom om ovre grins.

Det dr mgjligt att, i stéllet for att hanvisa till en rat linje, géra en mer
grundliggande uppbyggnad av de reella talen. Axiomet om 6vre grins
blir d& inget axiom, utan ett resultat som kan bevisas utifran de mer
grundliggande axiom vi i sa fall utgar fran.

Vi kan nu bevisa foljande sats, som vi formulerat och anvant vid ett
par tillfallen i boken.

Sats R.1. Varje vixande uppdt begrinsad funktion f(x) har ett (dind-
ligt) gransvdrde da x — oo.

Bevis. Att f ar uppat begrénsad 4r samma som att virdeméngden Vy har en
ovre begrinsning, si enligt axiomet om Gvre grins existerar

M =sup Vy.
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Vi skall visa att lim,_ f(x) = M, dvs. att det for varje € > 0 finns ett w, sa att
If(x)—M|<e  for allax € Dy sddana att x > w,. (R.1)

Eftersom M ar den minsta 6vre begransningen till Vy méste det finnas ett tal
x0 € Dy sddant att f(xo) > M — ¢, for annars hade M — ¢ varit en mindre 6vre
begriansning. Da f ar vaxande géller det nu att

fx)=f(xg)>M—¢ for alla x >xo (x € Dy).

Eftersom M = sup V; giller det samtidigt att f(x) <M <M +¢ for alla x € Dy.
D4 vi nu har att
M-e<fx)<M+e for alla x > x¢

S& ar uppfylld (med w, = xp), och satsen dr visad. O

Som en f6ljd far vi att dven en funktion f som ar avtagande och nedat
begriansad har ett griansvirde, detta genom att tillampa satsen pa funk-
tionen —f, som da blir vidxande och uppat begréinsad.

Med Sats tillsammans med resultatet i féljande sats kan vi nu
dra slutsatsen att varje vixande funktion har ett gransvirde, egentligt
eller oegentligt.

Sats R.2. Antag att funktionen f dr vixande och ej uppdt begrinsad.
Da gdller det att

lim f(x) = oo.

X—00

Bevis. Lat K vara ett godtyckligt tal. Eftersom f saknar 6vre begransning méis-
te det finnas ett tal xg € D¢ sédant att f(xo)>K. D4 f ar vixande géller det nu att

fx)=f(x0)>K for alla x > xo (x€Dy),
vilket precis betyder att lim,_.o, f(x) = co. O

Vi paAminner om att en talfoljd kan ses som en funktion definierad pa
(en delméngd av) heltalen. Som en direkt konsekvens av Sats [R.1] far vi
darfor foljande resultat.

Sats R.3. Varje vixande uppdt begrinsad talfoljd (x)y har ett (dnd-
ligt) gransvdrde da k — oo.

Motsvarande géller for en avtagande och nedat begrinsad talféljd.
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Genom att studera till exempel foljden (x;)5” = (-1)* sa inser vi att
en begrinsad (dvs. bade uppat och nedat begridnsad) talfoljd inte nod-
vandigtvis har ett gransvirde. Det dr dock intressant att notera att vi
ur varje begriansad oéndli£ talfoljd kan vilja ut en delfoljd som har ett
gransvirde. Detta dr innehallet i en anvandbar sats som kallas Bolzano-
Weierstrass sats.

Sats R.4 (Bolzano-Weierstrass). Varje odndlig begrdnsad talfoljd
(x)y” har en konvergent delfoljd.

Bevis. Eftersom talféljden dr begrinsad kan vi vilja ett kompakt intervall [a1,51]
sa att alla element i foljden ligger i intervallet. Vi véljer ett element x,,, i foljden.
Lat ¢; vara mittpunkten av intervallet [a1,b1] och studera intervallen [a1,c1]
och [c1,b1]. Minst ett av dessa tva intervall maste innehalla oéndligt manga
element. Om detta géller det forsta intervallet sa satter vi ag = aj och by = ¢y,
annars sétter vi ag = ¢1 och bg = b1. Vi har nu alltsa ett nytt intervall [ag,b2]
som innehéller odndligt manga av foljdens element, och vi kan vélja ett heltal
ng >n1 sa att x,, € [ag,b2]. Lat co vara mittpunkten av [ag,b2]. Minst ett av in-
tervallen [ag,c2] och [c2,b2] innehéller oindligt manga element; enligt samma
princip som tidigare doper vi om dndpunkterna sa att detta giller [a3,b3] och
véljer ett element x,, (n3 > ng) i intervallet.

Genom att fortsitta pa detta sétt far vi en svit
[a1,b1]12[ag,b2]1>[as,bs]>...

av intervall, med tillhérande element x,, € [aj,b]. Eftersom vi i varje steg hal-
verar intervallingden géller det att by —a; — 0 dd & — oo. Talféljden (az){°
ar viaxande och uppéat begrinsad (av exempelvis b1), sa enligt Sats [R.1] existe-
rar limy_.,ar = A. Da by —ap — 0 ser vi att dven limy_ ., b, = A. Eftersom
ap < xp, < by, for varje k ger nu instangning (Sats[0.5]i boken) att limj .o x5, =A,
sa (xn,)5-, dr en konvergent delfoljd till var ursprungliga foljd. O

Om vi har en odndlig begriansad talfoljd sa maste det alltsa finnas (minst)
en hopningspunkt som fsljdens punkter kommer godtyckligt nira. Ex-
empelvis har foljden (xz)5° = (- 1)% +% hopningspunkterna —1 och 1 (vilket
ocksé géller foljden (xz)3° = (-1)% ovan).

LEn talfsljd som innehaller ett obegrénsat antal element.
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R.2 Satser om kontinuerliga funktioner

Med resultaten i forra avsnittet till hjalp kan vi nu visa de satser fran
Kapitel@.3]1 boken som vi limnat utan bevis.

Vi paminner forst om definitionen av kontinuitet: Funktionen f séigs
vara kontinuerlig i punkten a om

lim f(x) = f(a),

och vi sdger att f ar kontinuerlig pa intervallet I om (restriktionen av) f
ar kontinuerlig i varje a € I. Vi borjar med att visa satsen om mellanlig-
gande virden, dvs. Sats[0.8i boken; direfter foljer ett bevis av Sats

Sats R.5 (Satsen om mellanliggande virden). Antag att funktionen f
ar kontinuerlig pd det kompakta intervallet [a,b], och att f(a) # f(b).
Da antar f varje virde mellan f(a) och f(b) (minst) en gang i detta
intervall.

Bevis. Lat K vara ett virde mellan f(a) och f(b). Vi skall anvinda en metod
som liknar den i féregdende bevis, och successivt halvera [a,b] for att stdnga in
en punkt dir K maste antas.

Vi antar att f(a) < f(b); fallet f(a) > f(b) behandlas pa motsvarande sétt.
Lat ¢ vara mittpunkten av intervallet [a,b]. Om f(c) = K sa ar vi fardiga och
satsen ar bevisad. I fallet f(c) > K satter vi a; =a och b1 =¢, och om f(¢) <K
sa later vi a1 = ¢ och b1 = b. Vi har nu ett nytt intervall [a1,b1] déar det géller
att f(a1) < K < f(b1). P4 samma sitt later vi ¢; vara mittpunkten av [a1,b1].
Om f(c1) =K ar vi klara, annars later vi ¢; vara en av dndpunkterna i ett nytt
intervall [a2,b2] (den andre dndpunkten dr antingen a; eller 1) dar det giller
att f(ag) <K < f(bg).

Genom att fortsatta pa detta vis far vi antingen f(cz) = K for nagot k, eller
en svit

la,b]>a1,b1]1>[ag,b2]l > [as,b3]> ...

av halverade intervall, med
flap) <K < f(bp) for alla k. R.2)

Precis om i beviset av Sats[R.4]s4 existerar limj;_...az = A, och eftersom &terigen
by —ap — 0 giller det dven att limj,_.., b, = A. Kontinuiteten av f ger nu att

,}H‘;of(“k) = ]elirgf(bk) =f(A).

Olikheten i innebér d& nodviandigtvis att f(A) = K, och eftersoma<A<b
sa ar satsen visad. |
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Sats R.6. Antag att funktionen [ dr kontinuerlig pd det kompakta
intervallet [a,b]. Da antar f ett storsta och ett minsta vdrde i detta
intervall.

Bevis. Vi visar att f antar ett storsta virde; att ett minsta viarde antas bevi-
sas med ett motsvarade resonemang. Till att borja med visar vi att f ar uppat
begrinsad pa [a,b]. Om detta inte skulle gélla sa kan vi for varje heltal 2 hitta
xz € [a,b] med f(x;) > k. Enligt Sats[R.4lkan vi ur foljden (xp, )52, vélja ut en kon-
vergent delfoljd (xkj);';’l. Om xj,; — ¢ sa ger kontinuiteten av f att f(xg;) — ().
Da det samtidigt géller att f(xz;) — oo (eftersom f(xz) > k for varje k) har vi nu
fatt en motsigelse, sa f ar uppat begriansad pa [a, b].

Enligt axiomet om 6vre griins existerar dirfor A = sup {f(x);x € [a,b]}. Vi
valjer nu punkter x, € [a,b] sddana att

A-f(xy)<1l/n for varje n, (R.3)

och ur foljden (x,)72; véljer vi ut en konvergent delfoljd (x,;)72;. Om x,, — ¢ sa

ger kontinuiteten av f att f(x,,) — f(¢), och pa grund av (]REI) har vi nédvin-
digtvis f(£) = A. Satsen dr dirmed visad. O

Vi skall nu bevisa Sats [0.11] (Sats [R.7 nedan), som séiger att inver-
sen till en kontinuerlig funktion ocksa ar kontinuerlig. Det &ar lampligt
att forst visa ett par hjilpsatser. Vi infér den naturliga beteckningen

fH)={fx);xel}.

Hjalpsats R.1. Antag att funktionen [ dr monoton pad intervallet I,
och att f(I) ar ett intervall. Da dr [ kontinuerlig pd I.

Bevis. Vi skall visa att lim,_, f(x) existerar och dr lika med f(a) for varje a € I.
Vi antar att f dr vixande pa I; fallet da f ar avtagande behandlas pa ett mot-
svarande satt.

Antag forst att a 4r en inre punkt (dvs. ej dndpunkt) till I, och studera
méngden A = {f(x);x €I, x <a}. Eftersom f &r véixande sd 4r A uppat begrin-
sad av f(a), och enligt axiomet om 6vre grans existerar sup A = M. For varje
e >0 finns x¢ < a sddant att M — f(xg) < €, och da f ar viaxande giller det dven
att M — f(x) < e for xo <x <a. Med 6, = a —x har vi alltsa

lf(x)-M|<e daa-6.<x<a,




R.2. Satser om kontinuerliga funktioner 7

vilket precis &r definitionen av att vanstergréansvirdet limy,_,- f(x) = M existe-
rar. Eftersom f &r viaxande far vi nu att M = f(a), for fallet M < f(a) skulle
innebéra att vardena mellan M och f(a) saknas i f(I), vilket motséger att f(I)
ar ett intervall.

Genom att i stillet studera infimum av méngden {f x);xel,x> a} far vi pa
motsvarande sitt att lim,_.,+ f(x) = f(a), vilket tillsammans med vart tidigare
gransvirde lim,_,- f(x) = f(a) ger att lim,_, f(x) = f(a). Fallet da a ar en inre
punkt dr ddrmed avklarat.

For att visa att f ar kontinuerlig i en eventuell &ndpunkt a € I behéver vi
visa att aktuellt ensidigt gransvirde existerar och ar lika med f(a). Detta be-
handlar vi som ovan genom att studera en av méngderna; t.ex. { fx);xel,x> a}
om a ir en vinsterdndpunkt. Beviset dr ddrmed klart. O

Hjalpsats R.2. Antag att funktionen f dr injektiv och kontinuerlig pa
intervallet 1. Da dr f monoton pd 1.

Bevis. Vi antar motsatsen, dvs. att f inte 4r monoton pa I. D4 finns det tre
punkter x1 < x9 <x3 i I sddana att

f(x1) < f(x2) och f(x2)> f(x3), alternativt f(x1)>f(x2) och f(x2)< f(x3).

(Repetera girna Definition [Z.4] i boken.) Vi antar att det forsta av dessa fall
géller; beviset i det andra fallet ar likartat.

Vilj nu ett tal A sadant att f(x1) < A < f(x2) och f(x2) > A > f(x3). En-
ligt satsen om mellanliggande virden (Sats sa finns det ¢1 € [x1,x2] och
c9 € [x2,x3] med f(c1) = f(cg) = A, men c1 # co. (De tva intervallen har visserli-
gen en gemensam punkt xg, men eftersom exempelvis f(c1) < f(x2) kan vi dra
slutsatsen att ¢ # c2.) Detta motséger att f ar injektiv, sa vart antagande att f
ej ar monoton ar falskt. Hjalpsatsen ar darmed bevisad. O

Vi 4r nu redo att bevisa huvudresultatet.

Sats R.7. Antag att funktionen f, definierad pad intervallet I, dr injek-
tiv och kontinuerlig. Dé foljer det att inversen 1 dr kontinuerlig.

Bevis. Enligt Hjilpsats vet vi att f dven dr monoton pa I, och da foljer
det av Sats[7.11i boken att £~1 &r monoton pa f(I). Lat nu y; och ys vara tva
godtyckliga punkter i £(I). Da finns x1,x2 € I med f(x1) = y1 och f(x2) = y2, och
satsen om mellanliggande virden tillampad pa intervallet [x1,x2] eller [x2,x1]
ger att f(I) innehéller alla viarden mellan y; och yg, dvs. att f(I) &4r ett intervall.
Eftersom #@ven f1(f(I)) = I &r ett intervall kan vi nu anvéinda Hjilpsats [R.1]
tillampad pa f ™%, for att konstatera att £ ! &r kontinuerlig. O
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R.3 Likformig kontinuitet

Vi skall nu resonera oss fram till ett kontinuitetsbegrepp, sa kallad lik-
formig kontinuitet, som ar starkare dn det vi hittills anvant. Enligt de-
finitionen av griansvirde (Definition sa ar f kontinuerlig (i vanlig
mening) pa intervallet I om det for varje a € I och varje tal € > 0 finns ett
tal 6, > 0 sadant att

|f(x)—f(a)<e forallaxel siddanaatt 0<|x—al<J,. R.4)

Som vi kommenterat pa sidan s innebir
detta att funktionsvardena f(x), kring punkten }
2¢

a, haller sig inom en remsa med héjd 2¢ da x f(a) +---- 3
befinner sig inom en remsa med bredd 26.. Har A
beror §., forutom pa €, ocksd pa vilken punkt a
vi véljer.

Exempel R.2. Funktionen f(x) = 1/x 4r konti- A
nuerlig, exempelvis pa intervallet 10,00[ . For
det € vi har valt i figuren sa kan vi vid punk- y=1x
ten x = a tillata oss en bred rektangel, men vid
punkten x = b maste vi vilja en smal rektang-
el, dvs. ett litet J., for att funktionsviardena
skall halla sig inom hojden 2¢. Ju mindre x-
varde punkten vi studerar har, desto mindre
0. maste vi vilja for att halla oss inom samma hojd. For ett givet € ver-
kar det darfor inte finnas ett 6, som fungerar, dvs. sadant att (R.4) giller,
for alla a €]0,00][ . O

2¢e

|

|

|

|

| |

T T
b a

Y

Vi skall nu infora ett kontinuitetsbegrepp déar vi inte tillater situatio-
nen i exemplet; for ett givet tal € > 0 sa skall vi kunna vélja ett §. som
fungerar, oberoende av vilken punkt i intervallet vi studerar.

Definition R.2 (Likformig kontinuitet). En funktion [ definierad pa
intervallet I kallas likformigt kontinuerlig pi I om det for varje tal
e>0 finns ett tal 6, > 0 sdadant att

|f(x1)—f(x2)l <€ foralla x1,x9 €I sadana att |x1 —x2| < b,.
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Genom att jamfora med sa ser vi att varje likformigt kontinuerlig
funktion ocksa ar kontinuerlig i var tidigare mening (lat x; svara mot x
och x9 mot a). Vi sidger darfor att likformig kontinuitet ar ett starkare
kontinuitetsbegrepp

Den intuitiva bilden av likformig kontinuitet 4r att funktionens graf'i
intervallet inte blir "hur brant som helst”. Utifran Exempel [R.2l misstén-
ker vi att f(x) = 1/x inte &r likformigt kontinuerlig pa I =]0,00[, nagot
som foljande berdkningar bekraftar:

Vilj € = 1/2 och antag att det finns ett 6. > 0 sadant att villkoret i
Definition ar uppfyllt. Med n > 1/6, giller det da for x1 = 1/n och
x9 =1/(n +1) att x1,x9 € I, och att

| | 1 1 n+l-n 1 1 - 1
X1 —X9o|l=—— = = —. .
1= n+l nn+1) n n+1 “ n+1

< 0.

Men eftersom det samtidigt géller att
Ifx1)—fx)l=ln—(n+1)|=1>¢

har vi fatt en motsigelse, sa f ar inte likformigt kontinuerlig pa 1.
En funktion som dr kontinuerlig pa ett kompakt intervall dr ddremot
alltid ocksa likformigt kontinuerlig pa detta.

Sats R.8. Antag att funktionen [ dr kontinuerlig pd det kompakta
intervallet 1. Da dr f likformigt kontinuerlig pa 1.

Bevis. Vi skall konstruera ett motséigelsebevis, och antar darfor att f inte ar
likformigt kontinuerlig pa I. Detta innebar att det finns ett € > 0 saddant att vi
for varje 6 kan hitta x1,x9 € I sa att

lx1 —x9| <6 men If(x1)—f(x2)| = €.

Lat £ ha denna egenskap. Vi siatter nu §,=1/n, n =1,2,3, .., och véljer, for varje n,
punkter x1,,x2, € I som uppfyller

1
w1 x2,|<8p=1  men |f(xy,)-flxs,)lze.

Speciellt géller det att |x1,— x2,] — 0 d& n — oco. De béda talféljderna (x1,){°
och (xg,)]° ligger i I och &r begrinsade, sa enligt Bolzano-Weierstrass sats kan
vi vilja ut konvergenta delf6ljder (xlnj 7° respektive (xznj ). Om x1, = ¢1 och
X2, = &9 sa ger kontinuiteten av f att f (xlnj )— f(&1) och f (xgnj) — f(&9). Efter-

som lenj— X2, | — 0 méaste nédvandigtvis ¢1 = &2, och som en foljd giller det att
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f(xlnj)—f(xznj)ﬁf(§1)—f(§z)=0 da j — oco.

Detta motsager dock att [f(x1,) — f(x2,)] = € for alla n, s& vi konstaterar att
antagandet att f inte dr likformigt kontinuerlig ar felaktigt. Satsen dr darmed
bevisad. O

R.4 Integraler

Vi kan nu visa de resultat om integraler som i boken lamnats obevisa-
de. For overskadlighetens skull infor vi, for en funktion f, beteckningen
I(f)= [P f)dx.

Det forsta vi gor ar att fylla en lucka i var framstillning fram till
integralens definition. Vi pAminner om att en funktion f 4r integrerbar
pa intervallet [a,b] om det for varje € > 0 finns trappfunktioner ® och ¥,
med P(x) < f(x) < ¥(x) dd a <x < b, sadana att

I(P)-I1(®) <e. (R.5)
Vi pastod pa sidan att det da finns precis ett tal .# som uppfyller
(D)= s <I(¥P) (R.6)

for alla sddana ® och W. Integralen av f over [a,b] definierade vi sedan
som detta tal. Med hjilp av axiomet om 6vre grins kan vi nu bevisa vart
pastaende, dvs. att det for en integrerbar funktion existerar ett entydigt
tal .# som uppfyller (R.6).

Bevis. Vi visar forst att det finns minst ett tal som uppfyller (BR.6). Betrakta
mingden A av alla tal I(®), dar © ar trappfunktioner under f. Eftersom ® <¥
medfor att I(D) < I(V), enligt 1 boken, sa dr A uppat begrinsad av I(¥V)
for varje trappfunktion ¥ 6ver f. Enligt axiomet om 6vre grians har A déarfor
en minsta 6vre begransning sup A, och vi betecknar detta tal .#. Det géller att
£ = I(®) for varje trappfunktion ® under f, och eftersom .# &r just den mins-
ta ovre begriansningen giller det dven att .# < I(V) for varje trappfunktion ¥
over f. Detta visar existensen av (minst) ett tal .# sadant att ar uppfylld.

Antag nu att det finns tva olika tal I; och I3 som uppfyller (R.6); vi antar
vidare att 11 < Is. Om vi viljer ett tal € > 0 sddant att € < Iy — I sa far vi en
motségelse till (R.5), eftersom

I(®)<I; <1 =<I(¥Y) = IW)-1(®)=Ia—-1; >¢.

Vi konstaterar dérfor att det endast finns ett tal .# som uppfyller (R.6), och vart
pastaende &r bevisat. O
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Med hjilp av begreppet likformig kontinuitet kan vi nu visa att varje
funktion som &dr kontinuerlig pa ett kompakt intervall ocksa &ar integrer-
bar pa detta (Sats[13.2]i boken).

Sats R.9. Om funktionen f dr kontinuerlig pd det kompakta interval-
let [a,b] sa dr f integrerbar pad l[a,b].

Bevis. Vi skall visa att det for varje tal ¢ > 0 finns trappfunktioner ® och ¥,
under respektive 6ver f, siddana att I(¥)— I(®) < . Enligt Sats vet vi att f
ar likformigt kontinuerlig pa [a,b]. Speciellt finns d& ett tal 6 > 0 sddant att

|f(x1)— fx2)| < bL for alla x1,x9 € [a,b] sadana att |x1 —x9| <. R.7)
-a

(Det kommer att framga senare varfor vi valt /(b —a) i stéllet for €.)

Vi viljer nu en indelning a = xg <x1 <...<x, =b av [a,b] sadan att in-
delningens finhet, dvs. ldingden av det langsta delintervallet, &r mindre &n §.
Studera de kompakta intervallen [x;_1,x:], £ = 1,2,...,n. Eftersom f &r konti-
nuerlig pa dessa sa antas enligt Sats ett storsta viarde M} och ett minsta
varde my, i varje [x;_1,x]. Om M, antas i punkten x37, och m}, i punkten x,,
sé giller det att |xp7, —xm, | < xp —xp_1 <6. Enligt ar darfor

& €
|f(xMh)_f(xmk)|<m, dvs. Mk—mk<m

for varje k.
Vi definierar nu tva trappfunktioner ® och W enligt foljande:
O(x)=myp, Y(x)=M, da xp_1<x<xp, k=12,...,n. (R.8)

(Precis som i (3.3) i boken sa dr funktionsvirdena i indelningspunkterna inte
intressanta.) Det giller att ®(x) < f(x) < V(x) dd @ <x < b, och ser vi tillbaka pa
hur integralen av en trappfunktion definierades far vi

I(Y)~I(®) = ) My(xp —xp-1)— ) mp(ap —xp_1) = ) (My —myp)xp —251) <
k=1 k=1 o

<i L (- xp1) = — i(x —xp)=——(b-a)=¢
L g T " a A BT XR-1) = g =e.

Detta var precis vad vi ville uppna, sa vi konstaterar att satsen ar bevisad. O

Detta bevis innehaller ocksa de flesta moment som behévs for att be-
visa Sats (Sats nedan), som siger att en foljd av Riemann-
summor konvergerar mot motsvarande integral. Vi pAminner om att en
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Riemannsumma till en funktion f pa intervallet [a,b] 4r en summa pa
formen

Y R —xp-1),
k=1

diara =x9 <x1<...<x, =b dr en indelning av [a,b], och & € [x;_1,x3].

Sats R.10. Antag att f dr kontinuerlig pad intervallet [a,b], och att
n
Y FER)xr —xp-1)
k=1

dar Riemannsummeor till f pa [a,b] (for olika indelningar). Da gdller
det att

n

b
Y FER)xp —xp_1) — f F)dx

k=1

ndr indelningarnas finhet gar mot noll.

Bevis. Vi skall visa att det for ett godtyckligt tal € > 0 giller att

<é&

> @Ry, —xp—1) = I(f)
h=1

om bara intervallindelningen ar tillréckligt fin. Vilj aterigen ett tal § > 0 som
uppfyller (R.D). Eftersom indelningarnas finhet gér mot noll kommer vi s& sma-
ningom att ha en indelning med finhet < . For en sddan indelning tar vi fram
alla tal Mj, och mp, samt skapar trappfunktioner ® och ¥ pa samma sitt som
i foregaende bevis. Eftersom &, € [x;,_1,x] sa giller det att mp, < f(&) < M}, for
varje k, och speciellt att

I(D) < Z fEp)xp —xp-1) < I(W).
k=1

Eftersom det samtidigt giller att I(®) < I(f) < I(¥) sa far vi
Frp)xp —x-1) —I(f)| < I(P)-I(D) <k,
k=1

dar den sista olikheten foljer pa samma sétt som i foregaende bevis. O




